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ENGENHARIA DIDATICA PARA O TEOREMA FUNDAMENTAL DAS
CURVAS PLANAS: ANALISES PRELIMINARES E A PRIORI

Didatic Engineering for the Fundamental Theorem of Plane Curves: preliminary
analysis anda priori analysis

Resumo

O Teorema Fundamental das Curvas Planas —
TCP - se apresenta como um assunto
considerado na abordagem tradicional da teoria
de Geometria Diferencial. Nesse artigo se
descreve, de modo particular, duas etapas
previstas pela Engenharia Didatica — ED: as
fases de andlise prévias e andlise a priori.
Enfatizam-se atividades descritas/estruturadas
com apoio da tecnologia. A mediacéo afetada
pela exploracdo adequada de softwares
possibilita evitar determinados elementos que
atuam como entraves a um entendimento amplo,
inerente a0 TCP. Desse modo, com a indicacéo
e estruturacdo de situagBGes-problema, se
imprime maior é&nfase na visualizagdo e
entendimento de propriedades qualitativas
(grafico-geométricas) e ndo apenas de natureza
algoritmicas. Por fim, com elementos
questionados nos livros didaticos de Geometria
Diferencial, proporciona-se a descricdo de
fatores pertinentes & mediacdo didatica do TCP.

Palavras-chave: Engenharia Didatica. Teorema
Fundamental das Curvas Planas.
Analisesprévias. Analise a priori.

Abstract

The Fundamental Theorem of Plane Curves is
introduced a subject considered in the
traditional approach of theory of Differential
Geometry. This article describes, in a particular
way, two stages predicted by Didactic
Engineering — ED: previous analysis phases and
a priori analysis. Emphasized activities
described/structured  with the support of
technology. The mediation affected by proper
exploitation of software makes it possible to
avoid certain elements that act as obstacles to a
broad understanding, inherent to TCP. Thus,
with the indication and structuring of problem
situations, a greater emphasis is placed on the
visualization and understanding of qualitative
(graphic - geometric) properties and not just
algorithmic nature. Finally, with elements
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questioned in the textbooks of Differential
Geometry, we provide a description of factors
pertinent to the didactic of TCP.

Keywords: Didactic Engineering.Fundamental
Theorem of Plane Curves. Previous analyzes. A
priori analysis.

Introducéo

Este trabalho foi elaborado no &mbito de
uma pesquisa preliminar e em andamento de
uma dissertacdo do Mestrado em Ensino de
Ciéncias e Matematicapara  Professores.
Compete um desafio muito interessante por aliar
as novas tecnologias a Matemaética. O software
Geogebra  revelou-se uma  ferramenta
interessante por possibilitar um significado
geométrico ao Teorema Fundamental das
Curvas Planas — TCP, tornando o ensino de
Geometria Diferencial — GD menos abstrato,
permitindo a visualizacdo de conceitos.

Além disso, o artigo busca utilizar a
Engenharia Didatica, como uma engenharia de
formacdo a ser utilizada em professores do
IFCE, baseados em recentes estudos que
salientam a necessidade de uma mudanca na
forma de lecionar. MORAN (2000,p.2) afirma
que:

(...)muitas formas de ensinar hoje ndo
se justificam mais. Perdemos tempo
demais, aprendemos muito pouco, nos
desmotivamos continuamente. Tanto
professores como alunos temos a clara
sensacdo de que em muitas aulas
convencionais perdemos muito tempo.
Podemos modificar a forma de ensinar
e de aprender. Um ensinar mais
compartilhado. Orientado, coordenado
pelo professor, mas com profunda
participacdo dos alunos, individual e
grupalmente, onde as tecnologias nos
ajudardo muito, principalmente as
teleméticas.

Dessa forma, no texto que se segue
pretendemos desenvolver habilidades que
favorecam a aquisicdo de conhecimentos,
baseados nos estudos de DE LIMA e
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ALVES(2016), ALVES (2014), que utilizam
tecnologias de informacédo e softwares aliadas a
Engenharia Didatica como metodologia de
aprendizagem.

No momento em que consideramos 0S
indmeros conceitos que sdo objetos para 0
ensino de Geometria Diferencial - GD,
comprovamos a relevancia do Teorema
Fundamental das Curvas Planas - TCP. Seu
carater essencial na Geometria Diferencial nos
permitira, nesse artigo, evidenciar um problema
que concerne a interpretacdo  gréfica-
geométrica. Desse modo, na medida em que
indicamos um problema ou entrave, efetuamos
“o primeiro passo para uma Engenharia
Didatica” (DOUADY, 2008, p.2). DOUADY
(2008, p.2) acrescenta ainda que:

A engenharia didatica, vista como
metodologia  de pesquisa, é
caracterizada, em primeiro lugar, por
um esquema experimental com base
em realizagBes didaticas em sala de
aula, isto €, a construcéo, a realizacéo,
observagdo e andlise de sessdes de
ensino.

Entretanto, como mesmo apontam
suas indicagBes, nesse trabalho, iremos nos
restringir apenas as fases (analises prévias e
construcdo de situacOes/andlises a priori) que
permitem realizar a construgdo das sessdes de
ensino que detém a possibilidade de realizagdes
didaticas em sala de aula, no contexto do ensino
de GD com a sistematizagcdo prevista pela
Engenharia Didatica (ARTIGUE, 1995;
ROBINET, 1983) e recentes consideracfes
sobre essa metodologia condicionada pelo nosso
objeto tedrico de interesse e estudo.

Sobre o Teorema Fundamental das
Curvas Planas

Essencialmente, a Geometria Diferencial
estuda as propriedades geométricas das curvas e
superficies mediante conceitos analiticos ftais
como o de métrica, curvatura e torcdo. O
Teorema Fundamental das Curvas Planas, que
caracteriza completamente uma curva pela
funcdo curvatura, para curvas duas vezes
continuamente diferencidveis em R? , a
curvatura é a propriedade caracteristica no
seguinte sentido: duas curvas parametrizadas
pelo comprimento de arco que possuem a
mesma funcdo curvatura diferem por uma
isometria de R? .

Registramos uma sec¢do, na maioria dos
livros de Geometria Diferencial (TENEBLAT,

2008; DO CARMO, 2012; ALENCAR, 2002;
ARAUJO, 1998; THORPE , 2012;) dedicada ao
Teorema Fundamental das Curvas Planas - TCP,
assim como nos livros de Calculo (STEWART,
2012), nos quais, deparamos maior grau de
generalidade.

Intuitivamente, a apresentacdo do
problema matematico que descreve o TCP
garante que dada a funcdo curvatura de uma
curva plana, podemos determinar a curva a
menos de sua posi¢cdo no plano. Formalmente,
TENEBLAT (2008, p.52) descreve o teorema
da seguinte maneira:

a) Dada uma funcéo
diferenciavelk(s),sel ¢ R , existe
uma curva regular a(s),
parametrizada pelo comprimento de
arco s, cuja curvatura é o k(s).

b) A curva a(s) acima é Unica
quando fixamos a(sy) = p, €
a(sy) ' = vy, onde v, é um vetor
unitario de R2.

c)  Se duas curvas a(s) eB(s) tém
a mesma curvatura, entdo diferem por
sua posicdo no plano, isto é, existe
uma rotacéo L e uma translacdo T em
R tal que a(s) = (Lo T)(B(s)) .

Denotamos por movimentos rigidos
rotagdes e/ou translacdes, sendo denotados tais
movimentos pela letra gregag.

A génese do interesse em torno do
TCP, é atribuida a Euler. PICADO (2006,
p.2)relataque:

(..) as origens da geometria
diferencial de superficies remontam
ao século XVII, com o estudo das
geodésicas, isto €&, curvas, de
comprimento minimo, numa
superficie. Em 1697, Jean Bernoulli
(1667-1748) colocou o problema de
determinagdo da curva mais curta
ligando dois pontos numa superficie
convexa. Em 1698, Jacques Bernoulli
(1655-1705) determinou as geodésicas
nos cilindros, cones e superficies de
revolucdo. A forma geral das
equacdes das geodésicas numa
superficie foi obtida por Euler em
1728. Foi Euler quem deu bases
solidas a teoria das superficies em
RecherchessurlaCourburedesSurfaces
(1760), onde introduziu as chamadas
curvaturas  principais de uma
superficie num ponto. Em 1827,
Gauss publicou o seu famoso trabalho
fundamental sobre superficies,
Disquisitionesgeneralescircasuperficie
s curvas, no qual introduziu uma nova
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medida de curvatura, a curvatura
guassiana de uma superficie.

Apresentacéo nos livros de Geometria

Nesta  secdo,  evidenciaremos e
identificaremos os elementos que se sobressaem
a partir da proposta de abordagem de certos
compéndios especializados, tradicionalmente
adotados no Brasil, no que concerne ao TCP.
Utilizaremos problemas envolvendo curvas do
tipo a(s) = (x(s),y(s)),nosso primeiro
exemplo é extraido de TENEBLAT.
Observamos que, na figura,0 referido autor
imprime énfase ao carater algébrico dos
conceitos envolvidos. O autor ndo faz nenhuma
indicacho do seu contexto histérico e/ou
epistemoldgico, concernente ao momento de
génese e das ideias heuristicas do teorema.

Figura 1 - Exemplo abordado em TENEBLAT
(2008, p.53)

QUESTAO 1 - Caracterize todas as curvas
regulares planas que tém curvatura constante.

Na figura 2, TENEBLAT sugere um
problema generalizado, toda via em nada difere
do caso anterior.

Figura 2 - Exemplo abordado em TENEBLAT
(2008, p.54)

QUESTAO 3 - Determine as curvas planas de

1
curvaturak(s) = s

Na figura 3, STEWART (2012) poderia
sugerir uma interpretacdo geométrica como
solugdo da questdo, porém a solucéo é dada por
meios algébricos, dificultando uma melhor
compreensdo do conceito curvatura.

QUESTAO 30 - 31 Em que ponto a curva tem curvatura
méxima? O que acontece com a curvatura quando x — oo?

30.y =Inx 3l.y=¢*

Figura 3 — Exemplo abordado em STEWART
(2012, p.797)

DO CARMO(2012) acentua o carater
formalista, que prioriza o quadro algébrico para
lidar e manipular objetos matematicos.
Reparemos no enunciado abaixo, a inexisténcia

de contextualizacdes, ndo ha intencdes
didaticas.

Figura 4 — Exemplo abordado em DO CARMO
(2012, p.28)

QUESTAO 8 — O trago da curva parametrizada
(parametro arbitrario)

a(t) =(t,cosht) ,te Ré chamado de
catenaria.

a. Mostre que a curvatura com sinal
da catenaria é

k(t) = —

cosh?t '
b. Mostre que a evoluta da catenéria

€
B®) =
(t —senh tcosht,2cosht).

Vale assinalar que os livros em outros
idiomas fortalecem alguns dos aspectos
questionados nos paragrafos anteriores. Observe
0 exemplo dado em THORPE (2012)

Figura 5 - Exemplo abordado em THORPE
(2012, p.65)

10.3 Find global parametrization of each of the

. - v
following plane curves ,oriented by ﬁ where

f is the fuction defined by the left side of each equation.
(@) ax, +bx, =c,(a,b) # (0,0).

bE+Z=1,a #0b #0.

(c)x; —ax?=c,a#0.

dyx?—x2=1,x,>0

10.4 Find the curvature k of each equation of the oriented

plane curves in Exercise 10.3.

Concluiremos essa se¢do, recordando
que a metodologia de pesquisa nominada
Engenharia Didética(ARTIGUE,1996), tem sido
utilizada design de investigacdo, numa
perspectiva de complementaridade
(ARTIGUE,2009; BROUSSEAU,1986) com
outras teorias, desde a década de 80. Esses
autores ddo énfase nas etapas de andlise
preliminar e andlise a priori. De modo
semelhante, neste artigo, escolhemos o TCP
como objeto matematico investigado. Daqui

EMR-RS - ANO 19 - 2018 - nimero 19 - v.2 — p. 125




EDUCAGCAO MATEMATICA EM REVISTA - RS

para frente, apresentamos as duas fases iniciais
de uma ED com o tema TCP.

Analises preliminares ou prévias

De acordo com o que assinalamos na
introducdo desse artigo, do ponto de vista do
design de investigacdo adotado, assumimos a
sistematica prevista pela ED. Procedente de uma
vasta tradicdo académica, sabemos que a
concepcdo de pesquisa em Engenharia Didatica
— ED compara a forma de trabalho didatico do
professor com a mesma maneira de trabalho do
engenheiro que, para realizar projetos, se apoia
sobe conhecimentos cientificos de seu dominio.
(ARTIGUE, 1996,p.273)

E, no que se refere aos momentos ou
fases da investigacgdo, distinguimos: as analises
preliminares, andlises a priori, a etapa da
experimentagdo e introducdo ao movimento de
todo aparato tecnoldgico construido, validagdo e
analise a posteriori. Dessa forma, como
assinalado nas se¢Bes anteriores, restringiremos
aos primeiros dois momentos previsto por
ARTIGUE (1996, p.243).

Entdo, no A&mbito das andlises
preliminares ou prévias, nessa secdo,
identificaremos problemas de ensino e de
aprendizagem vinculado ao TCP. Com base e
amparo em tal sistemtica, delinearemos
questbes (situacBes problema), formularemos
determinadas  hipoteses, que dettm a
possibilidade de serem investigadas, a
posteriori, de modo empirico. Dois elementos
devem ser evidenciados nessa etapa, de acordo
com ALMOULOUD (2007, p.172), a saber; (i)
estudo da organizacdo matematica, (ii) andlise
didatica do objeto escolhido.

De modo especifico, concernente ao item
(i), nos atemos: estudo das géneses histdricas
envolvendo TCP (apresentada na se¢do 2); sua
funcionalidade atual na Matematica (limitacGes
para o uso didatico); obstaculos relativos ao
TCP (conceitos reconhecidamente complexos
vinculados do TCP); a estrutura atual do ensino
do TCP e seus efeitos. Relativo ao item (ii)
apontamos a relevancia da analise de livros
didaticos (apresentada na se¢do 3). Uma analise
de livros de Geometria Diferencial deve
contemplar: o papel da histéria do TCP; os
obstaculos epistemoldgicos identificaveis na
abordagem dos autores; antever as possiveis
concepgdes dos alunos (dimensdo cognitiva),
provenientes a partir da abordagem proposta.
Desse modo, concluimos:

- 0s autores de livros enfatizam o carater
algoritmico condicionado pelo TCP;

- a nocdo de existéncia matematica € admitida
de modo automatico pelos autores;

- 0s aspectos topoldgicos locais, de aplicagdo do
TCP s&o desconsiderados;

- a visualizacdo e a significacdo gréfico-
geomeétrica do teorema é negligenciada.

Com  base nessas  dificuldades,
formulamos as seguintes hipdteses de trabalho
que ndo serdo objeto de investigacdo empirica
nesse estudo tedrico, entretanto, podem ser
objeto de interesse em outros estudos empiricos,
envolvendo a mesma tematica ou outro tépico
no ensino de Geometria Diferencial:

1) Uma mediacdo condicionada pela
abordagem standarddos livros de GD ndo
promove a visualizacdo e o entendimento
grafico-geométrico (local) atinente ao TCP;

2%) SituagOes de aprendizagem definidas
pelos exercicios propostos pelos autores de
livros de GD permitem apenas a aquisicdo de
habilidades manipulativas de equacles, que
incidem ou acarretam em resultados de
significado restrito, sem um entendimento
amplo do TCP.

Na proxima se¢do abordaremos algumas
situacdes problema, com vistas a aprendizagem,
em concorddncia com a descricdo de
BROUSSEAU (1986, p.414). As variaveis
didaticas serdo apontadas e,sua manipulagéo e
exploracdo  didatica  conveniente  devem
estimular  novos cendrios para efetiva
aprendizagem, na medida em que indicaremos
elementos de mediacdo e transmissdo dos
saberes, que detém a possibilidade de evitar os
entraves anteriormente formulados.

Construcdo das situacdes e Andlises a
priori

Nessa fase de ED, elaboramos e
analisaremos uma sequéncia de situagdes
problema envolvendo o TCP. Responderemos
algumas questdes indicadas nas sessdes
anteriores, todavia, ndo ensejamos validar essas
hip6teses de investigacdo, posto que, ndo
procederemos as andlises a posteriori. Para
efeito de maior sistematizacdo, assumiremos
que uma situacao problema envolve

“a escolha de questBes abertas ou
fechadas numa situacdo matematizada ou menos
matematizada, vinculada a um campo de
problemas colocados em um ou varios dominios
do saber. ” (ALMOULOUD, 2007, p. 174).

Vale observar que, no campo de saberes
referenciados porALMOULOUD (2007,p.174),
é possivel, tendo em vista o nivel elementar da
Matematica, considerarsituagoes “menos
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matematizada”. Entretanto, em nosso caso, 0
modelo matematico condiciona, fortemente,
todas as estratégias e acOes e decisbes dos
aprendizes. Essa variavel didatica é prevista, de
modo geral, por BROUSSEAU (1986, p.412).

Contudo, nosso objeto de atencdo (um
teorema em Matematica e sua aplicacdo),
pertencente a um corpusteérico-formal, implica
em fortes condicionantes derivados da prépria
construgdo/demonstracdo e descricdo do TCP.
Do mesmo modo, levaremos em consideragéo,
com vistas a estruturacdo das situacOes-
problema, as seguintes caracteristicas apontadas
por ALMOULOUD (2007,p.174): situa¢Ges que
devem colocar em encontro um campo
conceitual em que se deseja efetivamente
explorar; os conhecimentos antigos ndo sdo
suficientes para a resolugdo completa do
problema; o problema envolve varios dominios
do  conhecimento.  Assinalamos  acima
apenasparte das caracteristicas apontadas por
ALMOULOUD (2007, p. 174).

Nesse sentido, vale distinguir e
especificar 0s seguintes elementos: 0s
problemas quetencionamos explorar envolvem
dominios analiticos e grafico-geométricos,
entretanto, osconhecimentos antigos (no caso 0s
saberes relacionados com oTCP) devem ser
suficientes para aresolugdo. Além disso, nas
situacBes que buscamos apresentar, desejamos
que “elas permitamadaptagdes dos alunos, na
medida em que tomam decisdes e as
modificam” (BROUSSEAU, 1986,p. 440).
Quando visamos descrever situacdes de ensino
fundamentadas de uma Matemética procedente
de nivel avancado, o campo conceitual é
condicionado, por vezes, por uma definigdo
formal ou um teorema estruturante.No nosso
caso o0 TCP, assinalamos que:

. Dado o cardter de néo
trivialidade do TCP (a descrigdo da
tese), as situagdes-problema requerem
conhecimentos suficientes para sua
resolucéo, entretanto, a abordagem
serd determinante. Desse modo, a
visualizagdo  proporcionada  pelos
softwares deverd ser uma variavel
didatica recorrente no cenéario de
aprendizagem apresentado aos
estudantes.  Assumimos  posicao
concorde com ALMOULOUD (2007,
p- 174) ao acentuar que “asatividades
devem ser concebidas, levando-se em
consideracdo  os  resultados  dos
estudos prévios”, e terdo por
objetivos: auxiliar o aluno na
construgdo de conhecimentos e
saberes deuma maneira construtiva e

significativa;  desenvolver  certas
habilidades como, por exemplo,
saberler, utilizar as diferentes
representacdes matematicas e
desenvolver raciocinio dedutivo.

Concluiremos essa se¢do, destacando que
“os objetivos da analise aprioridevemdeterminar
que as escolhas realizadas permitam o controle
do comportamento dos alunos e seusignificado”.
(ARTIGUE, 1995, p. 45). Desse modo, as
escolhas e descricdo de agbes futuras,
nessasecdo, sdo fundamentadas em pressupostos
tedricos, que devem permitir o controle didatico
datransposicdo didatica e do sentido das acdes
futuras envolvendo a mediacdo de saberes. O
controle didatico que propomos é passivel de
certa hierarquizacdo ou descricdo demomentos
na mediagdo do saber cientifico.

Nesse  sentido, recordamos  que
BROUSSEAU (1986, p.440-441) explica que “a
aprendizagem no contexto da resolucdo de
problemas, evolui a partir dacompreensdo do
papel e funcdo de alguns momentos
particulares”, condicionados pelo
trindbmioprofessor ~ —saber-  aluno.ALVES
(2014,p.157), constr6i uma figura no qual,
indica (em cor vermelha) elementos
condicionados por momentos que envolvem o
ensino doTCP acrescidos das variaveis didaticas
que consideramosrelevantes em nosso caso.

Figura 6 - Adaptacdo do esquema proposto por
BROUSSEAU (1986, p. 440-441) construido
por ALVES (2014)

Indicagio do
professor
Mediacio afetada)

Buscar a compreender pela visualizagio "“\_‘
uma sitiacho-probiema Elaborar estratégias |

Comunicar -
confrontar modelos forma Isr

com dados extraidos na
visualizagio

Debater com os :nlegas Comunicar as
as situagdes destacadas
fuiag testar/identificar | _ solugles
as exitosas e que conduzem ao =rw

Memun:arcenus L ‘""’maﬂm" | Fazer exercicios
procedimentos \ug\:n mxunums I de aperfeicoamento

Adaptagdes em outras
situagdes

lli!rmﬁl:ir ituagd lat

Aperfeicoar habilidades de
visualizagio/ percepgio

Fonte: Autores.

Na figura acima, na passagem de
transicdo de cada momento didatico, notamos
amanifestacdo de uma decisdo tomada (ou
varias decisdes) pelo sujeito ou pelos sujeitos.
Em cada passagem, prevemos “a manifestagao
de um  conhecimento” (BROUSSEAU,
1986,p.27).Para queo aluno vivencie
possibilidades de mobilizar e/ou manifestar seu
conhecimento privado, “modelisamos
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situacdes” (BROUSSEAU, 1986, p. 400) que
possuem o potencial de variasdescobertas, em
funcdo de suas escolhas e decisdes.

O surgimento dessas descobertas e a
ocorréncia de elementos inesperados
determinam  “o  grau de  incerteza”
(BROUSSEAU, 1986, p. 270). Concordamos,
comBROUSSEAU (1986, p, 270) ao destacar
que “a aprendizagem de um conhecimento
ocorre namedida em que diminui o grau de
incerteza” relativa as situagdes didaticas
apresentadas peloprofessor em sala de aula.

SituagOes Didéticas

Nessa se¢do, apresentaremos situacdes-
problema relacionadas com o TCP,se baseando
no seguinte ponto de vista:

(...)para garantir, minimamente, o
alcance desses objetivos, 0
pesquisador ou o construtor de
situagBes-problema necessita escolher
as variaveis didaticas que podem
provocar as mudangas desejadas, no
que diz respeito ao processo de ensino
e de aprendizagem do objeto em jogo
(ALMOULOUD, 2007, p. 174).

Desse modo, dentre as varidveis
microdidaticas(locais) que colocamos énfase,
indicaremos: o0s contetdos envolvidos nas
atividades propostas, saberes requeridos para o
uso da tecnologia. Vejamos, pois, nossa
primeira situacéo.

Situacéo (I) : Dada as curvas c : x2? +
y?i—4x—-6y+9=0 e d:x*+ y*—
24x — 6y +149 =0 exiba o comportamento
das curvas com o auxilio do Geogebra e
utilizando o TCP determine se elas séo
congruentes.

Figura 7 - Descri¢do do comportamento gréfico-
geomeétrico de curvas congruentes

Fonte: Autores.

Ao construir as curvas no Geogebra,
observamos que se trata de duas circunferéncias

com raios iguais e centros diferentes. Nessa
situacdo didatica, quando questionamos se as
circunferéncias sdo congruentes queremos
instigar o aluno a utilizar a sua nogéo intuitiva e
criatividade. A  principio podem  surgir
premissas verdadeiras, mas baseadas em
justificativas equivocadas, por exemplo, as duas
circunferéncias sdo congruentes pois
apresentam o mesmo raio. No entanto, pelo TCP
duas curvassdo congruentes apenas quando
possuem a mesma a curvatura.

Através do software, calculamos a
curvatura das circunferéncias e utilizando o fato
que na circunferéncia, em qualquer ponto
arbitrario, a curvatura é constante, percebemos a
igualdade nas curvaturas, e s6 assim, podemos
afirmar que as curvas sdo congruentes.

Note que, em momento algum utilizamos
nenhum algoritmo para calcular a curvatura, o
nosso intuito é priorizar a visualizacdo e
entendimento do conceito.O TCP também
estabelece que curvas que sdo congruentes e
diferem por sua posi¢do no plano, existe uma
rotagio L e uma translagio T em RZtal que
c(s) =(LoT)((s)). Ou seja, existe um
movimento rigido que ao ser realizado as coloca
na mesma posi¢do. Pela figural, podemos
observar que esse movimento se trata de uma
translacdo da circunferéncia d para a esquerda.
Na proxima situacdo didatica, mostraremos ao
aluno casos onde as curvas ndo sejam
congruentes

Situacdo (I1): Considere as curvas

_n2
c:(x—2)2+ (y—3)>=4e d: &2

4
-3)?% _ x
T_4 , usando o TCP mostre que ndo

existe um movimento rigido ¢, tal que
c(x,y) = @(d(x,y)).

Figura 8 - Descricdo do comportamento grafico-
geométrico da situacdo em que as curvas nao
S80 congruentes

+

(R] & A @O (&N st g

Fonte: Autores.

Note que primeira curva se trata de uma
circunferéncia com curvatura constante igual a
0.5, e a segunda curva uma elipse com curvatura
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variando, mas atingindo valor maximo igual a
0.37,logo pelo TCP ndo existe movimento
rigido que tal que as curvas ¢ e d sejam
congruentes.

Situacdo (I11): Sejam duas fun¢des dadas
por f(x)= —x?2+14x+40 eg(x) = x? +
14 x + 58 , faca a analise e o gréfico dessas
funcdes .

Figura 9 - Descri¢do do comportamento gréfico-
geométrico da situacdo de curvas planas

A= Pontac)

= (.2m) ® +
. 8= "Pontofd) : :
— (141 825) . A

- @

ki = Curvatura (A, ¢)

. 05

k= Curvatura (B.d)

- 012

Fonte: Autores.

Ao construir as fungbes no Geogebra,
observamos que se trata de duas parabolas, a
curvatura varia ao longo da parabola, mas note
gue se tomarmos pontos equivalentes nas curvas
obtemos nesses pontos o mesmo valor de
curvatura, logo pelo TCP essas curvas sao
congruentes. Veja que é possivel visualizar o
movimento rigido que coloca a parébola gerada
pela fungdo g , na mesma posi¢do de f , basta
fazer uma translacdo para a esquerda e depois
uma rotacdo para cima (caso o aluno tenha
dificuldades em visualizar o movimento
rigido,usar a ferramenta do Geogebra de
reflexdo para mudar a concavidade da curva
f(x), posteriormente a ferramenta de
translacdo) . Continuando nosso estudo, veja
uma outra abordagem para o estudo da parabola.

Situacdo (1V) : Sabendo que a equacdo
da pardbola é dado por y =ax?+bx+c,
encontre na curva y = ax?+ bx + 0.5 pelo
menos um ponto em que a curvatura é 0.05 , em
seguida responda se a curvatura varia ou ndo em
funcdo de c.

Figura 10 - Descricdo do comportamento
grafico-geométrico da curvatura da parabola

2l A& N i | Y

Fonte: Autores.

Para a resolucdo desse problema, o
aluno apartir da formula geral da parabola, cria
controles deslizantes e assim dectecta uma
equacdo que satisfaca a situagdo. O objetivo
dessa situacdo é mostrar pro aluno,a principal
propriedade do TCP, que afirma que “dada a
fungdo curvatura de uma curva plana, podemos
determinar a curva a menos de sua posi¢do no
plano”, ou seja, 0 teorema garante a existéncia
dessa paradbola. Determinamos o parametro c,
para que existisse apenas uma solucdo, mas
através do Geogebra, o aluno pode perceber que
ao variar o parametro ¢, em nada altera a
curvatura, assim, o aluno chega a concluséo da
segunda pergunta dessa situacdo didatica ou o
aluno pode recorrer a formula algébrica

ot " " !
k() = XWX 0 x OV Ol gpeenvando que
(' ®) +(' )"
k(t) S — 50U seja, a curvatura
(\/1+(2ax+b)2)

independe do pardmetro c.

Finalizaremos 0 nosso estudo com uma
situacédo didatica, que instigue a criatividade dos
alunos, e os incentive a pratica da pesquisa.

Situacdo (V): Tome duas curvas planas
arbitrérias e utilize o softwareGeogebra em
sintonia com TCP para a andlise da relacdo
entre essas curvas.

Veja que, ao propor essa atividade, os
alunos exercem a pratica da pesquisa €
determinam curvas no RZpor exemplo
hipérbole, catendria, e calculam a respectiva
curvatura. Além disso, observam através da
visualizacdo e dos valores obtidos, a relagdo de
congruéncia dessas curvas, € c€aso sejam,
mostram o movimento rigido que possibilita que
as curvas permanegam na mesma posi¢do. Essa
Gltima  situacdo  didatica, possibilita a
oportunidade de varias respostas diferentes, e
posteriormente o docente ainda pode propor
uma dindmica para a troca de experiéncias entre
os alunos.

Note que, essas situacBes didaticas
possuem solucbes de natureza algébrica,
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podendo ser solucionadas através de algoritmos
mecanizados, no entanto, sem a visualizacdo
geométrica o conteldo se torna abstrato,
predominando uma concep¢do limitada, sem
estimulo a criatividade do aluno,
comprometendo a aprendizagem do conteldo.

Consideragdes Finais

Em vista dos argumentos apresentados,
conclui-se que o meio académico propende a
privilegiar o caréacter algoritmizado do contelido
matematico, entretanto ao longo do artigo
evidenciamos a importdncia da descricdo
grafico-geométrica vinculada, assentindo com
ALVES (2014, p.163) que defende que essa
visualizacdo tem papel fundamental para a
compreensdo do comportamento dotrago da
curva, do ponto de vista cinematico e dinamico.

Prosseguimos abordando a descri¢do das
fases inicias previstas pela Engenharia Didatica
e a producdo de sequéncias de ensino
envolvendo o TCP, como uma engenharia de
formacdo elaborando mddulos  dindmicos
referidos ao longo deste trabalho baseados no
publico-alvo a que se destinam, professores do
IFCE. Procurou-se que as situagbes didéaticas
tivessem uma linguagem clara, acessivel
semtirar o0 rigor teérico exigido, através das
andlises a priori e posteriori com construcfes
de situacBes, que exploram a tecnologia, em
nosso caso do Geogebra. O uso desse software
possibilitou a descricdo de situagBes-problema,
condicionados pela visualizagdo, com origem na
percepgéo (ALVES,
2011;2012;2013;20144a;2014b). Além disso, as
figuras construidas foram relacionadas com
cada cenario de aprendizagem, promovendo a
validade do TCP.

Esse destaque dado a visualizacdo,
entretanto, viabilizou em nosso caso 0 uso
datecnologiaconstituindo, de maneira geral, o
esforgo isolado, que influencia ainda de modo
timido o ensino naacademia, “acentuadamente
formal” (ARTIGUE, p.119, 2003). Com efeito,
0 que assinalamos naandlise de livros, sob uma
natureza particular, é alertado, de modo amplo,
por ARTIGUE (1995)quando adverte que “o
ensino tradicional se centra no funcionamento
do quadro algébrico” junto a metodologia que
adotamos, pode ser compreendida como “uma
teoria de controle das relagcBes entre
significado” (ARTIGUE, 1995).

Por fim, grande parte dos livros de
Geometria Diferencial consultados possui
algumasdécadas de lancamento, reedicbes e
reimpressdes. O docente deve ficar vigilante,

quanto ao“envelhecimento das situacdes”
(BROUSSEAU, p.277, 1986) propostas nesses
compéndios. A“reproducdo/replicagdo”
(GONZALEZ-MARTIN, p.121,2005)
automatica dessas situacfes, para publicos
diferentes, pode proporcionar entraves as
adaptagdes e transposicoes didaticasnecessarias,
pois, ndo se pode prever 0s mesmos resultados,
para publicos distintos em ocasifes Unicas,
embora possa parecer a mesma. Nesse sentido, a
tecnologiaimpulsiona modifica¢Oes e
reformulacfes periddicas nas sequéncias de
ensino com esse tema.Na proposta de nossa
abordagem, ndo buscamos indicar um caminho
“melhor” para atransposi¢do, demarcando com
isto que, a outra forma demediagdo tradicional
(sem a exploracdo da tecnologia), seja entendida
como “pior”.0O que buscamos ¢ indicar formas
diferenciadas e distintas, das atuais propostas
nos livros de Geometria Diferencial e que,em
maior ou menor grau, influenciam as
concepgdes e O pensamento  matematico
dosalunos, professores e  matematicos
profissionais, que atuam em nossas academias.
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