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ATIVIDADES DE TRATAMENTO E CONVERSAO EM OPERACOES COM VETORES
POR ESTUDANTES DE ENGENHARIA: DIFICULDADES IDENTIFICADAS

Treatment and conversion activities in operations with vectors by engineering
students: Identified difficulties

Resumo

O presente artigo traz a ampliagao dos re-
sultados da pesquisa desenvolvida no Mestrado
da primeira autora, com orientagdo da segunda.
Nesta produgéo, nosso objetivo é discutir as ati-
vidades de conversao e tratamento realizadas por
estudantes de Engenharia a partir da proposigao
de um pré e um pés-teste, envolvendo o conceito
de vetor, considerando como fundamentagdo
tedrica a Teoria dos Registros de Representacao
Semiética de Duval (2003, 2009). Considerando
as analises realizadas, concluimos que os estu-
dantes de Engenharia apresentam dificuldades
em realizar conversoes quando um dos registros
envolvidos é o registro figural. Além disso, apre-
sentaram confusao na representagdo de vetor
no sistema cartesiano, erros de visualizagao
espacial, entre outros. Marcamos a importancia
da intervengao do professor na compreensdo do
conceito de vetor.

Palavras-chave: Conceito de Vetor. Teoria dos
Registros de Representagdo Semidtica. Estudan-
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Abstract

This paper presents an expansion of the
research results developed in the first author
Master’s degree, under the orientation of the
second one. In this production we aim to discuss

Viviane Roncaglio
Cdtia Maria Nehring

the conversion and treatment activities carried
out by engineering students, from a proposition
of a pre- and post-test, involving the Concept of
Vector. It was considered as theoretical basis the
Theory of Semiotics Representation Registers by
Duval (2003, 2009). Considering the analyses we
conclude that Engineering students have some
difficulties in performing conversions when one
of the records involved is the figural record. In
addition, they presented confusion in the vec-
tor representation in the Cartesian system and
spatial visualization errors, among others. We
emphasize the importance of intervention from a
professor, based on activities that prioritize treat-
ment and conversion activities, making possible
the elaboration of the vector concept.

Keywords: Vector Concept. Theory of Semiotic
Representation Registers. Engineering students.

Introducgao

A partir do entendimento de documentos
oficiais que orientam o curriculo e o ensino de
Matematica para a Educagao Bésica (PCNEE PC-
NEM, PCNEM+, OCEM),! constata-se que essa
disciplina é parte fundamental do conhecimento

! Parametros Curriculares Nacionais para Ensino Funda-
mental — PCNEF (BRASIL, 1998), Parametros Curriculares
Nacionais para o Ensino Médio — PCNEM (BRASIL, 1999),
Parametros Curriculares Nacionais para Ensino Médio+ —
PCNEM+ (BRASIL, 2002a), Orientacdes Curriculares para
0 Ensino Médio — OCEM (BRASIL, 2006).
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humano e essencial para a formagao dos sujeitos,
pois contribui para a construgdo de uma visao
de mundo, isto é, para ler e interpretar a reali-
dade. A partir desse pressuposto, o ensino e o
aprendizado da Matemaética sdo de fundamental
importdncia nos diferentes niveis? da educagao
nacional. Em cursos do Ensino Superior, a Mate-
matica é uma area e ou disciplina que contribui
no processo de formagao académica profissional
dos sujeitos, pelo fato de ser um instrumento
e/ou uma linguagem para expressar diferentes
situagdes e contextos.

Em cursos de Engenharia,® utilizam-se
diferentes conceitos matematicos na formagéo do
profissional, o que pode ser observado ao analisar
suas Diretrizes Curriculares. Vale destacar que
essas Diretrizes Curriculares sao as orientagoes
para organizacao dos projetos pedagégicos dos
cursos de graduagao. De acordo com esse do-
cumento,

O Curso de Graduacao em En-
genharia tem como perfil do for-
mando egresso/ profissional o
engenheiro, com formagao genera-
lista, humanista, critica e reflexiva,
capacitado a absorver e desenvolver
novas tecnologias, estimulando
a sua atuacao critica e criativa na
identificagao e resolugao de pro-
blemas, considerando seus aspectos
politicos, econdmicos, sociais, am-
bientais e culturais, com visdo ética
e humanistica, em atendimento as
demandas da sociedade. (BRASIL,
2002, p.1)

2 Os niveis de ensino no Brasil, de acordo com a Lei de
Diretrizes e Bases da Educagao Nacional 9.394/96 (LDBEN),
sao apresentados a partir da Educacao Basica (a qual abran-
ge a Educacao Infantil, o Ensino Fundamental e o Ensino
Médio) e o Ensino Superior. Ainda de acordo com a LDBEN
(Titulo V, Capitulo I, Secdo I, art. 22), a Educacao Bésica tem
por finalidade desenvolver o educando, assegurando-lhe a
formagao comum indispensavel para o pleno exercicio da
cidadania e fornecer os meios para progredir no trabalho e
em estudos posteriores. O Ensino Superior, de acordo com
a LDBEN (Titulo V, Capitulo IV, Secao V, art. 43), tem, entre
outras, a finalidade de formar diplomados nas diferentes
areas de conhecimento, aptos para a insercdo em setores
profissionais e participagao no desenvolvimento da sociedade
brasileira, colaborando na sua formacao continua.

% Foco desta pesquisa, considerando, principalmente, as En-
genharias tradicionais, ou seja, Engenharia Civil, Engenharia
Elétrica e Engenharia Mecanica.

Nesse contexto, para que os cursos de En-
genharia consigam formar profissionais com esse
perfil, é necessario que oferegam condigoes para
o desenvolvimento de diversas competéncias e
habilidades, tais como:

I. aplicar conhecimentos matema-
ticos, cientificos, tecnolégicos e
instrumentais a Engenharia;

II. projetar e conduzir experimen-
tos e interpretar resultados;

[...]

I11. identificar, formular e resolver
problemas de Engenharia;

IV. desenvolver e/ou utilizar novas
ferramentas e técnicas; [...] (BRA-
SIL, 2002, p.1, grifos nossos)

Ao analisar as competéncias e habilidades
apresentadas nas Diretrizes Curriculares para a
formagao profissional do engenheiro, destaca-
mos quatro que tém relagao direta com a Mate-
matica, o que marca a importancia do ensino e
aprendizado dos conceitos matematicos para os
estudantes de Engenharia.

Considerando essas habilidades, os cur-
riculos de Engenharia apresentam disciplinas
Matematicas que exploram conceitos fundamen-
tais necessarios a formacgao do engenheiro. Um
desses conceitos, trabalhados em praticamente
todos os cursos de Engenharia, é o de vetor,
estudado nos primeiros semestres do curso. Na
maioria das vezes, é trabalhado na disciplina de
Geometria Analitica e Vetores (GAV) ou na de
Algebra Linear. Em nossa pesquisa, o conceito
de vetor foi trabalhado na disciplina de GAV. O
conceito basico na disciplina é vetor, seu enten-
dimento, suas operagoes e sua relagdo com outras
disciplinas no decorrer do curso.

Vetor é um conceito essencial na formagao
profissional do engenheiro.* Na Engenharia Civil,
depara-se com situagoes como dimensionamen-
to de vigas e treligas, elevadores, guindastes,
carregamentos, reagdes de apoio, nas quais
existem forgas envolvidas e também envolvem
grandezas vetoriais. Na Engenharia Elétrica, o
vetor é utilizado para determinar a existéncia de
campo elétrico. E, na Engenharia Mecanica, os

* Sempre que falarmos de engenheiro ou Engenharia a partir
de agora, estaremos considerando os cursos de Engenharia
Civil, Elétrica e Mecanica.
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conceitos basicos envolvidos sdo espago, tempo,
massa e forca.

Mas pesquisas apontam diferentes di-
ficuldades no enfrentamento desse conceito
(CASTRO, 2001; KARRER; BARREIRO, 2009;
RONCAGLIO; NEHRING, 2014; RONCAGLIO,
2015). Algumas dessas pesquisas apontam que
as disciplinas de GAV e Algebra Linear sdo
responsaveis, juntamente com as disciplinas de
célculo, pelo alto indice de reprovagao e desis-
téncia dos estudantes ao longo do curso de En-
genharia. Também indicam a grande dificuldade
que os estudantes possuem em relagdo a essas
disciplinas, mais especificamente em relagao ao
conceito de vetor. Acreditamos que, para haver
possibilidade de apropriagao do significado do
conceito de vetor pelo académico, tratamentos
considerando o campo da geometria e o da élge-
bra sdo fundamentais. Nessas tratativas, outros
conceitos sdo determinantes e constitutivos de
sua significacgao, entre os quais destacamos: a
relagdo de equivaléncia, segmentos orientados
e classe de equipoléncia, questao ainda pouco
explorada nas pesquisas e na propria pratica
dos professores.

De acordo com Mota e Marrocos (2014,
p-16), a compreensao de relagdo de equivaléncia
é fundamental na construgdo de objetos geomé-
tricos. A construgdo de uma relagao de equiva-
léncia em um conjunto, para os referidos autores,
tem como principal objetivo o agrupamento em
classes de elementos que tém as mesmas caracte-
risticas escolhidas a priori, de tal forma que cada
uma das classes seja representada por um de seus
elementos. Esses autores apresentam a seguinte
definigéo para a relagdo de equivaléncia:

Seja A um conjunto, uma relacdo ~
em A é uma relagao de equivaléncia
de gozadas propriedades:
Reflexiva Para todo a € A, o ~ «;
Simétrica Se a ~ b, entaob ~ «;
Transitiva Se « ~ b e b ~ ¢, entao
a ~ c¢. (MOTA; MARROCOS, 2014,
p-16)

Como propriedade, a reflexividade tem a
finalidade de garantir que a classe de equivalén-
cia de cada um dos elementos do conjunto é nao
vazia, e a simetria e a transitividade de garantir
que as classes ou sdo iguais ou disjuntas. Para
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Mota e Marrocos, “Isso é suficiente para garantir
que cada elemento de uma classe a determine”
(2014, p.17).

Quanto a segmento orientado, baseado
em Mota e Marrocos (2014), definimos como um
segmento para o qual se determinou uma ordem
para as suas extremidades. Se A e B sdo pontos que
determinam um segmento e forem mencionados em
uma ordem de tal forma que um deles seja o ponto
inicial do segmento e o outro o ponto terminal do
segmento, entao o referido segmento esta orientado.
Dessa forma, os segmentos orientados possuem,
assim, caracteristicas especificas, tais como: compri-
mento, diregao e sentido. No conjunto de todos os
segmentos orientados no espago, é possivel identi-
ficar aqueles de mesmo comprimento, de direcéo e
de sentido. Nestes, ha uma relacao de equivaléncia
que preserva as propriedades: reflexividade, comu-
tatividade e transitividade.

A classe de equivaléncia do segmen-
to orientado AB, isto é, o conjunto
formado por todos os segmentos
orientados equipolentes a AB, sera
indicada por AB. Os elementos de
uma classe de equivaléncia sdo
chamados representantes da classe,
assim, o segmento orientado AB é
um representante de AB. Uma pro-
priedade importante da classe de
equivaléncia, [...], ¢ que duas classes
de equivaléncia sdo iguais ou nao se
interceptam. Assim, AB = CD se e
somente se AB é equipolente a CD.
(MOTA; MARROCOS, 2014, p.17)

Mota e Marrocos (2014) definem, entéo,
o vetor como cada classe de equivaléncia de-
terminada pela relagdo de equipoléncia, mar-
cando a importancia de explorar as relagoes de
equivaléncia e equipoléncia no trabalho com o
conceito de vetor.

Levando em consideragao a importancia
do conceito de vetor para os estudantes de Enge-
nharia, desenvolvemos um pré e pés-teste, per-
meado por atividades realizadas pela professora
responsavel pela disciplina, com o objetivo de
analisar a capacidade dos estudantes em realizar
atividades de conversao entre os registros figurais
e da lingua natural e/ou simbdlica envolvendo o
conceito de vetor. A problematizagdo que norteia
esse recorte da pesquisa é: quais as atividades de
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conversao e tratamento realizadas por estudan-
tes de Engenharia na perspectiva de apreensao
conceitual do conceito de vetor? Essas atividades
indicam a compreensao conceitual?

Registros de representacao e o conceito
de vetor

A Teoria dos Registros de Representagdo
Semiética,® desenvolvida por Duval (2003), tem
sido utilizada, principalmente, em pesquisas que
visam a aquisigcdo de conhecimento e a organi-
zagdo de situacoes de aprendizagem. Segundo
Castro (2001), essa teoria é uma rica contribui-
¢ao as pesquisas em Educacao Matematica, que
tratam de aspectos do funcionamento cognitivo
relacionados a aquisigcdo de conhecimento.

As Representacoes Semioticas “sdo produ-
¢oes constituidas pelo emprego de signos perten-
centes a um sistema de representacéo, os quais
tém suas dificuldades préprias de significado e
de funcionamento” (DUVAL, 1993, apud DAMM,
2012, p.176). Para o autor, um mesmo objeto ma-
tematico pode ser representado de varias formas,
ou por meio de varios sistemas. Por exemplo,
uma funcgéo linear pode ser representada por uma
expressao algébrica, por um grafico ou mesmo
por uma tabela. A comunicagdo em Matemaética
ocorre por meio de representagdes semidticas.
Desse modo, é imprescindivel que, ao aprendé-
la, os estudantes ndao confundam os objetos e
suas respectivas representacoes semioéticas, pois
uma coisa é o objeto matemaético, outra é a sua
representacdo. Nessa drea de conhecimento, elas
sdo utilizadas como suporte tanto para fins de
comunicagdo como também para o desenvolvi-
mento da prépria atividade matemaética.

Desse modo, a partir dos RRS é possivel
que os sujeitos elaborem a construgdo do seu
conhecimento, uma vez que eles possibilitam
o desenvolvimento de fungbes cognitivas es-
senciais ao pensamento humano. A importan-
cia primordial dos RRS deve-se a duas razoes
fundamentais:

[...] Primeiramente, h4 o fato de
que as possibilidades de tratamento
matematico — por exemplo, as ope-

5 A partir deste momento, passaremos a designar por RRS
os Registros de Representacao Semiotica.

ragoes de calculo — dependem do
sistema de representacao utilizado.
[...] A seguir, hd o fato de que os
objetos matematicos, comegando
pelos ntimeros, ndo sdo objetos
diretamente perceptiveis ou obser-
véveis com a ajuda de instrumentos.
(DUVAL, 2003, p.13-14)

A Teoria dos RRS considera a mobilizagao
de uma grande variedade de representagoes:
sistemas de numeracio, figuras geométricas,
escritas algébricas e formais, representagoes
graficas e lingua natural. Nesse sentido, Duval
(2003, p.14) enfatiza que “[...] a originalidade
da atividade Matematica estd na mobilizagao
simultdnea de ao menos dois registros de repre-
sentagdo ao mesmo tempo, ou na possibilidade
de trocar, a todo momento, de registro de repre-
sentagdo”. Damm, (2012) complementa que a
apreensao conceitual dos objetos matematicos
pelo individuo que aprende somente é possivel
a partir da coordenagao de diferentes registros
de representacao.

A compreenséo da variedade de registros de
representacgao utilizados em Matematica determina
o0 seu ensino e sua aprendizagem. De acordo com
Duval (2009), a aprendizagem de conceitos mate-
maticos constitui um campo de estudo privilegiado
para anélise de atividades cognitivas fundamentais,
como a conceitualizacao, o raciocinio, a resolucao
de problemas, e mesmo a compreensio de textos.
Essas atividades cognitivas requerem a utilizagao
de sistemas de expresséo e de representagdo que
vao além da linguagem natural ou das imagens,
ou seja: sistemas variados de escrituras para os
numeros, notagoes simbélicas para os objetos, es-
crituras algébricas e légicas que adquirem o status
de linguagem, figuras geométricas, representagoes
em perspectiva, graficos cartesianos, redes, diagra-
mas, esquemas, etc.

Para analisar a atividade Matematica numa
perspectiva de ensino e de aprendizagem, Duval
(2003) afirma ser necessaria uma abordagem
cognitiva sobre os dois tipos de transformagoes
de representagoes, consideradas fundamentais
para esta analise: os tratamentos e as conver-
soes de registros de representagoes semidticas.
Por meio deles, é possivel analisar as atividades
Matematicas desenvolvidas pelos estudantes
em uma situacao de ensino. Duval (2003, p.16)
define os tratamentos como sendo
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[...] transformagbes de representagoes
dentro de um mesmo registro: por
exemplo, efetuar um calculo ficando
estritamente no mesmo sistema de
escrita ou de representagao dos na-
meros; resolver uma equagao ou um
sistema de equagOes; completar uma
figura segundo critérios de conexida-
de e de simetria. [...] As conversoes
sao transformagoes de representagoes
que consistem em mudar de registro
conservando os mesmos objetos
denotados; por exemplo, passar da
escrita algébrica de uma equagéo a
sua representacao grafica.

Duval (2003, p.21) complementa esta
discussao, apontando que

Numerosas observagdes nos permi-
tiram colocar em evidéncia que os
fracassos ou os bloqueios dos alu-
nos, nos diferentes niveis de ensino,
aumentam consideravelmente cada
vez que uma mudanga de registro
é necessaria ou que a mobilizagdo
simultanea de dois registros é re-
querida. No caso de as conversoes
requeridas serem nao congruentes,
essas dificuldades e/ou bloqueios
sao mais fortes.

Damm (2012, p.182) destaca que a con-
versao exige do sujeito o estabelecimento da
diferenca entre o significado e o significante.

No ensino de Matemadtica, o pro-
blema se estabelece, justamente,
porque sé se levam em conside-
ragao as atividades cognitivas de
formagao de representacoes e os
tratamentos necessarios em cada
representacao. No entanto, o que
garante a apreensao do objeto ma-
tematico, a conceitualizacdo, néao é
a determinacdo de representacoes
ou as varias representacoes possi-
veis de um mesmo objeto, mas sim
a coordenagao entre esses varios
registros de representacao.

A compreensao em Matematica, portanto,
implica a capacidade de os sujeitos mudarem de
registro. A dificuldade deve-se ao fato de que o
objeto representado ndo pode ser identificado
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com o contetido da representagao que o torna
acessivel. Ou seja, “o contetido de uma repre-
sentagdo depende mais do registro de represen-
tacdo do que do objeto representado” (DUVAL,
2003, p.22). Passar de um registro a outro nao é
somente mudar o modo de tratamento, é preciso
também explicar as propriedades ou os aspectos
diferentes de um mesmo objeto.

Como ja marcamos anteriormente, um
dos objetos a serem ensinados nos cursos de
Engenharia é o conceito de vetor e suas opera-
¢oes. O conceito de vetor surgiu na Mecéanica,
em 1586, com o engenheiro Simon Stiven, mais
conhecido como Arquimedes Holandés, que
apresentou o problema da composigao de forgas
e enunciou uma regra empirica para encontrar a
adigdo de duas forgas aplicadas em um mesmo
ponto (VENTURI, 1949). Essa regra é conhecida
como a Regra do Paralelogramo, a qual continua
sustentando o atual processo de ensino. O método
do paralelogramo ¢ utilizado para desenvolver a
representagdo geométrica da soma ou subtragao
de vetores quando estes possuem a mesma origem.
Ou seja, consiste em colocar as origens de dois
vetores coincidentes e representar um paralelo-
gramo. O vetor resultante sera dado pela diagonal
do paralelogramo, cuja origem coincide com a dos
outros vetores. Castro (2001, p.12), apoiada em
Duval (1995), destaca que, em Matemética,

[...] as representacoes semidticas nao
sao indispensaveis apenas para fins
de comunicagao, elas sao necessarias
ao desenvolvimento da prépria ati-
vidade matematica. De fato, a possi-
bilidade de realizar tratamentos nos
objetos matematicos depende dire-
tamente do sistema de representacao
semidtico utilizado. Os tratamentos
matematicos nao podem ser efetu-
ados independentemente de um
sistema semi6tico de representacao.
[...] A utilizacao de representagoes
semibticas parece primordial para
a atividade matemaética e parece ser
intrinseca a ela.

Damm (2012, p.175) reforga que “[...] o
ensino/aprendizagem de qualquer conhecimento
esta estreitamente vinculado & compreenséao de
diferentes registros de representacdo”. E con-
tinua: “[...] sem as representagoes semiéticas,
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torna-se impossivel a construgdo do conheci-
mento pelo sujeito que apreende” (p.177). Desse
modo, dada a natureza néo real dos objetos ma-
tematicos, os registros de representagao semio-
tica possibilitam o acesso a esses objetos. Duval
(2003) aponta para trés tipos de RRS: o registro
figural, o simbélico e o da lingua natural, cujas
representagoes apresentam dois aspectos: a for-
ma (representante) e o contetido (representado).
De acordo com Castro (2001, p.13),

Um vetor v pode ser representado
pelos trés tipos de registros, indica-
dos por Duval. No simbélico através
de n-uplas, ou como combinagoes
lineares de vetores em relacao a
uma base fixada. No figural, por
uma flecha, registro de um repre-
sentante da classe de equipoléncia
de v. E, na linguagem natural,
“vetor”. (CASTRO, 2001, p.13)

Com base em Castro (2001) e Duval (2003),
apresentam-se os RRS utilizados nesta pesquisa.
A representagdo do vetor pode ser realizada a
partir de diferentes registros, isto é, no plano e
no espago, mas sempre por meio dos RRS.

Grafico 1 — Tipos de RRS do vetor.

Registro
Simbélico

Representacio Representacio
Griafica da n-uplas

Representaciao

Representacio | das
Geométrica Combinacdes
Lineares

Registro da
Lingua
Natural

__| Representaciao
Numérica

e —

|| Representacio
Algébrica

\ )

Fonte: a pesquisa.

O RS Figural considera as representagoes
graficas cartesianas (ou no plano cartesiano) e a
sua representacao geométrica. O registro figural
de um vetor é representado por uma flecha, desde
que o vetor nao seja nulo. O RS Simbélico possui

as seguintes representagoes: a Representagao da
n-uplas — expressa em forma de par ordenado e
ternas; a Representagdo das Combinacoes Linea-
res — expressa a partir da adigdo entre os vetores
unitarios da base candnica; a Representagao
Algébrica — expressa em forma de expressdo e/
ou equacao algébrica, ou, ainda, em forma _dg
identificagdo de um vetor, como por exemplo 4B,
x, u, v; e a Representacao Numérica — expressa
em forma de valores numéricos. A representagao
de um vetor no registro simbélico, considerando
a representacao da n-uplas, é dada a partir de
combinagoes lineares, da seguinte forma: con-
s}derando _0s vetores da base candnica® do R?,
i =(1,0) e j =(0,1), qualquer vetor do plano pode
ser escrito como combinagao dos vetores i e ;.
O RS da Lingua Natural é utilizado para
descrever situagoes mateméaticas na forma de
definigao, argumentagao, associagoes verbais ou
enunciados. Esse tipo de registro é encontrado
em livros, tanto nas defini¢ées, na descrigao da
resolugao de questées, em teoremas, proprie-
dades de conceitos, como nos enunciados de
questoes — situagoes problema e/ou exercicios.

Procedimentos metodolégicos

Os procedimentos metodoldgicos utili-
zados sao caracterizados como quantitativos e
configuram-se como um estudo de caso, a partir
da analise dos registros produzidos por um gru-
po de académicos de cursos de Engenharia. O
ambiente desta pesquisa sao aulas da disciplina
de GAV, ministradas por uma professora de Ma-
tematica, em uma turma envolvendo os cursos
de Engenharia Elétrica, Civil e Mecanica. A pro-
dugao dos dados ocorreu no primeiro semestre
de 2014, no decorrer do desenvolvimento da
disciplina de GAV. A aula nao foi preparada para
a pesquisa, ela foi pesquisada, considerando os
registros produzidos pelos estudantes a partir do
encaminhamento da professora responsavel pela
disciplina. O grupo era constituido por 34 estu-

¢ Existem, naturalmente, infinitas bases ortonormais no
plano xOy. Uma delas, porém, é particularmente importante.
Trata-se da base formada pelos vetores representados por
segmentos orientados com origem em O e extremidade nos
pontos (1, 0) e (0, 1). Estes vetores sao simbolizados com i
e 7 e a base {?,7‘} é chamada de canoénica (STEINBRUCH;
WINTERLE, 1987, p.18).
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dantes. Esses estudantes, a partir da participagao
no pré-teste, foram nomeados de E1 até E34.

Os instrumentos analisados neste artigo
sdo o pré-teste e o pds-teste, o qual foi baseado
na pesquisa de Castro (2001). O pré-teste teve
por objetivo analisar o conhecimento que os
estudantes possuiam em relagao ao conceito de
vetor, ou seja, definir o nivel de apreensao con-
ceitual dos estudantes no inicio da disciplina.
Este foi aplicado no primeiro dia de aula, ou seja,
18 de fevereiro de 2014, a partir da explicacgao
da professora da disciplina GAV. O pds-teste,
por sua vez, teve por objetivo analisar o que os
estudantes compreenderam do conceito de vetor
e suas operagoes apds a intervengao da professo-
ra. Este foi aplicado na aula anterior a primeira
avaliacao, no dia 1° de abril de 2014.

O pré e o pos-teste foram organizados em
dois blocos, sendo o primeiro, intitulado Dife-
rentes Representagoes, foi organizado a partir

EDUCACAO MATEMATICA EM REVISTA - RS

de sete exercicios. Devido, porém, a um erro na
redagdo do enunciado trés, este foi desconsidera-
do na andlise, sendo analisados somente os seis
exercicios. O objetivo desse primeiro bloco foi
analisar a capacidade dos estudantes em realizar
atividades de conversao entre os registros figural
e da lingua natural e/ou simbdlica. O segundo
bloco, intitulado Enfase na Representagao Gra-
fica, que envolveu cinco exercicios, teve por
objetivo analisar a capacidade dos estudantes em
relacionar coordenadas de um ponto e de um ve-
tor no espago, ou seja, realizar conversoes entre
os registros figural e simbélico na representagao
de n-uplas. Apresentamos abaixo a descrigdo de
cada exercicio e o que se espera alcangar em ter-
mos de procedimentos dos estudantes. O Quadro
1 apresenta os exercicios referentes ao primeiro
item do pré-teste e do pds-teste.

O Quadro 2, a seguir, apresenta os exer-
cicios referentes ao segundo bloco, do pré e do

pos-teste.

Quadro 1 — Questdes referentes ao primeiro item do pré e pds-teste.

Exercicio 1

O Exercicio 1, letra A, do teste, é formado por trés questoes, a, b e ¢, as quais exigem a mobilizagao da soma, subtragao e a
multiplicagdo de um vetor por um escalar. Os vetores possuem coordenadas bidimensionais, x e y, no plano. Além disso, o
resultado das operagoes é um vetor. Nesse exercicio, os registros de partida e de chegada sao registros simbélicos, nao sendo
necesséria a atividade de conversdo, apenas tratamento interno ao registro simbélico. Sao dados dois registros de partida, o
registro simbdlico, na representagao das combinagoes lineares e das n-uplas e, de chegada, a representacao das n-uplas.

O Exercicio 1, letra B, é formado por trés questdes, a, b e ¢, as quais envolvem a soma e a subtragao de vetor e a multiplicagao de
um vetor por um escalar. Nessa questdo, os vetores possuem coordenadas tridimensionais X, y e z, sendo o resultado um vetor.

Exercicio 2

O Exercicio 2, é formado por quatro questdes, a, b, ¢ e d, nas quais se exige a mobilizagido da soma e da subtragao de vetor
e a multiplicagdo de um vetor por um escalar, na representagao geométrica. Para resolver essas questoes, os estudantes
precisam considerar, em especial, a regra do paralelogramo, pois a origem dos vetores é a mesma. £ necessério realizar
atividade de conversao entre os registros de partida, simbélico e figural, e o registro de chegada, o registro figural.

Exercicio 4 R

O Exercicio 4, letra A, é formado por @aﬁ questoes, a e b, nas quais os estudantes devem apresentar o vetor u como
combinacgao linear da base canénica (i, j, k), sendo necessario expressa-lo através da soma de multiplos de seus vetores.
Nesse exercicio, os registros simbdlicos envolvidos sdo as representagoes das n-uplas e das combinagdes lineares, nao
sendo necessaria atividade de conversao, apenas tratamentos internos. O registro de representagao simbélico de partida é
a representacao das n-uplas e o de chegada o das combinacoes lineares. .

O Exercicio 4, letra B, formado por duas questoes, a e b, apresenta vetores como combinagao linear da base (i, j, k). Pede-
se que se apresentem os vetores como coordenadas em relagdo a essa base.

Exercicio 5 _

O Exercicio 5 apresenta duas questées, a e b, considerando como “referéncia” o vetor u de coordenadas, u = (2,4,8). Na
primeira questao, pede-se para encontrar outro vetor que possua o dobro do comprimento e o mesmo sentido do vetor
dado. Na segunda questdo, pede-se para encontrar um vetor que tenha a metade do comprimento e o sentido contrario
do vetor dado. Nesse exercicio, sdo dados dois registros de partida, o registro da lingua natural e o registro simbdlico e de
chegada, o registro simbdlico (representagao da n-uplas), exigindo atividade de conversao e tratamento.

Exercicio 6

O Exercicio 6 é apresentado por trés questdes, a, b e ¢, todas a partir do registro figural na representacdo geométrica. &
solicitado que os estudantes desenvolvam as operagoes de adigdo e subtragdo de vetores por meio de sua representagao
geométrica. Para tanto, eles devem utilizar a regra do paralelogramo. Nesse exercicio, sdo apresentados dois registros de
partida, o registro da lingua natural e o registro figural e, de chegada, o registro figural.

Fonte: a pesquisa.
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Quadro 2 — Questodes referentes ao segundo item do pré e do pds-teste.

Exercicio 1

O Exercicio 1 apresenta quatro questdes, A, B, C e D. Na questao A, solicita-se que o estudante identifique as coordenadas
de pontos considerando o sistema de coordenadas, x, y e z. Na questdo B, sdo dadas as coordenadas e pede-se que o
estudante as represente no sistema de coordenadas x, y e z. Na questao C, sdo representados os vetores, no sistema de
coordenadas X, y e z, e pede-se que sejam encontradas as coordenadas desses vetores. Ja na questdo D, sdo dados os
vetores no registro simbdlico e solicita-se o registro figural na representagio gréfica. Nesse exercicio, o estudante precisa
realizar a conversdo entre os registros figural e simboélico, tendo como registro de partida o registro figural e o de chegada
o simbdlico (considerando a representagdo das n-uplas).

Exercicio 2

O Exercicio 2 é formado por quatro questoes, A, B, C e D. Na questdao A, solicita-se que o estudante identifique as
coordenadas de pontos representados considerando o sistema de coordenadas, x, y e z. Na questdo B, sdo dadas as
coordenadas e solicita-se que sejam representadas no sistema de coordenadas x, y e z. Na questao C, sdo representados
vetores, no sistema de coordenadas X, y e z, e solicita-se que se determinem as coordenadas desses vetores. Ja na questao
D, sdo fornecidos os vetores na representagdo das n-uplas e solicita-se sua representagdo grafica. Nesse exercicio, o
estudante precisa realizar conversoes entre os registros figural e simbdlico (n-uplas).

Exercicio 3

No Exercicio 3, solicita-se que sejam representados os pontos no sistema de coordenadas X, y e z. Apds a representagao
desses pontos, solicita-se a construgao de um paralelepipedo, considerando esses pontos como vértices do poligono. Para
finalizar, pede-se que represente um tltimo ponto, o ponto T. Nesse exercicio, os estudantes precisam realizar conversoes
entre os registros simbdlico e figural, sendo o registro de partida o registro simbdlico (n-uplas) e o de chegada o registro
figural (grafico).

Exercicio 4

No Exercicio 4, o estudante é orientado a marcar um ponto, o ponto Q, no sistema de coordenadas. Marcar um segundo
ponto, a partir da construcao de uma reta paralela ao eixo OZ. Apés a marcagao dos pontos, o estudante é questionado
sobre eles, devendo responder considerando os passos utilizados para a marcagdo dos pontos no sistema de eixos
apresentado. Nesse exercicio, sdo apresentados dois registros de partida e dois registros de chegada. De partida, o
registro de representagao da lingua natural e o registro simbélico (representagao n-uplas) e, de chegada, o registro figural
(representacao grafica) e o registro da lingua natural, necessitando realizar atividade de conversao.

Exercicio 5

O Exercicio 5 é composto por duas questoes, A e B, e consiste na localizagao e na representacao de vetores no sistema
de coordenadas x, y e z. Nesse exercicio, os estudantes precisam realizar conversoes entre os registros figural (gréafico) e
simbdlico (n-uplas).

Fonte: a pesquisa.

A forma de apresentar os dados foi a
seguinte: explicitar o sentido da conversao e a
atividade de tratamento realizada pelo grupo de
estudantes. A anélise considerou se os procedi-
mentos realizados estavam: C — Correto; E — Er-
rado; B — Branco (ou seja, ndo foram realizados).
No item sentido da conversdo e atividade de
tratamento, utilizaram-se abreviagbes como:

* RLN - Registro de Representagédo da Lin-
gua Natural
* RRF - Registro de Representacao Figural:

- RG - Representagio Grafica;

- RGe - Representacao Geométrica.

*  RRS-Registrode Representagao Simbdlica:

- RNU - Representagdo da n-uplas;

- RCL - Representacao das Combina-

¢Oes Lineares;

- RA — Representagdo Algébrica;

- RN - Representacdo Numeérica.

Discussao dos dados produzidos: busca
de entendimentos

O Gréfico 2 e 3 apresentam a comparagao
dos resultados dos estudantes, considerando
os procedimentos de tratamento ou conversio
Corretos (C), Errados (E), Brancos (B) do pré e
do pos-teste referentes aos exercicios do Bloco
1 e do Bloco 2, os quais estdo organizados da
seguinte maneira: de 0%-50% consideram os
procedimentos realizados no pré-teste, e de
50%-100% sdo os dados referentes ao pds-teste.
Na linha horizontal, é apresentado o exercicio
correspondente. Essa forma de apresentagao fa-
cilita a comparagéo entre os dois instrumentos,
considerando o mesmo exercicio e parametri-
zando o nimero de estudantes que realizaram
cada um dos testes.
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Gréfico 2 — Dados referentes ao bloco 1 do pré e do pds-teste.
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Fonte: a pesquisa.

Ao analisarmos o Gréfico 2, podemos com-
preender alguns movimentos realizados pelos
estudantes em relagdo as atividades de conversao
e tratamento antes e apds a intervengao da profes-
sora. No pré-teste, chama a atengao a significativa
porcentagem de exercicios em branco, em alguns
exercicios chegando a até 94%. Ou seja, dos 34
estudantes que participaram do pré-teste, em
alguns exercicios, como 2, 4 e 6, 32 estudantes
ou deixaram em branco ou resolveram de forma
incorreta. Esse dado se concentra em exercicios
que envolviam atividade de conversao entre re-
gistros envolvendo o registro figural. O exercicio
que os estudantes mais conseguiram apresentar
procedimentos corretos, no pré-teste, foi o Exer-
cicio 1, o qual exige basicamente a atividade de
tratamento. Nas atividades de tratamento, os
estudantes ndo precisavam mudar de RRS, s6 pre-
cisavam mudar de tratamento da representacao
das combinagoes lineares para a representagao das
n-uplas. Os dados indicam que entre 35% e 41%
dos estudantes, sem contar com a intervengao da
professora, conseguiram realizar os procedimen-
tos para responder a questao. No pos-teste, apds
a intervengao da professora, apenas o Exercicio
4 teve algumas questoes em branco, num total de
9%. O restante dos exercicios todos os estudantes
tentaram resolver de alguma maneira.

Considerando o Exercicio 1 do pré e do
pos-teste, pode-se destacar o significativo papel
da intervengao do professor. A partir desta,
todos os estudantes conseguiram realizar as
atividades de tratamento corretamente, ou seja,
trabalhar no registro de representagao simbdlico,
considerando a representagdo das n-uplas e das
combinagoes lineares. O movimento exigido do
estudante era permanecer no mesmo registro de
representagdo, porém estabelecer tratamentos
diferentes. Esse dado reforca que os estudantes
apresentam menor dificuldade na realizagao de
procedimentos quando o exigido é a realizagao
de tratamentos, porém nao é qualquer tratamen-
to, como podemos observar no Exercicio 4, no
qual os estudantes apresentaram dificuldades
em realizar o tratamento entre as representagoes
das n-uplas para o das combinacdes lineares e
vice-versa.

No exercicio 4 o estudante precisava rea-
lizar tratamentos internos ao registro simbélico.
No pré-teste, nenhum estudante acertou, ape-
sar de 24% tentarem fazer. Alguns estudantes
representaram os pontos em um sistema de
coordenadas cartesianas. De forma incorreta,
alguns somaram as coordenadas do vetor e
as igualaram a um ntmero real, e outros com
procedimentos equivocados nas representagoes
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das n-uplas com os das combinagdes lineares.
Nessa questdo, o registro de partida é a repre-
sentagao das n-uplas, e o registro de chegada é
o das representagao das combinagoes lineares.
Mesmo com a intervengdo da professora, ape-
nas 12% acertaram a atividade de tratamento
quando esse era de representagdo das n-uplas
para as combinagoes lineares e 34% quando o
tratamento era das representagoes de combina-
¢oOes lineares para as n-uplas.

Pela analise dos dados, no exercicio 2b e
nos exercicios 4 e 6, sem a intervengao do pro-
fessor, houve somente procedimentos errados
ou em branco. Esse dado reforga o entendimento
de que, para as atividades de conversao, é ne-
cessdria a apreensdo conceitual, pois, nesses
exercicios, diferentemente do exercicio 1, que
envolve atividade de tratamento, é necessario
que o estudante compreenda o conceito envolvi-
do, o qual necessita da intervengéo do professor,
a partir de processos intencionais de ensino.
Além disso, no exercicio 2 b e no exercicio 6,
um dos registros envolvidos é o figural, no qual
os apresentam maior dificuldade, confirmando
o encontrado nas pesquisas de Castro (2001),

Karrer (2006), Karrer e Barreiro (2009) e Ron-
caglio e Nehring (2014).

O exercicio 2 exigia mudanca de registro,
ou seja, atividade de conversao do registro de
representagdo simbdlica e figural para o registro
de representacao figural, movimento em que os
estudantes apresentaram dificuldades, conside-
rando o percentual de respostas erradas e em
branco. Se compararmos os dados referentes a
esse exercicio no Gréfico 2, é possivel perceber
que, sem a intervengdo da professora, a maioria
dos estudantes nao fez esse exercicio, e, entre
os que tentaram fazé-lo, poucos conseguiram
respondé-lo corretamente. J4 no po6s-teste, apds
a intervencgao da professora, houve uma signifi-
cativa evolugao, pois todos os estudantes desen-
volveram o exercicio, mesmo que nem todos o
fizessem corretamente. Os 53% dos estudantes
que o realizaram de forma incorreta denotam a
dificuldade dos alunos em realizar conversoes,
principalmente quando os registros envolvidos
sdo os registros figurais. A Figura 1, a seguir,
apresenta os erros mais comuns realizados pelos
estudantes de Engenharia na conversao entre os
registros de representacao simbdlica e figural.

Figura 1 — Converséao realizada pelo E16 no p6s-teste.

Exercicio 2: Sdo dados dois vetores ¥ e W do plano. Trace o vetor % tal que:

+W b= 7 - @

a) U=7v

Fonte: a pesquisa.

Como podemos observar na Figura 1, o

ndo ha relagdo entre a algebra e a geometria, o

E16 nao considerou a regra do paralelogramo
utilizada para resolver a soma geométrica de
vetores quando estes possuem as origens co-
muns; ele apenas tragou um segmento unindo
as extremidades dos vetores, o que indica a
falta de entendimento em relagao a operacao e,
consequentemente, em relagdo a sua represen-
tacao. Esse fato pode ser desencadeado quando,
no processo de ensino, o registro figural néo é
considerado de forma efetiva, ou seja, quando

que é fundamental para que haja apropriacao do
significado do conceito de vetor e suas operagoes.
Afinal, é através dessa relagao entre a geometria
ou a representagao figural e a simbdlica que
outros conceitos importantes para a significagdo
do conceito de vetor sdo abordados, tais como: a
relacao de equivaléncia, segmentos orientados e
classe de equipoléncia.

No Exercicio 1, os estudantes conseguiram
mobilizar a atividade de tratamento do registro
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simbolico tanto no pré como no pos-teste, com a in-
tervengao da professora, tendo 100% de acerto. Isto,
porém, nao significa que os estudantes compreen-
deram a adigéo de vetores, pois, no Exercicio 2, que
explora essa operagao, exigindo a conversao entre
os registros simbodlico e figural, 76% dos estudantes
realizaram os procedimentos de adigdo de forma
incorreta, indicando uma néo apreenséo conceitual
da operacao com vetor, a partir da mobilizagao dos
registros simbdlico e figural. Os exercicios 2, 4 e
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6 apresentaram um elevado percentual de erros,
atingindo até 79%. As questdes que apresentaram
maior ntimero de erros foram aquelas que exigiam
do estudante a atividade de conversdo e, na maioria
das vezes, um dos registros envolvidos era o registro
figural. Isso significa que os estudantes nao conse-
guiram mobilizar efetivamente o conceito de vetor
e suas operagoes.

O Grafico 3 apresenta os dados referentes
aos exercicios do Bloco 2.

Gréfico 3 — Dados referentes ao bloco 2 do pré e do pés-teste.

100%

Resultados do Bloco 2 — Pré e Pos-Teste

90%
80%
70%
60%
50%
40%
30%
20%
10%

0%

v 2> ) C d > A < > > b > h]

QO 7 & ' 7 4 7 / 7/ 7.4

N\ o
& X
Q,\o" &S \0\ I ,\o'» oS L
"\ 3 0\ & < 0\ A g'\ < (.\ & 1 G\ G‘ é (,\ % («\
O 4 > 4 Q4 4 Q4 4 & & S O
*é *;é *f & *,} 4_‘ 45 & < & *é
T A 2R VU VL AR O

EC mE =B uC =E =B

Fonte: a pesquisa.

Ao analisarmos o Grafico 3, podemos
identificar que houve uma significativa evolugao
por parte dos estudantes do pré para o p6s-teste,
em termos de acertos e de tentativa de resolver
o exercicio. Apenas trés exercicios, no pos-teste,
apresentaram questdes em branco. Essa informa-
¢ao indica a fundamental importancia da agao
do professor quando os exercicios implicam

representagdo grafica, questao apontada em
outras pesquisas.

Nesse segundo bloco, os exercicios que
mais chamam a atenc¢ao em relagdo aos erros sdo
os exercicios 3, 4 e 5-a, nos quais os estudantes
precisavam fazer conversdo entre os registros
figural e o simbodlico. Os erros mais comuns en-
contrados no desenvolvimento do Exercicio 3 no
pos-teste esta representado na Figura 2, a seguir.
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Figura 2 — Conversao realizada pelo E17 no p6s-teste.

0 =(0.0.0)

M =(3.0.0)

N =(0.1.0)

P=(0.0.2)

0=(310)

R=(3.0.2)

5=(012)

Exercicio 3: Represente os seguintes pontos, no sistema de coordenadas abaixo.

Fonte: a pesquisa.

Nesse exercicio, houve 68% de erro. A
exigéncia era a atividade de conversao do re-
gistro simbélico para o figural, sendo solicitada
aos estudantes a marcagao de pontos no plano
cartesiano tridimensional. Muitos estudantes
representaram os pontos de forma incorreta, fa-
zendo confusao com a representagdo de pontos
no plano, ou seja, em duas dimensdes. Alguns
representaram o ponto e tragaram vetores, indi-
cando a falta de compreensao da identificagdo
entre grandezas — escalar e vetorial, questao
fundamental de ser compreendida para significar
o conceito de vetor. No exercicio 3, os registros
de partida eram — o registro da lingua natural e
simbolica, e o de chegada — o registro figural e da
lingua natural. Os estudantes precisavam marcar
um ponto Q em um sistema de coordenadas em
trés dimensoes (X, y, z) e, a partir deste, marcar
um outro ponto — o ponto U. Nesse exercicio,
houve muitos erros relacionados a marcagao do
ponto Q no espaco e, consequentemente, a mar-
cacao do ponto U. Além disso, houve um ntimero
expressivo de estudantes que nao resolveram
esse exercicio, tanto no pré quanto no pés-teste,
o que marcou a falta de sentido e significado em
relagdo a conversao do registro simbélico para o
figural envolvendo atividades com coordenadas

em trés dimensoes. Aqui, o percentual de erros
dos estudantes chegou a 41%.

No exercicio 5-a, a conversao era do re-
gistro figural para o simbdlico. Os estudantes
precisavam determinar as coordenadas de um
ponto que esta sendo representado num sistema
cartesiano e, na sequéncia, determinar as coorde-
nadas de um vetor com extremidade pertencente
ao ponto representado. Nesse exercicio, o ntime-
ro de erros foi significativo, atingindo um per-
centual de 38%. Além disso, muitos estudantes
deixaram esse exercicio em branco (33%). Houve
confusao por parte dos estudantes em determi-
nar a coordenada, sendo que alguns atribuiram
como resposta apenas o vetor nulo, outros ainda
atribufram valor unitario para as coordenadas,
sem considerar a representacao grafica, enquanto
outros representaram o vetor.

Esses procedimentos indicam a falta de
entendimento dos estudantes em relagédo a re-
presentagao grafica, considerando a dificuldade
nao apenas em representar graficamente, mas
também de identificar a informacgao relevante,
se esta estiver no registro figural. A Figura 3, a
seguir, apresenta um procedimento incorreto
realizado pelo estudante E21.
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Figura 3 — Conversoes realizadas pelo E21 no pds-teste.

Exercicio 5: A) No sistema Oxyz, d¢ as coordenadas dos pontos V ¢ W. Quais as

coordenadas dos vetores OV ¢ OW?
Ve (,105\ x

5’-0 y1,0)

S |

we (1.00) W,

oW = “I'\5\ " o

Fonte: a pesquisa.

Consideracoes finais

A partir da anélise dos dados produzidos,
considerando o pré e o pds-teste, concluimos que
os estudantes possuem dificuldades em realizar
atividades de conversao, em especial quando
um dos registros envolvidos é o registro figural,
sendo esse registro de partida ou de chegada, o
que reforga os dados ja encontrados por Castro
(2001). Um maior ntmero de erros foi constatado
nas questodes 2,4 e 6 dobloco 1, e 3,4 e 5 do bloco
2, que envolviam atividades de conversdao com
o registro figural, em especial quando este era o
registro de chegada. Castro (2001) apresenta os
seguintes erros tipicos dos estudantes, os quais
foram encontrados no teste diagnéstico corrobo-
rado em nossa pesquisa: visualizagao espacial e
dificuldade de representagao no registro figu-
ral; dificuldade nas representagoes do registro
simbdlico; igualdade entre vetor e nimero real;
erro de dimensao. Tais dificuldades deixam em
evidéncia a falta de sentido e significado que os
estudantes atribuem em relagdo ao conceito de
vetor e de suas operagoes.

Erros como visualizagdo espacial e dificul-
dade de representagao no registro figural foram
constatados nos exercicios 2 e 6, e dificuldade
nas representagoes do registro simbélico foi
encontrada no exercicio 4. Houve erros como
nao identificagdo na representacdo de vetor
no sistema cartesiano, com a representagao de
pontos e nao vetores ou confusdo em questoes
que solicitavam a marcagdo de pontos ou repre-
sentaram o vetor. Os problemas de converséo e

tratamento encontrados em nossa pesquisa foram
muito semelhantes aos encontrados por Castro
(2001), sendo que no pds-teste houve uma inci-
déncia um pouco menor em relagao ao pré-teste.
Esse fato marca a dificuldade dos estudantes
de Engenharia em relagdo ao aprendizado do
conceito de vetor, e essa dificuldade se mantém,
apesar de algumas pesquisas apontarem cami-
nhos que poderiam enfrentar essa situagao. Isso
indica ser necessario enfrentarmos efetivamente
como o estudante aprende o conceito de vetor,
ou seja, somente identificarmos as dificuldades
em relacdo ao RRS e suas atividades nao é mais
suficiente. E nesse sentido que estamos desen-
volvendo nova pesquisa.
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