ESTIMULANDO CULTURA GEOMETRICA PARA A ESCOLA BASICA

Resumo

O artigo procura abordar outros aspectos
de geometria além da euclidiana, buscando for-
necer alguns elementos que proporcionem uma
base cultural geométrica mais ampla ao profes-
sor que atua na escola bésica. E langado o con-
ceito de cultura, discutido por Raymond Wilder,
buscando conexdo com aquele necessario para a
geometria. No artigo séo apresentados aspectos
axiomaticos em modelos de geometrias néo
euclidianas de forma comparativa com o
euclidiano, bem como uma caracterizagéo do que
seja um sistema axiomatico e ensaiados modelos
de tais sistemas em geometrias nao euclidianas,
que podem ser enriquecedores para as ativida-
des do professor. Uma caracterizacéo de angulos
é feita com base nos modelo euclidiano e néo
euclidianos.

Palavras-chave: cultura geométrica, sistema
axiomatico, construcdes geométricas, modelos de
geometria, angulos.

1. Retomando a historia

Pode-se constatar que na antiguidade, com
a Escola Pitagérica, a idéia de nimero era utili-
zada e existia apenas para os inteiros positivos
na Grécia antiga. Havia dificuldade no tratado das
medidas e das grandezas. Com a Escola Euclidiana
as grandezas passaram a se relacionar com os
segmentos e com isto os nGmeros passaram a se
relacionar a conjuntos discretos enquanto que as
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grandezas, a conjuntos continuos. Houve uma
mudanca comportamental no tratamento mate-
matico, a saber, as grandezas sendo tratadas por
métodos geométricos.

A concepcao de resolver problemas dessa
natureza passou a ter um tratamento concomitante
com a construcao dos problemas, originando-se uma
“nova algebra”. Nessa nova lgebra, problemas que
na linguagem atual seriam expressos por ax = b,
por exemplo, ndo mais tinham apenas um signifi-
cado algébrico. Passaram a ter uma interpretagio
ou solucdo geométrica. Para tal, considera-se ax
como sendo a area de um retangulo e b como um
segmento de reta. Note-se que na igualdade ha sig-
nificados diferentes nos dois membros. Engquanto
que o primeiro termo expressa uma area, o segun-
do expressa uma medida de comprimento e as duas
grandezas, portanto, sao distintas. O problema ne-
cessita assim ter uma interpretagdo geométrica co-
erente, ou seja, encontrar a altura x de um retan-
gulo que tenha uma dimenséao conhecida “&” e cuja
area seja a mesma de outro retangulo de dimen-
sbes conhecidas “b” e “7”, para poder ser
estabelecida comparacéo entre mesmas grandezas.

Segundo Machado (2005, p.4), ao utilizar
a Histéria da Matematica, como recurso didatico
facilitador da situacdo ensino-aprendizagem, de-
verd ser privilegiada a busca do desenvolvimen-
to dos conceitos matemaéticos bem como sua evo-
lucéo ao longo de determinados periodos.

Ao recuperar a génese dos proces-
sos de descoberta em Matemadtica,
e acompanhar o fluxo dos conceitos
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e idéias ligados aos problemas que
o motivaram, o professor terd uma
visdo mais clara do desenvolvimen-
to da Matemaética, sua natureza, seu
meétodo, aspectos indispensdveis a
sua formacao.

Em geral, os cursos de geometria come-
cam com a busca de significacao da palavra geo-
metria e sua utilizacdo para medicdes de terra
pelas invasdes do rio Nilo e ndo vdo muito além
disso, por exemplo, vendo a geometria como um
corpo axiomatico. Parece ser fundamental que ao
futuro professor seja proporcionado um desen-
volvimento cultural de Matematica e, em especi-
al, de geometria a fim de que possa propiciar um
conhecimento mais amplo e mais motivador, nao
ficando na pura memorizagdo de férmulas e defi-
ni¢gdes como se percebe inclusive em cursos uni-
versitarios.

Wilder (1998) apresenta o conceito de
cultura como néo sendo um antidoto para as
doengas que atacam a Matemadtica, mas sim
como uma base para a compreensao de sua
natureza ou ainda a iluminacé@o para muitos
problemas. Segundo o autor, a cultura mate-
matica ndo resolve tais problemas, mas aponta
solugbes para os mesmos. Se a formagéo dos
futuros professores é construida, tendo por base
uma formacédo cultural a respeito do conheci-
mento, de forma consistente, ndo apenas com
reprodugdes dos mesmos, € possivel que por
algum tempo os professores e futuros profes-
sores a deixem adormecida. Entretanto, quan-
do forem atuar com seus alunos e se defronta-
rem com situacoes de ensino-aprendizagem ou
questionamentos quanto a necessidade de de-
senvolvimentos de determinados contetdos,
estardo aptos a recorrer aos conhecimentos
adormecidos e promover discussdes relevan-
tes para a formagao dos mesmos, talvez até des-
pertando o interesse por novas aprendizagens.
Em caso de néo terem adquirido conhecimen-
tos amplos, provavelmente serao professores
que respondem que “isto serve para um futuro
préximo (ou néo téo préximo!)”.

Ainda o mesmo autor diferencia o proces-
so cultural chinés do grego, estabelecendo que
para um historiador chinés por volta dos anos 500
d.C, os fatos matematicos eram focados em cél-
culos numéricos e na resolugéo de equagdes sem
maiores alusdes a geometria. Na histéria grega,

anos 200 d.C, a questao era inversa - por assim
dizer - o foco estava na geometria, havendo mui-
to pouca alusdo a algebra e aos calculos numéri-
cos. Em contrapartida aos dois momentos cita-
dos pelo autor, o historiador moderno estaria des-
tacando um envolvimento tanto algébrico quan-
to geométrico da Matematica.

A partir disto, pode-se buscar a formacéao
de professores que tenham em mente que a Ma-
tematica pode ser tida como uma ciéncia dinéa-
mica em constante movimentacao. No presente
artigo discute-se essa movimentacao por meio de
conceitos em modelos euclidianos e néao
euclidianos e mostra-se que a onipoténcia da
Matematica inexiste, em particular tratando-se
de um tema que mudou profundamente o conhe-
cimento da humanidade no século XIX com a
construcdo, e ndo descoberta, de mundos néao
euclidianos, deixando a exclusividade de um pen-
samento euclidiano, a exemplo do que se passou
na Fisica indo do pensamento cléassico de Newton
o Quéntico. O que se vé nos cursos universitarios
é a inexisténcia de discussoes atuais sobre o co-
nhecimento geométrico moderno, o que faz com
que o ciclo vicioso néo seja rompido, pois o for-
mador de professores néo se qualifica nesse sen-
tido e néo qualifica seus formandos para pode-
rem formar novos estudantes com novas pers-
pectivas técnicas e culturais, muito embora exis-
ta nos curriculos o que denomina Fundamentos
de Matematica, mas que se concentram num elen-
co de contetidos de forma isolados, como por
exemplo, trigonometria, andlise combinatoéria,
geometria, geometria analitica. Entende-se a
necessidade de que o futuro professor ao atuar
em geometria precisa ter um conhecimento mais
amplo dessa area.

Segundo Wilder (2005, p.14), “Se o con-
ceito de cultura nos diz algo, deveria ensinar-nos
que a primeira regra para estabelecer qualquer
teoria de Fundamentos é que esta teoria sé pode
tentar abarcar porgdes especificas do campo tal
como ele é conhecido na nossa cultura”.

O que ocorre com os fundamentos da geo-
metria é que o método dedutivo, desde os gre-
gos, lhe é associado e, quando hd a passagem
para a algebra e para os nuimeros, embora exis-
tam demonstragcoes geométricas, estas néo ficam
evidenciadas. O método axiomatico em suas ver-
tentes do formalismo, da abstragdo e da dedugéo
tem fortes ligacdes geométricas, ndo obstante se
encontre na geometria dos egipcios e babildnios
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constatacdes fundamentadas no empirismo e na
experimentacgdo, mostrando uma antecedéncia a
geometria grega.

Geometria e Logica tém forte ligagdo, sen-
do talvez o exemplo mais caracteristico de
axiomatizacdo que tem sido utilizado por pro-
fessores e estudantes, sendo o Unico, como se
isto ndo ocorresse com outros ramos da Mate-
matica como, por exemplo, a axiomatizacdo de
Peano para a construgéo do conjunto dos niime-
ros naturais, que na maioria das vezes nem se-
quer é nomeada.

A histéria aponta que Euclides definiu pon-
to e reta da seguinte forma (em linguagem atual):

- Ponto é o que néo tem partes.
- Reta é um comprimento sem medida.

A partir disso, construiu sua axiomatizagéo
usando defini¢bes e cinco axiomas. Tendo em vista
que somente com cinco axiomas é impossivel
construir a geometria, Euclides empregou outros
axiomas em suas demonstracgdes. E a partir de
Hilbert [1862-1943] que se elabora o primeiro
conjunto completo de axiomas da geometria
euclidiana. Nessa construcédo, as definicbes da-
das por Euclides para ponto, reta, plano e espa-
co, passaram a ser consideradas como elementos
primitivos ndo definidos. Em geral, por nédo ha-
ver discusséao e relagdo entre os dois aspectos de
geometria, muitos professores, livros didaticos e
autores ainda continuam utilizando defini¢bes
para os elementos primitivos e considerando que
a axiomatica em uso atualmente é aquela elabo-
rada por Euclides.

E interessante discutir sobre o que aconte-
ceu na passagem do século XIX para o século XX
para néo se pensar que houve apenas uma mudan-
ca nos rumos da geometria. O que ocorreu naquele
momento foi uma grande virada na forma do pen-
sar e agir tendo como base a Matematica e as for-
mas de encarar o conhecimento, pois até aquele
momento 0 pensamento matematico era um pen-
samento geométrico e, ainda mais, um pensamen-
to euclidiano. E ao final do século XIX que comega-
ram a acontecer congressos entre matematicos. As
discussoes e a disseminacao do conhecimento pas-
sou a acontecer. Segundo Boyer (1996, p. 147), um
marco foi o ‘Congresso Internacional de Matemati-
ca, realizado em 1893 em Chicago, seguido em 1897
pelo primeiro de uma série de congressos oficiais
de matematicos realizados a cada quatro anos,

excetuadas as interrupcdes causadas por duas guer-
ras mundiais e pela guerra “fria”.’

Como Gauss foi um dos expoentes da Ma-
temadtica em seu tempo, havia um certo pensar
de que néo haveria depois dele nenhum mate-
mético que tratasse essa ciéncia em todos os seus
campos, como pura ou aplicada. Surgiu Poincaré,
que passou a considera-la como seu dominio e
trouxe intimeras contribuigdes tanto para a Ma-
tematica quanto para a Ciéncia, em geral, em-
bora iremos nos referir apenas a sua contribui-
cao para a geometria. Por ter sido estabelecida
uma comparagao entre os dois matematicos é
importante esbocar algumas comparagdes en-
tre eles, a saber, Gauss era prodigio em calculos
0 que nao era o caso de Poincaré. O primeiro
escrevia relativamente pouco, enquanto que o
segundo escrevia e publicava mais do que qual-
quer outro matemadtico. Um ponto em comum
entre os dois € que tinham uma “forte preferén-
cia por teoremas gerais em vez de casos especi-
ficos” e ambos contribuiram para uma grande
variedade de ramos da Ciéncia.

Para nosso propésito é importante perce-
ber a importancia de Poincaré e de Riemann, que
eram hébeis no tratamento de problemas de na-
tureza topoldgica, sem se preocuparem com sua
representacao formal, no sentido classico, por
serem intuicionistas. Nesse fluxo de discussdes e
de produgbes matematicas que movimentavam
a época, surge o matemadtico alemao Hilbert
(1862-1943), que publica seu ponto de vista.

[...] que se tornou tipico de sua
obra e influéncia: caracteriza-se
por énfase em abstragdo,
aritmetiza¢do e desenvolvimento
l6gico de conceitos e teorias da
matemadtica. Hilbert expressou a
opinido de que todos os ramos da
matemadtica exigem um grau pelo
menos igual de abstragdo, desde
que se sujeite o fundamento des-
ses ramos ao mesmp estudo rigo-
roso e completo que é necessario.
Enfatizou a inter relacdo entre te-
oria dos nimeros e dlgebra, bem
como a existente entre teoria dos
numeros e teoria das fungdes como
se tornara claro durante o século
dezenove. (BOYER, 1996, p.423).

Era de se esperar uma revolugéo no pen-
sar geomeétrico e foi com Hilbert que surgiram
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“Os Fundamentos da Geometria”. Embora tratas-
se de muitos assuntos, como dito acima, buscava
concentragao em um tema de cada vez, mas pelo
propésito deste artigo cabe falar sobre seus estu-
dos e contribuigdes na geometria. Em 1898-1899
publicou a obra acima, que exerceu forte influ-
éncia na Matematica do século XX. Retomando-
se “Os Elementos”, percebia-se a existéncia de
uma estrutura dedutiva, porém contendo hipé-
teses ocultas, definicoes sem sentido, dificulda-
des de compreensédo em linguagem inadequada
e falhas légicas. Em Boyer (1996, p.424), encon-
tra-se que

O cardter puramente dedutivo e
formal da geometria, como dos ou-
tros ramos da matemadtica, ficou
completamente estabelecido desde
o comego do século vinte. Hilbert é
o principal representante de uma
escola axiomatica, que foi influente
na formagcdo das atitudes
contemprineas na matemadtica e no
ensino da matemadtica. Pontos, re-
tas e planos devem ser entendidos
apenas como elementos de certos
conjuntos dados, abandonando o ni-
vel empirico-dedutivo das antigas
concepgdes geométricas.

2. Primeiros axiomas euclidianos numa visao nao
euclidiana

Como visto antes, Euclides utilizou ponto e
linha, como elementos basicos, mas definindo-os:

a) ponto é o que nao tem partes;
b) reta € um comprimento sem medida
(além de outras definicdes).

Na sua tentativa de axiomatizacéo utilizou
cinco axiomas, dos quais destacamos a seguir trés,
que atualmente podem ser observados de um
ponto de vista mais amplo, nao apenas pensando
no plano euclidiano, como usualmente é condu-
zido todo o estudo e pensamento de geometria
desde o comecgo da escolaridade:

Axioma I: Uma linha reta pode ser tracada
de um ponto a qualquer outro.

& 8

Figura 1

Figura 3

Axioma II: Uma linha reta (finita para Euclides)
pode ser prolongada nos dois sentidos

Euclides nao imaginou que poderia haver
espaco em que esta linha néo seria apenas a reta
convencional que usou em todo seu trabalho (fi-
gura 1), inclusive significando aos dias de hoje o
que caracterizamos como segmento de reta. Nos
espagos nao percebidos por Euclides se pode ca-
racterizar também como “reta”, as linhas assina-
ladas nas figuras 2 e 3.

As figuras 1 e 3, acima, mostram a reta no
sentido de Euclides (um segmento de reta na lin-
guagem atual) podendo prolongar-se infinitamente
nos dois sentidos. Ja na figura central, se prolon-
garmos a partir de B a reta retorna ao outro ponto
A, nao podendo prolongar-se infinitamente.

Axioma V: (Postulado para Euclides) Se uma
linha reta corta duas outras linhas retas, e se a
soma dos dois éngulos internos de um lado dela
€ menor que dois retos, entdo as outras linhas
retas corta-se-20 do lado desses angulos
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Figura 5

A figura 4 estd mostrando que a soma dos
dois dngulos assinalados é menor do que dois re-
tos. As retas r e s estao se interseccionando em P,
nao sendo paralelas. Na figura 5 os dois angulos
assinalados séo retos (formados pelas retas r em
azul e s em verde com vértice B e t em vermelha e
s com vértice A). As retas r e t também se cortam
sob um &dngulo reto em P, logo néo sdo paralelas.
Né&o h& retas paralelas numa geometria sobre a
esfera. Observa-se ainda que o tridngulo de vérti-
ces A, B e P, formado pelas trés retas tem dngulos
retos, isto é, sua soma é igual a 270°, o que foge a
uma das caracteristicas da geometria euclidiana.

Na construcao de Hilbert aparecem, além do
ponto, da reta, do plano e do espago, como termos
néo definidos, as seguintes relac¢des néo definidas:

incidéncia; pertencer a; pertencer entre;
congruéncia; paralelismo; e continuidade;

e os seguintes conjuntos de axiomas:

incidéncia; ordem, congruéncia, paralelismo
e continuidade.

Uma nova construgdo para a geometria é
apresentada por Lobatschevsky em 1835 - Novos
Principios de Geometria. Nesses principios cons-
ta ndo uma equivaléncia com a axioméatica de
Euclides e sim uma contradigdo quanto ao quinto
postulado. Eis seu enunciado:

“Sendo dada uma reta e um ponto néo per-
tencente a reta, existem pelo menos duas retas
que possuem o ponto e que sdo paralelas a reta
(néo interseccionam a primeira)”.

Esse axioma, juntamente com os demais
da Geometria Euclidiana, constituem a Geome-

tria Lobatschevskiana. Ha teoremas comuns en-
tre as duas e teoremas distintos, os quais néo sdo
objeto deste artigo.

Riemann por sua vez estuda a axiomatica
de Euclides, tendo apresentado outro sistema
axiomaético para a geometria. Nessa axiomatica
tem-se o equivalente ao quinto postulado enun-
ciado da seguinte forma:

“Por um ponto nao pertencente a uma reta,
néo existe reta paralela a ela (que néo a
interseccione)”.

3. Um Sistema Axiomatico

Um sistema é uma linguagem apropriada
para analisar certos tipos de problemas de forma
abstrata. E dito consistente quando néo apresen-
ta contradicdes, isto é, quando néo é possivel
deduzir logicamente do grupo de axiomas, um
teorema e a sua negacao. Em geral um sistema
apresenta:

linguagem prépria; conjunto de palavras
néo definidas; conjunto de axiomas; conjunto de
teoremas; sistema légico dedutivo.

Um Modelo de Sistema

Um modelo para um sistema pode ser dito
como sendo qualquer interpretagdo coerente que
se faca do sistema, utilizando a linguagem propria,
as palavras néo definidas, os axiomas e os teoremas
obtidos dedutivamente. Assim, um modelo é uma
aplicacdo ou uma realizacéo do sistema. Barbosa
(1970) apresenta um esquema que é adaptado abai-
x0, mostrando como um sistema pode ter véarios
modelos ou vérias aplicacoes diferentes.

INTERPRETACAO

Situacoes especificas

Modelos De Geometria Lobatscheviskiana
Dois modelos sdo apresentados a seguir,
de forma bastante simples e que possibilitam
analisar e discutir abordagens distintas aos con-
ceitos que, usualmente, séo tratados ja no inicio
da escolaridade em geometria, direcionando ex-
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clusivamente para a visdo euclidiana. Em tais
modelos caracterizam-se os elementos primiti-
vos ponto, reta e plano para posteriormente in-
terpretacao de alguns axiomas.

Modelo 1: Considera-se um circulo e in-
terpreta-se como plano de Lobatschevsky ao in-
terior desse circulo.

A palavra “ponto” é traduzida como ponto
no sentido usual euclidiano (no caso um dos pon-
tos pertencentes ao interior do circulo e néo per-
tencente a circunferéncia associada a ele).

A palavra “reta” é traduzida como a parte
de uma reta no sentido usual (como o plano é o
interior do circulo, a reta é parte do que se cha-
ma corda da circunferéncia, por ndo conter os
extremos que pertencem a circunferéncia).

Tomando-se uma “reta ¢” (figura 6), por
qualquer ponto P, ndo pertencente a c, pode-se
tragar, pelo menos, as “retas” a e b, que passam
pelas intersecoes da reta c (corda) com a circunfe-
réncia. Essas duas retas a e b ndo tém ponto co-
mum interior ao circulo com a reta c, satisfazendo
a definigao de retas paralelas (intersegéo vazia).

cna=g i P
cnb=0 = a,biic
a b
anb={P}
\:/

Figura 6

O modelo assim caracterizado é conhecido
como de Klein.

Modelo 2: Considera-se uma reta basicar e
um dos semi-planos de origem nela. O plano de
Lobatschevsky é um dos semi-planos limitados pela
reta bésica, excluida essa. Traduz-se as palavras
“ponto” e “reta”, respectivamente, por ponto P no
sentido usual euclidiano e semicircunferéncia C
de centro na reta basica .

Dados dois pontos quaisquer distintos, A e
B, ndo pertencentes a reta bésica, entao eles per-
tencem a uma e uma so reta (semicircunferéncia
C). Toma-se o segmento de reta usual unindo A e
B. O segmento de reta, perpendicular a AB pelo
seu ponto médio, encontra a reta bésica r no pon-
to C que é centro da semicircunferéncia Ginica con-
tendo A e B (figura 7).

Duas retas (semicircunferéncias) distintas
possuem em comum no maximo um ponto, o que
é mostrado na figura 8 quando as retas s e t tém
o ponto Qem comum.

A

P r
Figura 7

Q

Figura 8

Dados um ponto P, uma reta r com o ponto
P nao lhe pertencendo, uma reta bésica u, cuja
interseccao com r é constituida pelos pontos A e
B (figura 9). Existe, em geral, pelo menos as re-
tas t que contem B e P e s que contem A e P que
néo tem ponto comum com a reta r, satisfazendo
a definicao de retas paralelas

st ={P}
ros=9

= 5, tlr
rmt=®} !

s " .
o A0 B
u
Figura 9

O modelo acima é denominado modelo de
Poincaré.

A consisténcia de um sistema foge aos ob-
jetivos desse texto. Procuramos com os exemplos
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acima ilustrar existéncia de outros modelos além
do euclidiano e algumas comparacgdes entre eles.
Da mesma forma, a busca de contradi¢des na
construgdo de um modelo que tornaria o sistema
néo consistente, vai além do que pretendemos
atingir no artigo. Um detalhamento mais
aprofundado de modelos de geometrias néo
euclidianas pode ser encontrado em Leivas (1988,
1992, 1996).

Modelo de Geometria de Riemann
Riemann propde o seguinte axioma:

"Por um ponto ndo pertencente a uma reta ndo
existe reta paralela”.

Num dos sistemas Riemann utiliza o axio-
ma: “Se dois pontos séo distintos, entéo eles per-
tencem a uma reta”, mas néo utiliza o axioma:
“Se dois pontos séo distintos entdo eles perten-
cem no méximo a uma reta”.

Considera-se como plano da Geometria
Riemaniana, a superficie de uma esfera usual
euclidiana. Traduz-se a palavra “ponto” por pon-
to no sentido usual, e “reta” por circunferéncia
maxima.

B
Figura 10

Qualgquer ponto P da superficie esférica per-
tence a uma circunferéncia maxima s, que é obti-
da pela interseccéo da esfera com um plano que
passa pelo seu centro e por este ponto P. Além
disso, pode-se passar por P infinitos planos con-
tendo o centro da esfera e o ponto. Tais planos
interseccionados com a esfera resultam circunfe-
réncias maximas (como as retas s e r da figura 10).

Dados dois pontos distintos, sempre exis-
te um plano que passa pelo centro da circunfe-
réncia, gerando uma circunferéncia maxima
que os contém, portanto eles pertencem a uma
“reta”. No caso dos pontos serem
diametralmente opostos, como A e B, eles per-
tencem a mais de uma reta.

Por outro lado, dado um ponto A e uma
reta s, qualquer plano que passe pelo centro da
esfera, O, e contendo A, interseccionard a reta,
em dois pontos. Portanto, néo se tem “reta” pa-
ralela a reta dada, valendo o axioma de néo exis-
téncia de paralela.

As “retas” assim caracterizadas nessas
geometrias sdo denominadas geodésicas. Um es-
tudo de geodésicas em superficies pode ser en-
contrado em Leivas (1985).

4. Interpretando angulos em modelos

Define-se &ngulo como sendo a reuniéo de
duas semi-retas que tém a mesma origem. As-
sim, angulo é definido como um conjunto de pon-
tos. Filésofos gregos discutiam sobre considerar
angulos como:

quantidade — qualidade — relacéo

que foi uma categoria criada por Aristételes.
Préclus diz que é uma combinagéo das trés, pois
necessita: quantidade envolvida na magnitu-
de; qualidade que lhe é dada pela forma; rela-
¢ao que subsiste entre as retas e os planos que
o limitam.

Em 1893, H. Shotten categoriza as defini-
¢bes de dngulo em:

- diferenca de dire¢oes entre duas linhas
retas;

- medida de rotacéo necesséria para tra-
zer um lado de sua posicéo inicial para
0 outro;

- porgao do plano entre as duas retas que
o definem.

Atualmente, a defini¢do mais utilizada é a
apresentada no inicio desta secdo, que conduz a
um conjunto de pontos.
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Comparando dngulos em modelos

Geometria Euclidiana

~

J
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L /

ZBAC= E i ;-E
R pertence ao interior do &ngulo

Geometria Lobatschevsky
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reta r: semi-circunferéncia AC
reta s: semi-circunferéncia AB

origem comum: A
ZPAQ=AP UAQ

R pertence ao interior do angulo

Geometria de Riemann

B
reta s: semi-circunferéncia APB

reta r: semi-circunferéncia AQB
origem comum: A
ZPAQ=AP UAQ

R pertence ac interior do angulo

Finalizando o artigo pode-se perguntar
qual a importéncia ou interesse em estudar geo-
metrias nao euclidianas? Isto conduziria, dentre
outras questdes, ao estudo da Fisica que rege o
universo, da passagem da Fisica Newtoniana para
a Quéntica. Outro aspecto a ser tratado é relati-
vamente aos tridngulos geodésicos, isto é, os tri-
angulos cujos lados s&o as “retas” de uma super-
ficie, como aqueles formados sobre uma esfera
(figura 5). Nos modelos néo euclidianos, a adicao
das medidas dos angulos internos de um trian-
gulo tem diversos resultados. No modelo de
Riemann, o valor é maior do que 180° e no de
Lobatschevsky é menor do que 180°.

Uma forma de classificar geometrias pode
ser por meio da medida da curvatura da superfi-
cie, a denominada curvatura gaussiana. O leitor
interessado pode encontrar uma tal classificagéo
em Leivas (1985).

6. Conclusao

Poder-se-ia apresentar varias utilizagdes de
geometrias que nao sejam euclidianas, o que tor-
naria o artigo demasiado longo. Algumas aplica-
cOes importantes dizem respeito a tridngulos es-
féricos, distancias esféricas, angulos esféricos,
todos eles como aplicagdes Uteis de geometria,
por exemplo, para a navegagéo maritima.

O que norteou o artigo foi uma possibili-
dade de despertar para uma abordagem da geo-
metria como um sistema axiomatico, promover
uma visao cultural mais ampla e subsidiar os pro-
fessores ou futuros professores na sua prética. A
existéncia de geometrias além da euclidiana ain-
da é desconhecida por muitos e acredita-se que
para um ensino atual desta disciplina é necessa-
rio que se tenha um conhecimento amplo, inclu-
indo até mesmo questdes ndo abordadas no arti-
go, como geometrias finitas.
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