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Resumo

Neste artigo discutimos uma questao que gera
davidas no professor que atua no ensino fundamental
e médio e também em alguns que atuam no ensino
superior. A questao de poder relacionar conjuntos
através do "maior ou menor'" conduz ao tema de
enumerabilidade de conjuntos. A cardinalidade de
conjuntos finitos, de um modo geral, néo suscita
nenhuma dévida, muito embora, na forma como é
tratado o conjunto dos niimeros naturais, o tema
ordinal ou cardinal néo fique muito bem definido.
No que diz respeito a conjuntos infinitos, na maioria
das vezes nao é feita nenhuma distinggo em termos
de cardinalidade. Nosso propdésito, portanto, é
distinguir a cardinalidade dos conjuntos numéricos
infinitos usuais, N, Z, Q e R, quando isso for possivel.

1.Introdugéo

Na maioria das vezes, quando queremos
ampliar o conjunto dos niimeros naturais para o
conjunto dos nUmeros inteiros, associamos ao
primeiro ponto do lado direito de uma reta,
orientada a partir de um ponto inicial, caracterizado
como ponto origem desta reta e ao qual fazemos
corresponder o natural zero, sem entrar na questao
de ser zero natural ou ndo. A esquerda desses
colocamos outros pontos simétricos aos
representados para os naturais, aos quais
denominamos niimeros inteiros negativos, dizendo
que acrescentamos ao conjunto N os ntmeros
negativos, obtendo um conjunto maior, Z. De forma
similar, passamos ao conjunto dos nUmeros
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racionais Q e, a seguir, ao conjunto dos nimeros
reais, R, conforme esquema gréfico abaixo.

Em se tratando de diagramas de Venn-
Euler, o problema persiste, pois também né&o
discutimos o tamanho do diagrama em relagéo a
quantia de elementos. Quando colocamos o
diagrama do conjunto N dentro do diagrama do
conjunto Z, deixamos passar a idéia de que o
conjunto Z é maior do que o conjunto N. Essa
falta de discussao sobre diagramas conduz a uma
séria dificuldade na resolucéo de problemas
classicos de operagbes com conjuntos do tipo
"numa escola hé meninos e meninas, alunos
ruivos e meninas nao ruivas...".

Os trés diagramas abaixo servem de
questionamento motivador para a leitura deste
artigo.
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Diagrama de Venn-Euler
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Relagdo entre Conjuntos

Quem é o maior?
N ouR
NouZ
ZouR
QouR

Por voltade 1632, Galileu chamou a atengao
para o fato de que uma correspondéncia
biunivoca pode ser estabelecida entre os
conjuntos

{

0,1,2,3,
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{0,1,4,9,16, ..},
muito embora os Ultimos se tornem cada vez
mais raros a medida que avangamos nos naturais.

Galileu néo encontrou razdes para
considera-los iguais, afirmando até que néo era
possivel a comparag&o entre conjuntos infinitos
em termos de menor, maior ou igual,
erroneamente, como é sabido hoje.

Bolzano(1781-1848), tirando proveito do
paradoxo de Galileu sobre correspondéncia 1-1
entre os conjuntos acima, mostrou que
correspondéncias semelhantes poderiam ser feitas
entre os elementos de um conjunto infinito e um
subconjunto proprio. Tome o exemplo a seguir:

f:[0,1] —> [0,2]

x —>y = f(x) =2x
Geometricamente, essa funcéo mostra que
existem tantos pontos num segmento de reta de
comprimento igual a 1 unidade quantos existem
num segmento de comprimento igual a 2
unidades, conduzindo a idéia de que existem

tantos nimeros reais no intervalo [0,1] quanto
no [0,2].
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Bolzano, por volta de 1840, percebeu que
a infinidade de niimeros reais era diferente da
infinidade de nimeros naturais.

Dedekind e Cantor ( =1872,1874) chegaram
a percepcéao de conjuntos de diferentes espécies.

Cantor se disp6s a aritmetizar a respeito
de conjuntos infinitos.

Segundo ele, _Conjuntos infinitos, que
podem ser colocados em correspondéncia

biunivoca, tém o mesmo numero cardinal.

A poténcia de um conjunto tornou-se o nimero
cardinal do conjunto. Assim, o nimero do conjunto
dos inteiros era o menor nimero transfinito e o

nudmerodo conjunto dos reais ou dos pontos de uma

reta era o maiornimero transfinito. Cantor provou
que existemn infinitos nimeros transfinitos para além
de c, provando que o conjunto dos subconjuntos de
um conjunto dado sempre tem poténcia maior do
que o prdprio conjunto.

2.Conjuntos Enumeraveis

2.1.Defini¢do

A é eguivalente ou egqliipotente ou

semelhante a B se existe uma bijegdo f: A——> B.

Notagao: A ~B.
2.2.Exemplos:

a) N~ N*, ja que f(n)=n+1, n ¢ N =
{0,1,2,...}.
b) Z~ N, ja que

2n, se n=>20

-2n-1 se n<0

P
c)I = (-1,1) &R, ja que f(t) = tan ( ?t) é

bijecéao.
2.3.Definigdo

A é dito finitose A= ouse existen € N,
tal que A ~{1,2,3,...n}. Caso contrério, A é dito
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infinito. A é dito enumerdvel e tem cardinalidade
x (aleph zero), se A é eqliipotente a algum
subconjunto de N* .

2.4. Exemplos

a) Todo conjunto finito é enumeravel, pela

prépria definigao.
b) Z é enumeravel.

Z~N~N* (Z, N e N* tédm o mesmo cardinal)

c)Uma seqiiéncia infinita é uma fungéo
f: N—>N*, dada por f(n)=a . Quando os a_  séo
distintos, entao f: N—f (N) é uma bijegdo. Assim,
o conjunto dos termos de qualquer seqliéncia
infinita a,,a,,... de termos distintos é enumeravel.

d) N x N é enumeréavel. Escrevamos o
produto da seguinte forma:

(0; 0)=>(0,1) (0:.2)—=>(0.3 )tsx

S S

(1,0)—>(1,1) (1,2) (1,3)...

IS

(2,0) (2,1) (2,.2) (2,3 ).

Reescrevendo N x N, seguindo as flechas
obtemos a seqiiéncia de termos distintos

(0,0),(0,1).(1,0).(2,0),(1,1),(0,2).(
0.3 ¥(L: 2 Yises

que, pelo exemplo precedente, é uma
coleg@o enumeravel.

e) O conjunto Q*+ dos nGmeros racionais
positivos é enumerével. Escrevamos todas as

fragdes ™ m,n € N, n # 0 da seguinte forma:
1 ’ 1 1 1 1
z = i g N =
2 3 4 5
1373 1
/3 3/ 3 s
1 2 3 4 5

Reescrevendo essas fragbes seguindo as
flechas e nao repetindo os elementos temos uma
seqiiéncia de termos distintos. Logo, Q *, é um
conjunto enumeréavel.

f) Q, o conjunto dos nlimeros racionais é
enumeravel. De fato, consideremos a partigao
disjunta de Q da seguinte forma: Q = Q* U {0}
wuQ*,

Admitindo que a unido enumeravel de
conjuntos enumeraveis é enumeravel,
precisamos mostrar que os trés conjuntos séo
enumerdveis. Como {0} é finito, logo é
enumerévgl e Q* =~ Q* ja que f(x)= -x é uma
bijecdo. E suficiente mostrar que Q*, §é
enumeravel, o que ja foi feito no item anterior.

Daqui vem que N~ Z ~ Q.

3.Conjuntos ndo enumeraveis

3.1.Definigdo

Um conjunto X tem a poténcia do continuo
ou cardinalidade c se e somente se X = [0,1].

3.2. Exemplos

a) [ 0,1 ] é ndo enumeravel.

Suponhamos, ao contrario, que A =[0,1 ]
é enumerével. Coloquemos

A = {x1,x2, x3,...}, onde X, € N, ou seja,
0<x,<l. Facamos a representagéo

x1 = O,a11a12a13a14...

X2 = 0.8,,8,,8,,8,,-

onde LS {0,1,2,3,...9} e x, contendo
infinitos algarismos diferentes de zero. Isso quer
dizer que para nimeros do tipo

%= 0,56 = 0,500000... usamos 0,49999...

Vamos tomar o niimero real y € A, isto §é,
0<y<1. Assim,

y = 0,b,b,b,, de modo que b, seja escolhido.
Satisfazendo as condigdes b, #a, eb, # 0, b2 sera
escolhido de modo que b, #a,, e b, # 0, e assim
por diante, de modo que y#Xx, ,y #X, , ... e assim

y €A,
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b) R é ndo enumeravel.
°[0,11~(0,1).

f:[0,11—> (0,1) dada por

x, se x€ B
f(x)= % se x=0
1 -1 *
T se x=-- e ne N
é bijegao, com B = [0,1]-{0,1,1/2,1/3,...} =
0,1)-{1/2,1/3,...}.

IT
°(0,1)~Rjaquef(t)= tan(; t) € bijegio.

oR* ~R* .
sR=R* U {0} UR*.

c) A# D, P(A)é o conjunto das partes de A.
Cantor mostrou que #(A) < #(P(A)).

d) #(2)=0
#H{D}) =1
#H{D,{D}}) =2

HN)=#HZ)=H Q)=
#([0,11)=#((0,1) ) =R =c

Dai,
0<<1<<2<..<y<c<..

4.Conclusao

Em conjuntos infinitos temos, pois, a
possibilidade de relacionar as cardinalidades,

reunindo numa mesma categoria ou
cardinalidade conjuntos como N, Z e Q, nao sendo
possivel afirmar que Q tem mais elementos do
que Z e esse mais elementos do que N.

Numa outra categoria, podemos reunir os
conjuntos R-Q dos nimeros irracionais e R.

A cardinalidade da primeira categoria é
menor do que a cardinalidade da segunda, sendo
possivel afirmar que o conjunto N é menor do
que o conjunto R, por exemplo.

Evidentemente, o assunto nao se esgota
aqui. E possivel relaciona-lo com outros tipos de
conjuntos, como o dos nimeros algébricos, que
néo é o propodsito deste artigo, como afirmamos
no inicio.
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