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O Conhecimento Matematico

1. Introducao

Muito se tem discutido, nestes tempos de
reformulagdes e diretrizes curriculares para os cursos de
Matematica — Licenciatura e Bacharelado, sobre os contetidos
matematicos a serem desenvolvidos. Nesta mini-conferencia
pretende-se dar um posicionamento sobre alguns
conhecimentos matematicos que se julga necessario ter o
tuturo professor que atuara no Ensino Fundamental e Médio.

Sabe-se que, muitas vezes, o0 matematico puro tem
uma preocupacao de estudar a Matematica pela Matematica
enquanto que o matematico aplicado se envolve na resolucao
de um determinado problema. Cabe aos professores,
tormadores de professores, saberem que tipo de Matematica
deve-se desenvolver nos cursos de licenciatura.

A historia mostra que a maioria das teorias
matematicas foi descoberta ou criada para resolver
determinados problemas como foi o caso das geometrias
nao euclidianas, de forma bastante explicita.

Ha hoje uma preocupac¢ao muito grande dos alunos
de graduacgao com a Matematica do Ensino Fundamental e
Medio, mas nao com uma abordagem diferenciada,
envolvendo conteudos e metodologias e sim de uma forma
simplista, sem aprofundamentos e sem maiores
embasamentos ou referenciais teodricos. Os futuros
professores, bastante imediatistas, querem saber sobre
geometria plana e espacial, sobre determinantes, matrizes,
trigonometria e outros temas da forma e na intensidade de

como vao trabalhar com os alunos naqueles niveis. Nao ha
uma preocupagao maior com o redescobrimento matematico
e com o fazer matematico. Os estudantes nao querem mais
aprofundar o Calculo; ndo gostam de estudar Analise,
Topologia ou Geometria. Nao ha uma vontade explicita de
curtir o estudo matematico. Entende-se que a causa principal
desta falta de querer esta na continuidade, que encontram
nas universidades, do que vinham tendo no Ensino
Fundamental e Médio, onde a Matematica era vista como
algo destinado a uns poucos privilegiados e sem significado
para a grande maioria. A Universidade, embora tendo um
corpo docente cada vez mais qualificado, parece nao ter o
profissional envolvido com a formacao do professor. Neste
sentido, a Matematica desenvolvida nos cursos de formacao

de professores continua nao apresentando significado e nao
despertando ou motivando o individuo para aprofundar seus
conhecimentos.
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De que vale o futuro professor estudar algebra se
ele nem sequer consegue proporcionar ou justificar a seus
alunos a simples regra de sinais nas Operacoes com os
numeros inteiros? De que vale ter um curso de Analise se ¢
futuro professor vail continuar trabalhando radicais e
racionalizacoes no final do Ensino Fundamental como era
feito no seculo passado, sem nem despertar nos alunos o
desejo de conhecer a continuidade da reta ou a nao
enumerabilidade do conjunto dos reais em contra-partida com
a enumerabilidade do conjunto dos racionais? Um grande
numero de professores continua acreditando que existe um
numero muito pequeno de numeros irracionais e que a
maioria dos numeros reais € racional. Poucos sao os que
conseguem representar corretamente numeros sobre uma
reta. Quando se depara a discutir questdoes como a de
diagramas envolvendo 0s conjuntos numericos, por exemplo,
constata-se que muitos nao conseguem ainda interpretar um
diagrama e continuam seguindo livros didaticos com
representagoes erradas e notacoes nao comuns na literatura
usual, por exemplo, representam o conjunto dos numeros
irracionais por I, de irracionais, como se Z, fosse de
“zinteiros”. Ainda mais, coloca num diagrama a seguinte
forma completamente equivocada:

Exemplos deste tipo que se encontra na literatura
matematica e que sao seguidos por professores, sem
contestacao fazem refletir sobre o perfil dos profissionais que
estao sendo formandos.

2. 0 Educador Matematico com uma fundamentacao dos
conteudos matematicos.

Uma questao que cabe também colocar neste
momento é a do distanciamento com que nos matematicos
sempre estivemos da area da educagao. Muito embora se
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esiudasse a teoria da psicologia cognitiva, em especial, Piaget
e Skiner, 2 didatica e a estrutura e funcionamento da escola
prasileira, a alencao era sempre para o desenvolvimento do
conteudo pelo conteudo. Nao se concebia e ainda nao se
concebe perder muito tempo com este papo todo sobre
educagao.

Quanto a essas teorias, embora se estudasse um
pouco de cada uma na graduacao e fosse chamada a atencao
que para a Matematica a que mais se adaptava era a de
Piaget, 0 que se vé em realidade até os dias de hoje é a
teoria do condicionamento de Skiner. a saber. a do
condicionamento. Isto continua a ser colocado em pratica,
pois 0 que se ve na bibliografia e em grande parte de
professores e estudantes e a pura reproducio da repeticao
nos exercicios de fixagao da matematica do chavao “siga o
modelo”. Exemplificando, o professor ao apresentar uma
equacgao do primeiro grau na sexta série, nao diz o que elae
e sim como se resolve. Em seguida passa muitos exercicios
de fixagcao, todos muitos parecidos, para “treinar o
condicionamento”.

A colocagao e feita no passado, mas uma grande
maioria dos estudantes que concluem os cursos hoje e
entram no mercado de trabalho continuam fazendo nas
escolas aquilo que era feito nos anos 50, senao anteriormente,
0 que aponta para o tipo de formadores de professores que
estao atuando nos diversos cursos. Nao aparecem mudancgas
significativas que formem professores de forma mais
atualizada ou futurista, ate porque pela formacao existente
até ha pouco, leva-se a fazer o mesmo da mesma forma.

Nos projetos pedagogicos, planos de curso ou ate
mesmo nas aulas nem sempre se tinha preocupagao maior
com o individuo que aprende, com o suporte teorico
pedagogico a seguir. O objetivo estava centrado nos proprios
professores que ensinam ou transmitem o conhecimento
como ainda se encontra em muitos registros e ate mesmo
livros.

E recente 0 movimento que passou a envolver 0s
professores de matematica no estudo e andlise das teorias
da educagao como algo que tem significado para o
matematico e é neste contexto que surge a figura do
Educador Matematico, profissional com uma formagao
Matematica consolidada e que pode dar uma contribui¢ao
Para a formagao de professores de matematica com uma
boa formagao conteudista vinculada com a formagao
Pedagdgica, nao deixando de dar significado aos conteudos
Matematicos desenvolvidos com um bom aprofundamento,
€M perder a qualidade necessaria para que se possa discutir
Ofazer matematica, agora dentro do contexto de formadores
de professores de matematica.

No entanto, nunca se pode perder de vista o que
Fif “Conizou Vygotsky que considerou que a mente do homem
€Social e culturalmente construida. Sequndo Lucia Moyses
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(2000) Vygotsky esta presente na Educacao Matematica e
as pesquisas recentes mostram que para se ter um ensino
de qualidade e necessario:

* Contextualizar a matematica de modo gue o aluno perceba
0 significado das operagoes mentais que faz;

* Relacionar significados particulares com o sentido geral da
situacao envolvida;

* Avancar na compreensao dos algoritmos envolvidos ou a
envolver:

* Possibilidades de aplicagao dos algoritmos em situagoes
praticas.

Um educador matematico ¢ um individuo que nao
mais tem a pretensao de transmitir um conhecimento pronto
e acabado e que tem alunos a sua frente para serem o0s
receptores desta transmissao. Deve ser o facilitador do
processo ensino-aprendizagem. Tem de buscar uma
atualizagao constante a fim de poder acompanhar o tempo
de seus alunos, integrando-se em seu processo cognitivo,
afetivo e psico-motor.

Entende-se que o professor de Matematica deve
conhecer e muito as fundamentacées matematicas, incluindo
ai todo o processo de evolugao e aplicacao de cada area do
conhecimento matematico. Muitos sdo os académicos que
questionam a necessidade de estudar areas de matematica
que nao sejam imediatistas para sua pratica nos niveis
fundamental e médio, com um grau de exigéncia maior. Tem-
se a compreensao de que todas as areas devam ser
estudadas. O que necessita € o professor estabelecer a
conexao do tema abordado com aqueles temas com que o
futuro professor ira trabalhar. O professor de Matematica de
hoje deve ser aquele que e um pesquisador de sua sala de
aula e isto pode e deve conduzi-lo a aprender com seus
proprios alunos, que muitas vezes dispdem de maiores e
melhores recursos tecnologicos do que ele. Para
desempenhar este papel ele deve estar muito bem preparado
para poder compreender os diversos caminhos que seus
alunos vao percorrer, distinguindo o que é correto do que
nao o e. Acreditando nesta formagao € que se apresentam
algumas questoes para justificar o porque de se ter disciplinas
como analise, algebra, geometria e topologia no curriculo
dos cursos.

Quase sempre que se pergunta porque os estudantes
procuram na Universidade um curso de Matematica,
encontram-se as seguintes respostas: porque eu gosto de
fazer contas ou calculos; porque Matematica € uma ciéncia
exata onde 1 + 1 = 2, dentre outras. Na maioria das vezes,
ao estudarem o Calculo, os alunos acabam abandonando o
curso ao qual se candidataram, procurando uma troca por
outro onde nao mais precisem se debater entre os épsilons
e deltas: onde nao precisem mais buscar os tais artificios
algébricos tao necessarios para levantar as indeterminagoes
dos estranhos limites que lhes aparecem. Mas afinal, 1 + 1




EDUCACAO MATEMATICA EM REVISTA - RS

nao e igual a dois?

Uma caracteristica matematica e a de provar,
demonstrar e foi assim ao longo da historia da construgao do
conhecimento matematico hoje existente. No que segue,
serao abordadas algumas questdoes que se julga
convenientes para dar uma visao da compreensao de que
Matematica devemos falar nos nossos cursos de formacgao.

3. A MATEMATICA A ENSINAR NA LICENCIATURA

3.1. O rigor matematico nao pode ser abandonado

A linguagem matematica & formal e precisa.
Geralmente, os matematicos vao atras de uma formaliza¢gao
ou a procura de argumentos que venham a demonstrar uma
conjectura e isto tem de ser feito de forma precisa, nem
econdmica demais, nem ir além do necessario. Isto deve ser
perseguido nas diversas disciplinas que constituem o curriculo
do futuro professor, acentuadamente nas disciplinas que
compoem os Fundamentos de Matematica e Analise, como
por exemplo, ao explorar a falsa “demonstragao” de que 1 =
2, onde se comete um erro basico oriundo da falta de
exploracao do rigor matematico, no caso, que deveria ser
exigido 1a pela sétima série do Ensino Fundamental. Em geral
nao se exige de alunos do ensino fundamental um tal rigor
matematico. Talvez esta seja uma das causas pelas quais
os recém ingressos nos cursos de formagao de professores
relutem em desenvolver demonstragoes.

Considere-se a sentenca abaixo.

Sea=beab>0,entac1=2.

Destacando-se da sentenc¢a sua hipotese e sua tese.

HIPOTESE: a=bea,b>0 TESE: 1=2

DEMONSTRAGAO

1).a,b>0 hipotese.

2)a=Db hipotese.

3).ab = b? multiplica-se ambos 0s
membros daigualdade por
b.

4).ab - a?=b? - @ subtrai-se de ambos os
membros aZ.

5)a(b-a)=(b+a)(b-a) fatora-se ostermos da
igualdade.

6)a=(b+a) divide-se ambos o0s termos
por b-a.

7)a=a+a substituicao da hipotese 2.

8).a=2a adicao de termos
semelhantes.

9).1=2 divisdo de ambos os termos

por a.
Encontre o erro desta demonstragao.

3 2.0 SISTEMA BINARIO- UMA APLICACAOQ PRATICA

E afinal, 1+1 nao da dois?

Uma dos temas atuais mais importantes para as
mudancas na forma de viver € a computagao. Como funciona
a2 base do sistema computacional? Em que base funcionam
os algoritmos computacionais? Considere-se um sistema
onde so existam dois elementos: 0 e 1, ou abrir e fechar, ou
parar e sequir. Neste sistema, devem-se efetuar operacoes
como as que se usa num sistema de base dez? Exemplifica-
se com uma tabela para a operagao adi¢gao no conjunto {0,1}.

+] 0
o0[o [ 1
1] 1

A aplicacdo a seguir diz respeito a descoberta de
idades de pessoas, de forma recreativa e motivadora para o
desenvolvimento do tema.

Como em geral nos grupos de estudantes que se
trabalha nao ha pessoas com mais de 63 anos, escreveremaos
na base 2 os numeros de 1 a 63.

Escrever um numero no sistema decimal consiste
em utilizar para a sua representagao os simbolos
0,1,2,3,4,5,6,8 e 9.

Lembre-se que no sistema decimal se escreve
10=1.10+0
11 =1.10+1
12 =1.10+2, e assim até
20=2.10+0
e, sucessivamente ate
99 =9.1049
100=1.10°+0.10+0
101=1.10°+0.10+1 prossegue-se de forma semelhante.

Escrever um numero no sistema binario consiste em
utilizar para sua representacgao os simbolos 0 e 1, apenas.
0=0

1=
2=12'+0=10
=12 =H

4=1.2°40.2'+0 =100
5=1.22+0.2'+1 = 101
6=1.2°+1.2'+0 = 110

7 =1.241.2'%1=111

8 =1.29+0.2°+0.2'+0 = 1000
e assim por diante.

De um modo geral, tem-se a representagao de um
numero n € N da seguinte maneira.
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{znc @ N =1 ; {1:";: 1
PLETY 4 »N=12"%+0 = (2),

9 e *Nn=4a,.2+3 =12+a_ (a =0ou1) (n),=a.a,
gty <2 yn=a,2’+a.2'+a, = 1 2%4:@, 248, » {1, = .a!,-a,.a,!1
gin <2 -a,.2'va,24a 2'a, = 1.2%a,24a 2va = (n),=aaaa,

o, assim por diante,
Tem-se um polindomio da forma
a+a.2'+a,.2%a 2% ... + a.2"+..
g qual pode ser escnto de uma forma concisa assim

aaaa,..a.

Uma maneira pratica de escrever um numero n na base 2 é utlhzar o algoritmo da divisao por 2, sucessivamente ato
obter para quociente o 1. Exemplificando:

235 | 2
1 1? 2

i 5812

Escrove-se no sentido de baixo para cima a partir do ultimo quociente obtido

(235), = 11101011 = 1.274+1.2%1.2°+0.2°+1.2°+0.2°+1.2'+1 .

| 7 33 49 2 18 34 50 4 20 36 52
3 19 35 S| 3 19 35 5| 5 21 37 53
3 21 37T 53 § 22 38 54 § 22 38 54
7 28 39 55 7 23 39 55 7 23 39 55
9 25 41 §7 0 26 42 58 12 28 44 60
| 27 43 59 ] 27 43 3 13 29 45 6]
3 20 45 6] 4 30 46 02 14 30 46 02
15 31 47 63 5 31 47 63 1S 31 47 063
8 24 40 56 16 24 48 56 32 40 48 >6
0 25 41 57 7 25 49 57 33 41 49 57
0 20 42 58 8 26 50 58 34 42 50 58
l 27 43 59 9 27 51 59 3 43 51 59
2 28 44 60 20 28 52 60 36 44 52 60
3 20 45 61 21 29 53 ol 37 45 353 6l
4 30 46 62 22 30 54 062 38 46 54 62
3 31 47 63 23 31 55 63 39 47 55 063

Uma aplicagao bastante interessante a ser feita com criangas menores € dispor, por exemplo, 15 figuras numa
fabela, numeradas de 1 a 15 @ . \presentar para a crianga escolher uma, sem expressar qual. A seguir se apresenta quatro
Lantelas, contendo combinagoes destas figuras, de forma similar as apresentadas acima para as idades, sendo que a
oanga deve dizer so liqura aparece naquela cartela ou nao. Em cada cartela se considera um numero basico, as potencias
e 2, que constituir: 10 05 tarmos da expressao a serem somados de modo que ao final se possa retornar a cartela nicial «
Adwinhar 4 Higura eseolhida pela crianca.

De ACordo com o Lue foi construido acima, um numero de 1 a 15 na base 2 [}Udlﬂ} gor escrto da seguimnie 1ol

e

—— e ————
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— 1 2 3. :
(n.)? =a +a 1.2 +a,.2 33.2 =a,a,a a,

onde a, a, a, a, sao 0s numeros 0 ou 1. Precisa-se de 4
agrupamentos de figuras: um correspondente a 2°; isto &, 0s
numeros cujo ultimo algarismo da direita -a_- e igual a 1; um
correspondente a 2'; isto €, os numeros cujo segundo
algarismo da direita para a esquerda - a,- e igual a 1: um
correspondente a 27 isto e, os numeros cujo terceiro
algarismo da direita para a esquerda-a,- e igual a 1 e por
ultimo um correspondente a 27 isto €, 0s numeros cujo quarto
algarismo da direita para a esquerda -a.- eiguala 1,

Se a figura assinalada no quadro maior for 9, por
exemplo, a bola, tem-se

(9), = 1.2+0.2240.2'+1

Isto significa que a bola deve aparecer no grupamento
correspondente a 2°=1, ou seja, 0s impares

T =

a =1

5 =101
7 =111
9 =1001
11 =1011
183="11N

e no grupamento correspondente a 2°= 8, cujo segundo
algarismo da direita para a esquerda -a,- deve ser 1.
2 &=

g =11

6 =110

7 =111

10 = 1010
11 =1011
14 =1110
15 =317

Basta que se some 1+8=9 e se volte ao grupamento
maior, 0 de 1 a 15 e se observe a figura correspondente ao
numero 9 - a bola.

De modo similar se constréi a tabela com os numeros
de 1 a 64, tamando-se 0 cuidado de assinalar em cada
grupamento os numeros chaves, 1,2,4,8,16,32 para que se
possa soma-los a medida que a pessoa identifica o numero
identificado em cada tabela.

3.3.Sentenc¢as matematicas

Retomando a questao dos motivos dos abandonos
e reprovacoes, insiste-se que eles nao se prendem apenas
ao Calculo, senao também as interpretacoes dos problemas
de Geometria Analitica, onde tudo tem de ser visualizado

geﬂmetricameﬂte e {:} prepar‘:l quaﬂ'(jfj ‘]E} rr_lﬂlf:l"Jrlll 'l".i|‘\_| I' Jr'-‘
superior era apenas pard realizar contas e calculos. Agors

cada sentenca matematica tem um significado e em Muitas

vezes o significado é diferente. Veja 0 exemplo a sequijr

A sentenca x° + y*= 9 sempre foi representada nor
uma circunferéncia no plano de centro na origem e raio gual
a trés. Alguns estarao perguntando |
Considere o espago tridimensional e nao mais o
bidimensional. Qual o significado desta equagao? Bem, sabe.-
se que estando no plano, aparecem apenas as letrasx ey e
estando no espago propriamente, tem-se as letras x, y e 2.

Se so ha duas letras na sentenga, isto significa que
se tem um objeto plano? O nao aparecimento da letra z na
sentenca quer significar que o lugar geometrico nao corta e
nem toca o eixo no qual se mede tal variavel. Assim, o lugar
geometrico da sentenga € um cilindro circular reto.

- € NAao € assim?

A A

3.4. Geometrias nao-euclidianas

E por falar em geometria, quanto vale mesmo a soma
dos angulos internos de um tridngulo? Sera que isto quer
dizer que mudou aquela historia de que a soma dos angulos
de qualquer triangulo da 180 graus? Pois fagarn a seguinte
consideragao usual tanto nos cursos de Fisica, quanto nos
cursos de Matematica. O angulo entre dois vetores é algo
comum entre nos e pode facilmente ser obtido através do
produto escalar. Da mesma forma, o angulo entre duas curvas
e calculado como o angulo entre os vetores tangentes a estas
curvas. Tome uma esfera, que pode ser uma bola de isopor,
0 globo terrestre, uma laranja bem redonda e a corte pela
metade. A seguir a corte novamente pela metade. Corte
novamente esta ultima metade pela metade. Ao descascar a
laranja qual o tipo de objeto matematico que se encontra?
Obviamente, todos responderio que é um triangulo, um tanto
quanto estranho, mas é um triangulo. Busca-se, pois 0S
angulos deste triangulo, atraves de seus vetores tangentes.

Como cada um dos angulos mede 90 graus, concluiu-
S€é que existem triangulos cuja soma da mais do que 180
graus, no caso, 270 graus.

Isto conduz a outros tipos de geometria que nao a
Geometria Euclidiana apenas.
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3.5. Topologia

E por falar em geometria pergunta-se: qualeé o menor
-aminho & ser percorrido entre dois pontos X e Y? Com
certeza, aresposta imediata e a linha reta que vai de X ate .
modificande a pergunta: qual € o menor caminho que vocé
faz para percorre o espaco compreendido entre dois pontos

Considere a figura abaixo que apresenta um nimero
infinito de triangulos. Cada um dos triangulos inscritos &
definido pelos pontos médios dos lados do triangulo que o
circunscreve. Obter a soma dos perimetros dos triangulos
assim obtidos.

Sabe-se da geometria euclidiana que o triangulo

X e Y de sua cidade” que une os pontos medios dos lados
Como se pode observar, nem sempre o que se pode

usar para o cotidiano e a matematica usual. Novamente aqui
se estaria reportando a representacao de sentencas
matematicas, coisa que todo matematico tem obrigacao de
compreender.

Seja R o plano cartesiano. Define-se em R? trés
metricas, cComo segue, onde X=(x,,y ) e Y=(x,,y,) sao pontos
do Re.

D(X,Y)= \/(x1 “Xp)" 4 (Y - y,)?, chamada métrica
euclidiana,

D,{X1Y}:|X1 - KE‘ + |V1 - y2|, chamada métrica dos catetos:

D,(X,Y)= max { Xy = le_, Y, - 3,/r2|l }, chamada_meétrica do '
maximo. .

Assim, dados dois pontos X e Y no plano pode-se
visualizar estas distancias nos seguintes graficos.

de outro triangulo teus seus lados também sendo a metade
dos lados do maior e conseqlientemente seu perimetro é a
metade do perimetro do maior.

> > »>
* Soma dos perimetros dos triAnqulos
DIX.Y) D,(X.Y) fufiapy oSl d

Basta considerar a soma da série infinita abaixo:

O dltimo grafico poderia ser 0 segmento vertical, caso fosse
maior do que o horizontal.

Pode-se ilustrar isto considerando um mapa de uma

30+15+15/2 + 15/4 + 15/8 + 15/16 + ...
a qual pode ser reescrita da seguinte forma

" 12 T 18 15
e | 0O b —— e ——ili——
Ainda no que diz respeito a mapas, pode-se pensar 2 4 8 16
€M propor um problema de pintar um mapa qualquer usando ~ Ou ainda
dPpeénas quatro cores diferentes, sem que duas regioes 1 & 4 1
Vizinhas tenham a mesma cor. Existe solugao para este 49 +19(5+ 4o+ 2+ ...)
Problema?
‘ A série entre parénteses é geometrica de razao 1/2,
3.6. Anélise

sendo sua soma

Ao falar em nameros reais sugere-se pensar no

€Quinte questionamento - séries geometricas tem
9eometria?
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1

a, 2 2

S 1-0 1_1 1
2 2

Assim, a soma dos perimetros & 60 cm.

« Soma das areas dos triangulos

Cada triangulo de lado b e altura h tem area e
altura, respectivamente

L

_bv3
2 i -

Como o triangulo inscrito tem lado igual a metade
do lado do circunscrito, bem como a altura obtem-se para
soma das areas

. V3 10 10 ¥3 10 10 V3
W v v T s 8
ou ainda
10p Y3, 100 J3 100 48
' B i "2 T 498 2
ou ainda
-
100 ?(1+ 2 + 15 +...)

cuja parte entre parénteses € uma serie geometrica de
razao 1/4 cuja soma é dada por 4/3.
Dai, a soma das areas e

J3 4 20043
2 "3 3
unidades de area ou cm?.

100
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