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FUNCOES DE VARIAS VARIAVEIS: UMA ANALISE A LUZ DA TEORIA
DOS REGISTROS DE REPRESENTACAO SEMIOTICA EM LIVROS
DIDATICOS

Function of several real variables: an analysis according to the registers of semiotic
representation theory in textbooks

Resumo

As fungdes nos livros de Calculo Diferencial e
Integral apresentam diversas representacfes. No
entanto, a forma como os autores abordam cada
representacdo influencia a conceitualizagio das
fungdes de duas ou mais variaveis. Portanto,
realizou-se uma pesquisa bibliografica a fim de
investigar como os livros privilegiam o estudo de
funcdo de duas ou mais variaveis a luz da Teoria
de Registros de Representacdo Semiotica, de
Raymond Duval. A escolha dos livros de Célculo
se deu por meio de um pequeno estudo das
ementas dos cursos de Matemaética de faculdades
do Tridngulo Mineiro que se mostraram mais
relevantes quanto a formagdo inicial,
apresentando um grande impacto social na
regido. Os resultados apontaram que livros com
mais registros de representacbes de funcédo
implicam mais coordenagBes entre esses
registros, atividade necessaria para a apreensao
dos objetos matematicos.

Palavras-chave: Fung¢Bes de vérias varidveis
reais; Teoria dos Registros de Representagdo
Semid6tica; Livro didatico.

Abstract

The functions in the Differential and Integral
Calculus books have different representations.
However, the way the authors approach each
representation influences the conceptualization
of the functions of two or more variables.
Therefore, a bibliographic research was carried
out in order to investigate how books privilege
the study of the function of two or more variables
in the light of Raymond Duval's Semiotic
Representation Records Theory. The choice of
Calculation books was made through a small
study of the menus of the Mathematics courses at
colleges in the Tridngulo Mineiro that were more
relevant in terms of initial training, presenting a
great social impact in the region. The results
showed that books with more records of function

Leandro dos Santos Vieira

Rogério Fernando Pires

representations imply more coordination
between these records, an activity necessary for
the apprehension of mathematical objects.

Keywords: Function of several real variables;
Theory of Semiotic Representation Records;
Textbook.

Introducao

A abordagem das funcbes de duas
ou mais variaveis reais a valores reais
presente nos livros de ensino superior, objeto
matematico do estudo de Célculo
Diferencial e Integral, apresenta-se de
diversas formas como equacdes, superficies
no espaco tridimensional, alguns esbocos no
plano cartesiano e até mesmo em relagdes
registradas em tabelas e diagramas.

Assim, tal fun¢do com n nimero de
variaveis, que é uma regra que associa um
namero real z = f (X1, X, ... ,Xn) a n-upla (X,
X2, ... ,Xn) de nimeros reais denotando R" 0
conjunto de todas as n-uplas (STEWART,
2010, p. 824), ainda que parega exigir um
nivel mais agucado de abstracdo
matematica, podera se tornar mais
compreensivel, se essas representagdes
forem pensadas de maneira que contribuam
com 0 processo de apreensdo matematica.
Por exemplo, um paraboloide podera ser
mais bem compreendido, se suas
representacbes na forma de registro de
equacdo x2+y2-z=0 e de esboco dessa
superficie  parabdlica no R3 forem
trabalhadas de maneira coordenada.

Nesse caminho, os livros didaticos
para o ensino superior deveriam justificar a
aprendizagem de fungdo favorecendo
processos cognitivos (DUVAL, 2012b) que
levam a aprendizagem do objeto matemaético
por meio de suas representacbes em
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diferentes registros. Contudo, surge o
seguinte questionamento: Como  esses
livros, de fato, privilegiam as diversas
representacdes de funcdes (de duas ou mais
variaveis reais a valores reais) de acordo
com a Teoria dos Registros de
Representacdo Semidtica?

Delimitando um pouco mais esse
cenario, fez-se necessario um breve estudo
que justificasse a selecdo dos livros que
seriam analisados. Essa  pequena
investigacdo culminou na selecdo dos
seguintes livros: Calculo diferencial e
integral: (a) a 6.2 edicdo do livro Calculo, v.
2, de James Stewart; (b) a 12.2 edi¢do do
livro Calculo, v. 2, de George B. Thomas; e
(c) a5.2edicdo do livro Um curso de calculo,
v. 2, de Hamilton Luiz Guidorizzi.

Logo, esta pesquisa possibilitou
conhecer a proposta de ensino (de funcéo de
n variaveis) de cada autor, tendo como pano
de fundo a Teoria dos Registros de
Representacdo Semiotica. No decorrer deste
estudo, os autores se sentiram seguros ao
dizer que ha obras que se sobressaem em
relacdo as demais, privilegiando de maneira
positiva o estudo de funcéo (de n variaveis)
a luz da Teoria dos Registros de
Representacdo Semibtica — por apresentar
uma diversidade maior de registros desse
tipo de funcéo.

As funcdes e suas representacdes em
diferentes registros semioticos

Quando se olha para a fungdo como
objeto matematico, percebe-se que ela se
encontra em varios campos da Matematica e,
também, em outras ciéncias. E o principal
objeto de estudo da Anélise Funcional, esta
presente, como as varidveis das equagdes
diferenciais, no célculo numérico dos erros e
aproximacdes quanto ao comportamento de
fungdes reais, nas cléssicas ideias de
movimento, velocidade e aceleracdo da
Fisica, e suas relacGes e operacfes também
s&o objetos de estudo da Algebra, além de
também aparecer na Estatistica e Ldgica
Matematica.

Note que o0s exemplos citados
podem ser considerados funcdo, porque
temos regras de conformidade para isso, tais
como as definigdes. A definicdo de fungdo
de duas ou mais varidveis reais a valores

reais, como entendemos hoje, levou séculos
para ser delimitada e convencionada. A
Fisica teve um papel primordial, uma vez
que cada definicdo de funcdo a época foi
aprimorada ou estendida de acordo com
problemas fisicos que assombravam o0s
académicos do passado. As nocles de
Algebra e simbologia de Viéte (1540-1640)
que fizeram as fungbes ganhar espago ha
Algebra, tal qual as curvas da Geometria
Analitica vindas de Descartes (1596-1650) e
Fermat (1601-1665), impulsionaram as
funcbes como uma linguagem mais
apropriada para representar modelos e
problemas fisicos (ROQUE, 2012).

Portanto, segundo Ponte (1992), a
origem da definicdo moderna de funcéo esta
relacionada a trés elementos principais dos
séculos XVII e XVIII: (a) a Aalgebra,
carregando aspectos importantes como
simplicidade e rigor, permitindo a
manipulacdo de expressdes analiticas e
condensando em si uma grande quantidade
de informacGes; (b) a geometria, sendo a
base  fundamental e de intuitiva
representacdo; e (C) a conexdo com 0S
problemas concretos do mundo fisico,
associada a ideia de regularidade,
proporcionando a motivacdo fundamental e
interesse pelo estudo das familias de
funcdes.

Assim, o0 estudo e a pesquisa de
funcdo desde seus primdérdios sdo
inseparaveis de pelo menos duas de suas
representacdes, e que a associacdo entre
curvas e expressdes algébricas se revelou tdo
bem-sucedida no passado que ainda hoje tem
papel essencial na pratica da Matematica
atual (PONTE, 1992).

Uma das explicacdes dessa relagédo
exitosa pode ser evidenciada pela Teoria dos
Registros de Representacdo Semidtica, de
Raymond Duval. E sabido que a Matematica
exige muita abstracdo, uma vez que seus
objetos de estudo ndo sdo “palpaveis” como
nas outras ciéncias. Felizmente, esses
mesmos objetos podem ser apresentados de
formas diferentes um do outro (usando
ferramentas matemaéticas adequadas). Ao
usufruir dessa premissa, a compreensao do
objeto matematico se torna menos
complicada, do ponto de vista cognitivo.

De acordo com essa teoria, as
representacdes mentais (que é tudo o que
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vem a mente quando se pensa no objeto
matematico ja aprendido) dependem das
chamadas representacGes semidticas (que
s80 0s registros ndo mentais confeccionados
conforme regras matematicas — as equacoes,
as tabelas, as curvas e gréficos etc. — que um
objeto pode ter). Em outras palavras, um esta
relacionado ao campo mental com a
capacidade de interiorizar 0 objeto
matematico em sua totalidade ou maior parte
— Noesis, e 0 outro no campo fisico, com o
ato de confeccionar e fazer relacdes com
registros de representacbes semidticas —
Semiosis.

Segundo Duval (2011), os registros
de representacdo de um objeto matematico
podem ser classificados em discursivos —sdo
aqueles que apresentam uma linearidade
fundamentada na sucessao para a producao,
apreensdo e organizacao de expressdes, por
exemplo, a lingua materna (oral ou escrita) e
as escritas simbolicas  (sistema de
numeracao, escrita algébrica e lingua formal
da propria Matematica; e nao discursivos —
gue remetem a uma apreensdo simultanea de
uma organizacdo bidimensional, por
exemplo, gréaficos cartesianos, diagramas e
tabelas.

Uma justificativa para se mobilizar
ou poder mobilizar mais de uma
representacdo de um mesmo objeto durante
a aprendizagem € para nao correr o risco de
confundi-los com o préprio objeto — mas nao
é a Unica. Em sua teoria, Duval (2012b) traz
mais trés respostas.

Antes de invocar essas trés
respostas, é preciso entender melhor a
semiosis: de acordo com Duval (2012b),
para que um sistema semiotico possa ser um
registro de representacao semictica, ele deve
permitir trés atividades cognitivas distintas:
a formacdo (que diz respeito a representar
por meio de algum registro usando as regras
do proprio sistema semiético, a fim de que
possa ser reconhecido); o tratamento
(tangente  aos  tratamentos  internos
realizados em cada registro, apropriando das
regras e leis de seu sistema semidtico); e a
conversdo (unicamente a mudanca de um
registro a outro equivalente num outro
sistema semiotico).

Assim, a mobilizacdo/coordenacdo
de vérios registros de representacdo
semidtica € necessaria porque (1) ha

possibilidade de trocar de registro desde que
0 NOVO Seja menos custoso no tocante ao
tratamento;  (2) 0s  registros  se
complementam entre si na tarefa de
representar a totalidade do objeto; e (3) a
conceitualizacdo dos objetos depende da
coordenacéo entre registros.

No entanto, apesar da defesa pela
coordenacdo de multiplos registros de
representacdo  semidtica na atividade
matematica, ainda existem certos
inconvenientes que levam ao isolamento de
representacbes ou a  compreenséo,
monorregistro dos objetos. Frege (1971,
apud DUVAL, 2012a) introduziu uma
importante distin¢do entre significacdo, que
depende do registro escolhido, e referéncia,
gue necessita do objeto a ser representado.
Assim, a possibilidade de troca entre duas
expressdes referencialmente equivalentes (a
conversao na literatura de Duval) fica sujeita
a certos fendmenos.

De acordo Duval (2012a), a
conversdo ocorre por dois caminhos:
significacéo e referéncia. Para ele, a troca de
uma expressao referencialmente equivalente
por outra de igual referéncia, visando apenas
0 objeto, é diferente da troca objetivada por
sua significacdo. Esses dois caminhos estdo
sujeitos exclusivamente ao que Duval
(2012a) chama de congruéncia ou néo
congruéncia semantica.  Assim, duas
expressoes (referencialmente equivalentes)
podem ser ou ndo ser semanticamente
congruentes. O gue comanda essa dualidade
sd0 0s custos cognitivos de tratamentos
internos presentes em cada registro de
partida — quanto mais custoso, mais se
aproxima da ndo congruéncia.

Nesse interim, no que tange as
conversdes realizadas partindo de equacdes
(registro algébrico) para graficos cartesianos
(registro gréafico) e vice-versa, Duval (2011)
indica trés abordagens que interferem
bastante no processo de compreenséo, que
sdo as abordagens ponto a ponto, extenséo
de tracado e a interpretacdo global das
propriedades figurais.

A primeira abordagem consiste em
associar um par de nimeros a um ponto no
plano que esteja relacionado com a
expressao algébrica que representa a funcao,
e, a partir de um conjunto de pontos obtidos,
tracar o grafico limitando-se ao conjunto de
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pontos. Ja a segunda corresponde as
atividades de interpolacdo e extrapolacdo
que se apoiam em aspectos produtores ou
redutores das representacbes gréficas; a
interpretacdo ndo se limita mais a um
conjunto finito de pontos, como a
abordagem anterior, ela permite a analise em
intervalos entre os pontos, porém ela ndo
possibilita uma analise limitada aos dados do
tracado, e ndo das variaveis visuais
pertinentes da representacdo  grafica.
Finalmente, a abordagem de interpretacdo
global das propriedades figurais considera a
andlise das varidveis visuais pertinentes da
representacdo grafica e suas relagcGes com as
unidades significantes da representacdo
algébrica. Ela viabiliza uma anélise de
congruéncia entre os registros, o que torna a
conversdo nos dois sentidos congruentes e
auxilia no processo de interpretacdo e
compreensao.

O exposto anteriormente ndo indica
que a ndo congruéncia é danosa a
aprendizagem, pelo contrario, ndo deve ser
evitada. Contudo, processo de conversdo é
guiado pela referéncia, condicdo necessaria
para que haja sentido no pensamento natural:
a continuidade semantica e associativa entre
as expressdes a serem  substituidas
(DUVAL, 2012a). Logo, 0s sujeitos em
aprendizagem em suas trocas optam pelos
registros cujos tratamentos internos sao mais
econdmicos, o que implica, na maioria das
vezes, conversdes congruentes.

Seja pela economia de tratamento ou
pelo fato de alunos ndo enxergarem ligagoes
de um registro a outro referencialmente
equivalente, a atividade matematica nao
deve ser privada da apreensdo conceitual dos
objetos, uma vez que muitas conversdes no
campo da Matematica sdo ditas nao
congruentes.

A pesquisa nos livros de Calculo

Com base nas leituras
metodologicas, este trabalho atribui a si o
carater de pesquisa bibliogréafica e tomou-se
como base a definigdo de Fachin (2003), que
considera tal modalidade como a unido de
conhecimentos em producdes humanas com
a finalidade de pesquisar tal assunto em prol
do saber.

Apesar de a questdo de pesquisa ter
o pronome relativo “como” denotando uma
resposta mais subjetiva e que se concorda
com as consideracdes de abordagem
qualitativa de Creswell (2010), ao dizer que
esse tipo de pesquisa emprega diferentes
estratégias de investigagdes de dados de
textos e imagens fundamentalmente
interpretativas, ndo pressupde uma negacao
aos dados quantitativos:

[...] 0S investigadores
qualitativos  dispdem-se  a
recolha de dados quantitativos
de forma critica. Nao é que os
ndmeros por si s6s ndo tenham
valor. Em vez disso, o0
investigador qualitativo tende a
variar 0  processo  de
compilagdo na sua cabeca
perguntando-se o que é que 0s
nimeros dizem acerca das
suposi¢des das pessoas que 0s
usam e os compilam [...]. Os
investigadores qualitativos sdo
inflexiveis em ndo tomar os
dados quantitativos pelo seu
valor  facial (BOGDAN;
BIKLEN, 1994, p. 195).

Assim, uma investigacéo
guantitativa respeitando os limites do estudo
(qualitativo) proposto também se fez
presente neste trabalho. Assim, as etapas
metodoldgicas que serdo narradas a seguir
seguem o fluxograma representado na
Figura 1.

Figura 1 — Fluxograma metodoldgico da pesquisa

Primeira etapa I |

« investigacéo e estudo sobre
livros a serem selecionados e
justificados

Segunda etapa I Terceira etapa I
Selecéo de conteldos e « Analise das representacées
coleta de dados de fungdes, presentes nos
dados coletados

Fonte: Arquivo dos autores
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No comecgo desta pesquisa, houve
um momento em que foi preciso decidir
quais livros didaticos seriam utilizados nesta
investigacdo. Pensou-se, entdo, em buscé-los
nas ementas de cursos de ensino superior que
ofereciam a disciplina de Célculo em sua
grade curricular e selecionar algumas obras.
Entretanto, o que justificou esta investigacao
foi o fato de, se as faculdades tém certa
relevancia em relagdo a formacdo de
professores de Matemaética e matematicos na
regido do Tridngulo Mineiro, supor que as
ementas de suas disciplinas (que abordam o
contetdo de fungdes de duas ou mais
variaveis) estdo bem estruturadas — o que
contribui para uma boa formagdo desses
egressos.

Atendendo ao critério de que a
instituicdo deveria ser publica e oferecer o
curso de Matematica (licenciatura ou

bacharelado), foram escolhidas duas
universidades, quais sejam: a Universidade
Federal de Uberlandia (UFU) e a
Universidade do Tridngulo  Mineiro
(UFTM).

Com essa estratégia, as ementas de
cinco cursos foram analisadas, trés de
licenciatura e dois de bacharelado em
Matematica. Assim, foram selecionados os
cursos oferecidos na Faculdade de
Mateméatica (FAMAT - UFU), em
Uberlandia, do Instituto de Ciéncias Exatas
e Naturais do Pontal (ICENP — UFU), em
Ituiutaba, e do Instituto de Ciéncias Exatas,
Naturais e Educacdo (ICENE — UFTM), em
Uberaba. O quadro a seguir mostra a relacéo
de obras de Célculo (que trazem o contetdo
de funcbes de duas ou mais variaveis) nos
cursos de Matemaética das trés instituicoes
mencionada.

Quadro 1 — Obras mencionadas nas ementas dos cursos de Matematica

Moda- Nome da Bibliografia presente nas ementas
lidade disciplina
[1] BOULOS, Paulo. Introdugéo ao calculo. Sdo Paulo: Edgard Blucher, 1974. v. 2.
[2] GUIDORIZZI, Hamilton Luiz. Um curso de célculo. Sao Paulo: LTC, 2001. v. 2.
[3] LEITHOLD, Louis. O célculo com geometria analitica. Sdo Paulo: Harbra, 1994. v. 2.
| Licen- Célculo [4] BASSANEZI, Rodney Carlos. Ensino-aprendizagem com modelagem matemética. Sdo Paulo:
c ciatura Diferencial e Contexto, 2002. , .
E Integral Il [5] THOMAS, George B. Calculo. Sao Paulo: Addison Wesley, 2009. v. 2.
N [6] SIMMONS, George F. Calculo com geometria analitica. Sdo Paulo: Makron Books, 1987. v.
P 2.
, James. Célculo. Séo Paulo: Thomson Learning, VL2,
7] STEWART, J Célculo. Séo Paulo: Th L. ing, 2005. v. 2
[8] MORETTIN, Pedro A. Célculo: fungdes de uma e varias variaveis. Sdo Paulo: Saraiva, 2003.
Bacha- Célculo
relado Diferencial e
Integral I
[1] STEWART, James. Célculo. 6. ed. S&o Paulo: Cengage Learning, 2009. v. 2.
[2] THOMAS, George B. Calculo. 11. ed. Sdo Paulo: Addison-Wesley, 2002. v. 2.
, Hamilton L. Um curso de célculo. 5. ed. Rio de Janeiro: Livros Técnicos e
3] GUIDORIZZI, Hamilton L. U de célculo. 5. ed. Rio de Janeiro: Li Técni
I Cientificos, 2001. v. 2.
c Caleulo [4] AVILA, Geraldo. Célculo das fungBes de varias varidveis. 7. ed. Rio de Janeiro: LTC, 2006.
E Licen- Diferencial e [5] GONCALVES, Mirian Buss; FLEMMING, Diva Marilia. Célculo B: fungdes de véarias
N ciatura Intearal NI variaveis, integrais multiplas, integrais curvilineas e de superficie. 2. ed. Sdo Paulo: Pearson
E 9 Prentice Hall, 2007.
, Hamilton L. Um curso de célculo. 5. ed. Rio de Janeiro: Livros Técnicos e
6] GUIDORIZZI, Hamilton L. U de célculo. 5. ed. Rio de Janeiro: Li Técni
Cientificos, 2001. v. 3.
[71 MUNEM, Mustafa A.; FOULIS, David J. Calculo. Rio de Janeiro: LTC, 1982. v. 2.
[8] LEITHOLD, Louis. O calculo com geometria analitica. 3. ed. Sdo Paulo: Harbra, 1994. v. 2.
[1] GUIDORIZZI, Hamilton L. Um curso de célculo. Séo Paulo: LTC, 1988.v. 2 e 3.
E Licen- [2] THOMAS, George B. Célculo. Sdo Paulo: Addison-Wesley, 2002. v. 1 e 2.
A ciatura calculo [3] BOUCHARA, Jacques et al. Calculo integral avancado. Sao Paulo: EAUSP, 1999.
M Diferencial e [4] WILLIANSON, Richard E.; CROWELL, Richard H.; TROTTER Hale F. Célculo de fungdes
A Integral 3 vetoriais. Sdo Paulo: LTC, 1974.v. 1e 2.
T Bacha-
relado

Fonte: Fichas de disciplina e ementas dos cursos de Matematica do ICENP, FAMAT e ICENE

Desse quadro identificaram-se trés
livros em comum, em pelo menos dois
cursos. Séo eles: a 6.2 edigdo do livro
Célculo, v. 2, de James Stewart; a 11.2 edi¢do

do livro Célculo, v. 2, de George B. Thomas;
e a 5.2 edicdo do livro Um curso de calculo,
v. 2, de Hamilton Luiz Guidorizzi. No
entanto, ndo foi possivel ter acesso a 11.2
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edicdo do livro de Thomas, o que levou a
obtencdo da edi¢do sequinte da mesma obra.

De posse dos livros, foi necessario
delimitar quais dados seriam passiveis de
analise. Como deveriam ser presentes em
ambas as obras, os conteudos selecionados
foram organizados de acordo com o seguinte
quadro:

Quadro 2 — Contetdos comuns selecionados
para andlise presentes nos livros

Funcdes de duas ou mais variaveis
Fungéo de duas variveis Grafico de fungéo

Curva de nivel
Superficie de nivel

Funcéo de trés varidveis

Fonte: Arquivo dos autores

Assim, a analise fundamentou-se na
Teoria dos Registros de Representagédo
Semiotica e nos fendmenos de congruéncia
e ndo congruéncia semantica.

Os livros analisados e seus registros
semioticos de funcéo

Nos trés livros didaticos
investigados, as funcdes de duas ou mais
variaveis sdo representadas em diferentes
registros semioticos. A analise considerou
apenas as segOes dos livros em que se
abordaram as fungfes de duas ou mais
variaveis. Assim, ficou compreendida a
analise das péaginas 147-162 do livro Um
curso de célculo, v. 2 (GUIDORIZZI, 2001);
das paginas 814-828 do livro Calculo, v. 2

(STEWART, 2010); e das paginas 209-217
do livro Célculo, v. 2 (THOMAS, 2012).

O Quadro 3 mostra a relagdo de
registros apresentados em cada livro.

Quadro 3 — Tipos de representacfes discursivas
e ndo discursivas nas obras investigadas

Obra Representacdes presentes

= Registro de lingua natural

= Registro de sistema de escrita
simbolica

Guidorizzi; = Registro numérico

Stewart e | = Registro cartesiano de gréfico de

Thomas funcéo

= Registro cartesiano em curva ou
superficie de nivel

= Registro em diagrama

= Registro tabular

Stewart

Fonte: Arquivo dos autores

Em seguida, quantificaram-se as
possiveis formas de tratamento e conversées
encontradas nos exemplos e exercicios dos
livros. Como as conversdes se mostram mais
triviais em sua identificacdo, a quantificacéo
de tratamentos necessitou de mais atencao.
Dessa forma, fez-se uso de um quadro
(Quadro 5) com os possiveis tratamentos
adotados em cada registro de fungdo nas
atividades e exemplos dos livros.

Os resultados das quantificacdes
foram reunidos na tabela 1.

Tabela! 1 — Relagdo entre tratamentos e conversdes de cada obra

Livro/Autor Exemplos(f) Exercicios(f)
Ne % T % c % No % T % c %
Guidorizzi 21 100 9 429 13 571 | 25 100 11 44 14 56
Thomas 5 100 2 40 3 60 80 100 18 225 62 775
Stewart 15 100 2 133 13 87 | 75 100 13 173 62 827
Fonte: Arquivo dos autores
Percebe-se que, apesar de 0 nimero exercicios respectivamente — 0 que é

de convers@es ser maior que o de tratamento
em todas as obras, o livro de Stewart se
destaca pela possibilidade de ter quase 87%
e 83% de conversdes nos exemplos e

razoavel ter, em razdo de sua natureza de
planejar que as fungdes sejam representadas
por diferentes registros semioticos, de
acordo com a Figura 2 a seguir.

L (f: frequéncia, C: possibilidade de conversdes, T: SO realizou tratamentos, %: porcentagem).
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Figura 2 — Imagem do livro Célculo, v. 2

vista diferentes:
= verbalmente
= numericamente
= algebricamente

@ visualmente

Nesta se¢iio estudaremos as fungdes de duas ou mais varidveis sob quatro pontos de

(pela descricio em pulavras)
(por uma tabela de valores)
(por uma térmula explicita)

{por um griifico ou curvas de nivel)

Fonte: Stewart, 2010, p. 815

Das conversdes guantificadas a obra
de Stewart se destaca por ser a Unica que
apresenta relagdes usando tabela, linguagem
simbdlica e numérica. Os livros restantes
abordam as tradicionais conversdes entre
registros gréficos e algébricos. Num paralelo
histdrico, assim como no passado (hem tao
distante assim), essa configuracdo se
mostrou muito bem-sucedida, sendo uma
articulacéo necessaria para 0
desenvolvimento  de  propriedades e
conceitos ligados a definicdo de funcdo.
Concorda-se com Duval (2012b) no sentido
de que o progresso dos conhecimentos é
sempre acompanhado da criacdo e
desenvolvimento de sistemas semiéticos que
mais ou menos coexistem entre eles.

Um claro exemplo é quando se quer
analisar o comportamento de funcbes reais
de trés variaveis na sua representacdo
grafica. Como esse tipo de funcdo tem
grafico na quarta dimensdo, a Unica maneira
de verificar seu comportamento é pelas
superficies de nivel, no espaco.

Embora sejam necessarias, essas
conversbes sS40 em sua maioria nao
congruentes, em virtude da quantidade de
tratamentos internos realizados em um
registro de partida antes que se obtenha o
registro de chegada. Como o contetdo de
funcdo de duas ou mais varidveis é destinado
ao ensino superior, pressupfe-se que 0
sujeito em aprendizagem ja tenha adquirido
uma ampla bagagem em apreensdo
conceitual e tenha tido contato com diversas
representacdes de funcdo. Assim, mesmo
que tais conversdes ndo sejam congruentes,
a substitutividade entre essas expressdes
referencialmente  equivalentes  torna-se
necessaria e talvez corriqueira no estudo de
Célculo. Nao existe outra maneira de

conceitualizar as funces de duas ou mais
varidveis sendo pelo enfrentamento do
fendmeno da ndo congruéncia semantica.

A coordenacéo entre 0s registros de
representacdo em Calculo

Apesar de a conversdo representar
um salto entre duas redes semanticas, essa
atividade, por si s6, ndo tem importancia real
para a compreensdo dos objetos (DUVAL,
2012a). Deve haver certa articulacdo entre
multiplos registros, o que justifica a grande
variedade de registros semiéticos de
referéncia a um mesmo objeto. Nesse
sentido, nos trés livros analisados,
selecionaram-se um  problema  de
congruéncia e trés problemas de néo
congruéncia.

O primeiro problema de
congruéncia é relacionado a conversdo
especifica entre registro numérico e registro
tabular. Para analise de congruéncia, é
essencial a discriminacdo de unidades
significativas de cada registro, bem como
examinar as transformagdes internas
necessarias para a mudanca de registro.

Nessa atividade, a conversdo parte
da tabela para um registro numérico (vide
Figura 3). Note que a primeira linha e a
primeira  coluna fazem o  papel
respectivamente dos eixos x e y do plano e a
localizagdo dos pontos ganha uma nova
roupagem. O cruzamento das linhas e
colunas corresponde a um ponto especifico,
gue determina o valor da fungéo f ou relagéo
entre temperatura e vento. A volta desse tipo
de registro também é congruente, pois é
realizada praticamente de maneira imediata.
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Figura 3 — Exemplo de conversdo congruente

Velocidade do vento (kmvh)

6 | 70 | 80 ‘

40 50

» o

Temperatura real (°C)
|

~40

Por exemplo, a tabela mostra que, s¢ a temperatura ¢ —5 °C ¢ a velocidade do vento,
50 knvh, entdo subjetivamente parecerd tio frio quanto uma temperatura de cerca de —15°C
sem vento. Portanto.

[(—5,50) = —15

Fonte: Stewart, 2010, p. 816.

Na Figura 4, a primeira questdo pede
que se localize o valor da fungdo no ponto
dado. Perceba que ndo hé tantos tratamentos
internos para que seja feita a mudanca de
registros: é uma conversao menos trabalhosa
ou com custo cognitivo baixo.

Figura 4 — Exemplo de conversao congruente

TABELA 3 Temperatura aparente como fungio

da temperatura ¢ da umidade
Umidade relativa (%)

20 30 40 50 60 70

Temperatura real

10

(a) Qual ¢ o valor de £(35, 60)7 Qual € o seu significado?
(b) Para que valor de & temos f (30, /) = 367

427

{¢) Para que valor de T'temos f (7, 40)

Fonte: Stewart, 2010, p. 825

A proxima figura mostra a
construcao de um paraboloide.

Figura 5 — Exemplo de conversdo ndo
congruente

EXEMPLO 5. Esboce o grifico de f (x, y) = 22 + 2.

Solugdo

- . s 4 x=0
Aintersegio do grifico de fcom o plano x = 0 é a pardbola { 2 localizada no iy,
z2y% o

yz. Por outro lado, a intersegdo do grifico defcom o plano z = ¢ (¢ > 0) é a circunfergng
’ i

=c

2 2 de centro no eixo z e localizada no plano z = ¢. Assim, o grifico &
{‘, iz p grifico de £¢ g,
: § . x=0 -
tido girando, em torno do eixo z, a pardbola J2- (Por qué?)

Fonte: Stewart, 2010, p. 825

A mudanca antes de ser realizada
requer algumas transformacGes internas,
ainda no registro algébrico. Perceba que,
como o sujeito ndo conhece o grafico de f,
ele vai registrando o comportamento da
funcdo nas interse¢Ges com os eixos — logo,
isso devolve equacdes ja conhecidas de
parébolas. A Gltima analise € a relagdo de as
curvas de niveis serem todas circunferéncias
— 0 que significa que as parabolas estdo
girando em torno do eixo z. Aqui ndo ha o
tratamento grafico de ponto a ponto, mas sim
de extens&o do tracado (DUVAL, 2011), que
foi a revolugdo das parabolas. A quantidade
de transformagdes internas tornou a
construcdo desse grafico uma conversdo ndo
congruente: atividades dessa natureza nao
sdo feitas de imediato.

A volta dessa atividade também nao
seria congruente — seriam feitos cortes na
superficie analisados um a um, um trabalho
reverso. As superficies de revolugdo
apresentam um bom comportamento, porém
ha superficies que tornariam a conversdo de
grafico para equagdo bem trabalhosa,
elevando o custo cognitivo de tal atividade.

Outra converséo recorrente aos trés
livros foi a de esbogar os dominios de
funces, de acordo com as seguintes figuras:
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Figura 6 — Exemplo de conversdo ndo congruente

1)/ !

EXEMPLO 3. Represente graficamente o dominio da fungio f dada por
foy=Jy—x+1-y.
Solugao
O dominio de f ¢ o conjunto de todos os pares (x, y),comy —x =0 ¢
l=y=0:Ds={(x ) ER Iy =xey=1).
y=x

Nos Exercicios 5-12, encontre ¢ esboce 0 dominio
S fx,y) Vy X
6 flx.y) = In(x* +y* - 4)
(x = I}y + 2)
7. flx,y) = ——m——
(O x)y x7)
sen (xy)
8 flx,y) = 5——g—
x'+y =25
9. flx,y) = cos”' (y = x%)
10. fix,y)=In(xy +x~—) 1)
1L flx,y) Vix=4)y"-9)
1
12. flx,y) 5 ;
In(4 — x* - y°)

Fonte: Guidorizzi, 2009, p. 148 (a esquerda), e Thomas, 2012, p. 215 (a direita)

Figura 7 — Exemplo de conversdo néo
congruente

defix.y) = xIn(y*

chy =0

Dominio de f(x,y) =

FIGURA 2

Fonte: Stewart, 2010, p. 816

Nesses trés exemplos, vé-se o0 custo
cognitivo semelhante ao de eshogar um
grafico cartesiano. O que antecede a
mudanca de registros sdo tratamentos
internos algébricos para se determinar o
comportamento das fungbes. Feito isso, a
figura é esbocada no plano. Aqui, observa-se
0 que Duval (2009) chama de abordagem de
interpretacdo  global de propriedades
figurais. As propriedades graficas agora sdo
analisadas como um todo, e é explicitada a
correspondéncia  com  0S  registros
algébricos: a equacdo corresponde ao
tragado da curva, os pontos de dominio séo
0s que satisfazem a equacdo, o plano é todo
0 R2 etc. No entanto, antes de proceder a
essas correspondéncias, foram necessarias

algumas transformagfes — o0 que o0s
caracteriza como uma coOnversao nao
congruente

Por fim, a Figura 8 traz a néo
congruéncia no estudo das curvas de nivel,
também analogo as superficies de nivel.

Figura 8 — Exemplo de conversdo néo
congruente

EXEMPLO 12 E:

(a) Mapa de contormo (1) Cortes horizontais sio curvas de pivel elevadas

Fonte: Stewart, 2010, p. 816

Aqui, as transformagdes para se
obterem curvas ou superficies seguem
passos algoritmizados, que é igualar o valor
da fungdo a uma constante real, deixando a
nova equacdo com uma dimensdo grafica a
menos. Encontrada a familia de equacdes,
parte-se para ao esbo¢o de algumas curvas
ou superficies. Nesse tipo de atividade,
também é feita uma interpretacdo global das
propriedades das figuras, com relagdo a
familia de curvas ou superficies e ao grafico
da funcdo original. Por exemplo, quando se
esta com dificuldade de representar um
grafico de funcdo, pode-se analisar seu
comportamento por meio das curvas de
nivel. Curvas muito préximas significam
crescimento da funcdo, picos ou vales.
Curvas distantes uma da outra podem
significar uma superficie estavel etc.

No entanto, apesar de algumas
conversdes entre registros discursivos e ndo
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discursivos ndo apresentarem congruéncia
semantica, elas sdo necessarias para que haja
a coordenacdo entre esses registros. Se ela
ndo ocorre, a conceitualizagdo pode
acontecer, porém fica restrita a um unico
registro, e a aprendizagem perde parte de seu
significado — 0 que ndo é uma alternativa
viavel.

Considerac0es finais

A conceitualizagdo, segundo Duval
(2012a), repousa na coordenagdo de pelo
menos dois registros semidticos, uma vez
que estes podem ser parciais em relacdo ao
objeto representado, e 0 contato com
diversas representacdes leva a
complementaridade dos registros. Portanto,
eis a defesa pela articulacdo entre registros
por meio de atividades que favorecam a
conversdo.

Outrossim, a historia da Matematica
mostra-nos que foi a articulagdo que
permitiu o desenvolvimento e o progresso do
conceito de funcdo por meio de registros
discursivos e ndo discursivos. Assim, 0S
registros algébricos e graficos tornam-se
indissocidveis, uma vez que ambos
coexistem entre si, de forma a se
complementarem.

A maioria das atividades analisadas
nas secOes acerca do conteido de funcédo de
duas ou mais variaveis dos livros contempla
0 tratamento, e eles na grande maioria das
vezes sdo exigidos nos registros simbélicos
(algébricos). As conversfes, que em maior
parte sdo das equacOes para registros
gréaficos, apresentaram o fenbmeno de nédo
congruéncia semantica. No entanto, esse
fendmeno ndo pode pér em risco a ndo
coordenacdo de diferentes representacdes,
fundamental a atividade cognitiva noesis.

No tocante aos livros, aponta-se que:
(i) o livro Célculo, v. 2, de Stewart, foi o
Gnico que evidenciou a importancia de
representar as  fungbes em  mais
representacdes da habitual dupla de registro
gréafico/algébrico, bem como somente ele
trouxe a tona registros em tabela. Assim, isso
implica mais conversdes em suas atividades,
0 que ndo torna timida a articulagdo entre
esses registros para 0 entendimento de
funcdo de duas ou mais varidveis em seus
exercicios propostos; (ii) o livro Um curso

de calculo, v. 2, de Guidorizzi, apresenta
uma proposta a fim de contribuir com o
raciocinio dedutivo (que € puramente
algébrico), essencial aos professores e
matematicos. Toda essa algebrizacdo tira o
protagonismo das representacdes diferentes
de funcdo; e (iii) o livro Célculo, v. 2, de
Thomas, e a obra de Stewart oferecem um
artificio de sugerir articulacbes entre
registros n&o discursivos e discursivos
usando softwares de computador para plotar
gréficos, atividades em que a interpretacdo
global de propriedades dessas figuras
graficas em relacdo a outros registros
importa mais que o ato de tracejar ou
localizar ponto a ponto no esbogo de um
grafico isolado.

Portanto, ao buscar as respostas para
entender a maneira como os livros de
Célculo privilegiam as diversas
representacdes de funcdes de duas ou mais
variaveis de acordo com a Teoria dos
Registros de Representacdo Semidtica,
observou-se que uma maior variedade de
registros apresentados implica diretamente a
possibilidade de coordenacbes entre eles,
pois mais conversdes sdo propostas.

Ademais, considera-se que ndo ha
livro melhor ou pior quanto ao ensino de
funcdes de duas ou mais variaveis, mas sim
livros que privilegiam de maneira diferente
as representac@es de fungdo a luz da teoria
de Duval.
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