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IDENTIFICACAO E PRODUGAO DE EXPRESSOES NUMERICAS
EM SITUAGOES COMBINATORIAS POR MEIO DE ARVORES
DE POSSIBILIDADES

Identification and production of numerical expressions in combinatorial situations
through trees of possibility

Resumo

O objetivo do presente estudo foi analisar como
arvores de possibilidades podem facilitar a
identificacdo e a producdo de expressbes
numéricas em situa¢fes combinatdrias. Levou-
se em consideracdo a identificacéo, a conversdo
e o0 tratamento realizados por estudantes do 5°
ano do Ensino Fundamental, bem como o0s
invariantes das distintas situacOes
combinatérias. Os participantes responderam
um teste de sondagem antes e ap6s sessdo de
ensino na qual se trabalhou com éarvores de
possibilidades como representacGes auxiliares e
expressdes numéricas como representacdes de
chegada. Os resultados ratificaram a
congruéncia de arvores de possibilidades com
enunciados em linguagem natural e com
correspondentes expressdes numéricas. Conclui-
se, assim, que arvores de possibilidades séo
importantes  representacBes  auxiliares  na
identificacdo e na produgdo de expressdes
numéricas de situagdes combinatorias.

Palavras-chave: ldentificacdo; Conversdo;
Tratamento; SituacGes combinatdrias;
Representacdes auxiliares.

Abstract

The aim of the present study was to analyse how
trees of possibilities can facilitate the
identification and production of numerical
expressions in combinatorial situations. The
identification, conversion and treatment
performed by students in the 5th year of
Elementary School were taken into account, as
well as the invariants of the different
combinatorial ~ situations. The participants
answered a probing test before and after a
teaching session in which they worked with
trees of possibilities as auxiliary representations
and numerical expressions as arrival
representations. The results confirmed the
congruence of trees of possibilities with
statements in natural language and with
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corresponding numerical expressions. It is
concluded, therefore, that trees of possibilities
are important auxiliary representations in the
identification and production of numerical
expressions of combinatorial situations.

Keywords: Identification; Conversion;
Treatment; Combinatorial situations; Auxiliary
representations

Introducéo

O estudo da Combinatdria nos anos
iniciais do Ensino Fundamental tem sido
amplamente discutido e recomendado por
pesquisadores e em documentos oficiais.
Nos Pardmetros Curriculares Nacionais —
PCN (BRASIL, 1997) e na Base Nacional
Comum Curricular — BNCC (BRASIL,
2018), tem-se que este contetdo deve ser
introduzido no inicio da escolarizagdo, com
0 proposito de solucionar problemas de
contagem tais como “[...Jcombinagdes,
arranjos, permutagdes”(BRASIL, 1997, p.
40), e, mais especificamente, situacGes em
que se deve “[...] combinar cada elemento
de uma colecdo com todos os elementos de
outra” (BRASIL, 2018, p. 289).

Na perspectiva da Educagdo
Matematica, defende-se que situagdes
combinatorias sao desafiadoras e favorecem
0 uso de uma diversidade de representacdes
simbdlicas no ensino e na aprendizagem das
mesmas.  Justifica-se, desse  modo,
investigacbes quanto a0 uso de
representaces diversificadas na resolucdo
das diferentes situacdes da Combinatoria.

Em particular, no presente estudo,
guestiona-se: Como arvores de
possibilidades, por serem mais congruentes
com as expressdes numéricas do que outras
representaces, favorecem a identificacdo
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de expressbes que podem ser solucdo de
problemas combinatérios? Como o uso de
arvores de possibilidades, enquanto
representacdo  intermediaria, possibilita
avan¢os no desempenho dos estudantes na
resolugdo  de  diferentes  situagdes
combinatdrias?

Foram utilizadas, como base desse
estudo e para responder 0s questionamentos
supracitados, duas teorias que se
complementam, conforme defendemos. A
Teoria dos Campos Conceituais — TCC
(VERGNAUD, 1983) é a primeira dessas
teorias e a segunda é a Teoria dos Registros
de Representacdo Semiodtica — TRRS
(DUVAL, 1995). Em secdo que segue
discutimos elementos importantes dessas
teorias, utilizados nas analises realizadas,
bem como apresentamos justificativa da
pertinéncia da abordagem complementar
das mesmas.

Neste texto apresentamos uma
analise qualitativa de resultados de
Montenegro (2018). No referido estudo,
destaca-se a maior congruéncia de arvores
de  possibilidades com  expressdes
numéricas, quando comparada com a
congruéncia entre linguagem natural,

listagens e  expressdes  numericas.
Buscamos, aqui, discutir como arvores de
possibilidades possibilitam maior

identificacdo e mais facil producdo de
expressdes  numéricas em  situagles
combinatorias, as  quais  possuem
propriedades em comum, mas também
relacdes distintas.

Discussao tedrica

No que se refere a Vergnaud
(1986), sobre  campos  conceituais,
discutiremos, mais especificamente, a
importancia das situacOes, invariantes e
representacdes no desenvolvimento
conceitual. Este autor destaca que essas trés
dimensGes (S, I, R) precisam ser
consideradas simultaneamente na
construcao de conceitos.

Tomando como base o tripé
anunciado na Teoria dos Campos
Conceituais, Borba (2016) destaca quatro
situacbes combinatérias trabalhadas ao
longo da escolarizacdo bésica (produto
cartesiano, também conhecido como
produto de medidas; combinacéo; arranjo e

permutacdo); indica o0s invariantes que
caracterizam essas situacfes (escolha e
ordenacdo dos elementos e, também,
esgotamento das possibilidades), e destaca
diferentes representacBes que podem ser
utilizadas (desenho, listagem, quadro,
arvore  de  possibilidades, Principio
Fundamental da Contagem - PFC, férmula,
etc.) quando da solugdo de problemas
combinatdrios.

Nas situacbes de produto de
medidas a escolha se d& entre os elementos
de dois ou mais conjuntos e a ordem de
escolha dos elementos ndo gera novas
possibilidades. Nas situacOes de
combinagdo e arranjo a escolha dos
elementos acontece a partir de um conjunto
Unico em que sdo selecionados alguns
elementos, sendo que na combinacdo a
ordem de escolha ndo gera novas
possibilidades e no arranjo a ordenacdo
indica  possibilidades  distintas.  Nas
situagdes de permutagdo a escolha também
acontece a partir de um conjunto Unico e
todos os elementos do conjunto deverdo ser
utilizados, sendo a ordenacdo desses
elementos o que diferencia uma
possibilidade de outra. Para melhor
entendimento dos invariantes das situacdes
combinatorias, apresentamos exemplos das
distintas situacdes ao longo do texto.

Com o intuito de aprofundar a
discussdo sobre representagdes, destaca-se,
também com base na pesquisa aqui
apresentada, a teoria proposta por Duval
(1995). Este autor afirma que apenas por
meio das representacfes semioticas que é
possivel uma apreensdo conceitual, pois,
para ele “[...] ndo se pode ter compreensao
em matematica, se n6s ndo distinguirmos
um objeto de sua representacdo” (Duval,
2009, p. 14). Defende-se, assim, que seja
efetuado um trabalho envolvendo diversas
representacbes para um mesmo objeto
matematico, para que 0 objeto ndo seja
confundido com uma representacdo
especifica.

Duval (2009) enfatiza, também, que
um registro de representacdo semidtica
deve satisfazer trés condi¢Bes. A primeira
dessas condigdes é que uma representacao
precisa ser identificavel, ou seja, deve-se ser
capaz de identificar um determinado
registro como sendo representacdo de um
objeto especifico. Como exemplo dessa
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primeira condicdo, tem-se que é possivel
identificar a arvore de possibilidades como
um registro de representacdo caracteristico
de situacOes combinatorias. A
transformacdo de conversdo é a segunda
condicdo apontada, destacando-se que um
objeto matematico ndo € representado
apenas por um Unico registro de
representacdo. Desse modo, se faz
necessaria a conversdéo de um tipo de
representagdo para outro, como, por
exemplo, representar uma  situagdo
combinatéria por meio da arvore de
possibilidades e converté-la para listagem,
para linguagem natural ou para uma
expressao numérica, como a resultante da
aplicacdo do Principio Fundamental da
Contagem (PFC). A terceira condicdo é a
transformagdo de tratamento que é uma
transformacdo interna ao registro. Por
exemplo, o PFC é um registro simbolico
gue permite o calculo do nUmero de
possibilidades, portanto, um tratamento em
que sdo utilizados os simbolos (numerais)
do préprio registro.

Além disso, o autor da TRRS
enfatiza a importdncia de estudar o
fendbmeno da congruéncia entre
representacdes, pois o grau de dificuldade
de conversdo entre  registros  esta
diretamente relacionado a essa congruéncia.
Duval (2009) ressalta que o grau de

congruéncia entre representaces € um
importante aspecto a ser considerado, pois
duas representacbes podem ser mais ou
menos congruentes entre si, a depender de
critérios relacionados a correspondéncia e
univocidade semanticas, bem como a
ordem dessa  correspondéncia  nas
representacdes utilizadas.

A arvore de possibilidades, segundo
esses critérios, possui maior congruéncia
com a expressdao numérica que pode ser
utilizada na solucdo de um problema
combinatério do que a listagem, mesmo
sisteméatica, como se pode observar na
Figura 1. Na arvore, os ramos produzidos
justificam mais explicitamente a
multiplicacdo realizada, pois 0s nés iniciais
indicam o primeiro termo da expressdo
numerica  (quatro n6s na  situagdo
exemplificada) e o nimero dos primeiros
ramos indica 0 segundo termo (trés) e o
terceiro termo (dois) indica os ramos da
terceira etapa de escolha. Assim, o0s
nimeros usados na expressdo numérica
(4x3x2) estdo em correspondéncia e na
mesma ordem com as quantidades
representadas na arvore de possibilidades.
Ja na listagem, 0S critérios
(correspondéncia, univocidade e ordem) de
congruéncia com a expressao numérica ndo
sdo explicitos.

Figura 1 - Situagdo de arranjo resolvida por meio de &rvore de possibilidades e de listagem, evidenciando a maior
congruéncia da arvore com a expressao numeérica.
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que as letras se repitam?
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Edinho tem alg(;ns carrinhos e quer colacar placas neles. Ele quer usar quatro
letras (X, Y, K & W) e vai escrever trés letras em cada placa.
Quantas s#o todas as possibilidades de placas que Edinho pode fazer, sem

que as letras se repitam?
H

XY, kaw JOKS IX3X2=24

Qual a conta que resolve este problema?

HX3X2=24

Fonte: as autoras.

Duval (2011, p. 124) afirma que
“Os fenomenos de ndo congruéncia sdo
mais numerosos que os fendbmenos de
congruéncia. E isso que faz a riqueza

criadora da diversidade de registros”.
Assim, especialmente para situacbes em
gue a representacdo do enunciado em
linguagem natural ndo € congruente com
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outros  registros,  particularmente  a
linguagem matemaética, este autor propde o
conceito de representacOes auxiliares de
transicdo, pois, ‘“Para poder colocar em
evidéncia as correspondéncias regulares
entre as variagdes de enunciados [...] e as
variacBGes de conteudo no outro registro, €
preciso passar por representacfes auxiliares
de transi¢do” (2011, p. 125). Desse modo,
como o0s enunciados de problemas
combinat6rios sdo ndo congruentes com as
respectivas expressdes nhuméricas que
podem ser usadas em suas solugdes, faz-se
necessario 0 uso de representagdes
auxiliares de transicdo, tais como listas
sistematizadas e arvores de possibilidades.

Embora a conversédo de enunciados
de problemas combinatérios em expressdes
numéricas — as gquais podem representar as
multiplicagbes e divisdes necessarias para
se chegar ao nimero total de possibilidades
solicitadas — ndo seja algo facil, por conta
da ndo congruéncia entre esses registros
(linguagem natural e expressdo numeérica),
nos livros didaticos essa transformagédo é
solicitada como uma tarefa simples, em que
0 estudante deve realizar diretamente, como
atestaram Borba, Azevedo e Bittar (2016a;
2016b). Reconhecemos, entretanto, que
essa conversdo (linguagem natural -
expressao  numérica) em  situacOes
combinat6rias ndo €é simples e, assim,
defendemos a necessidade de mais
investigagOes, como a aqui relatada, sobre o
papel de representagcGes auxiliares de
transicéo.

Com base nesses pressupostos e
constatagoes, Montenegro (2018)
investigou o papel das identificacbes e
transformagdes de tratamento e de
conversao na Combinatéria em suas
diferentes situagbes, com énfase nos
invariantes  das  situagbes e  suas
representacBes. No estudo citado, as
andlises realizadas indicaram que &rvores
de  possibilidades  possuem maior
congruéncia com as expressdes numéricas,
guando comparadas com as listagens
sisteméticas, em todos os tipos de situacoes
combinatérias. No presente texto séo
analisados  qualitativamente  protocolos
deste estudo, com o objetivo de discutir
como &rvores de possibilidades apresentam
maior  congruéncia com  expressdes
numeéricas.

Método

Em seu doutoramento, Montenegro
(2018) desenvolveu dois estudos, sendo o
objetivo do primeiro investigar a
identificagdo de representacfes, por parte
de estudantes do 5° ano de Ensino
Fundamental, na conversdo de enunciados
de situagBes combinatérias em linguagem
natural para listagem ou para arvores de
possibilidades e dessas para a expressao
numérica. No segundo estudo a autora
realizou uma pesquisa de intervencéo,
também envolvendo criangas do mesmo
ano escolar do estudo anterior, com o
objetivo de possibilitar, por parte dos
estudantes, a conversdo entre diferentes
registros  (linguagem  natural para
expressdes numéricas), utilizando como
representagbes auxiliares de transi¢do
arvores de possibilidades ou listagens
sistematicas.

Apresentamos, em seguida, analises
qualitativas de protocolos dos Estudos 1 e 2
da tese de Montenegro (2018) de 16
criangas de uma escola privada (no Estudo
1) e 39 estudantes (19 no grupo de arvore
de possibilidades e 20 no grupo de
listagem) de uma escola publica municipal
da cidade do Recife (no Estudo 2). Na tese,
a autora analisou tanto arvores de
possibilidades, quanto listagens. Neste
artigo, foi realizado um recorte, uma vez
que o objetivo é focar nas arvores de
possibilidades pela maior congruéncia
dessas com as expressdes numéricas.

Apresentacdo e andlise dos resultados
do Estudo 1

No primeiro estudo, as criangas
responderam, inicialmente, oito problemas
combinatorios, dois de cada tipo de situacéo
(arranjo, combinacdo, permutacdo e
produto de medidas) e em metade dos
problemas solicitava-se a identificagdo da
arvore de possibilidades correta para a
conversdo do enunciado apresentado em
linguagem natural e na outra metade a
identificacdo era da listagem. Em um
segundo momento, era solicitado que os
estudantes identificassem a expressdo
numérica correta para a resolucdo da
situacéo.

Alguns alunos apresentaram
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dificuldades em identificar, a partir dos
enunciados dos problemas, as
correspondentes arvores de possibilidades,
0 que reforca nossa hipotese de que esta
representacdo ndo é espontanea ou intuitiva,
mas que precisa ser ensinada. Em algumas
situacdes, 0s estudantes apontavam a arvore
de possibilidades correta, mas indicavam
uma operacdo que ndo correspondia a
quantidade de possibilidades apresentados
na arvore. Ja algumas criancas nao
identificavam corretamente a arvore de
possibilidades, mas indicavam a expressao
numeérica correta.

Apesar das dificuldades
evidenciadas por alguns estudantes, outras
criancas conseguiram identificar
corretamente as conversdes solicitadas.

Entretanto, essa conversdo ndo foi
igualmente identificada nas distintas
situacOes combinatorias (arranjos,

combinagdes, permutacdes e produtos de
medida).

Na Figura 2 tem-se um exemplo de
corretas identificacbes de conversdes em uma
situacdo de arranjo. Tanto nesse tipo de

situacdo, quanto nas de permutacdo e
combinacdo, a expressdo numerica gue pode
resolver o problema ndo utiliza diretamente
ou exclusivamente 0s ndmeros expressos, em
linguagem natural, no enunciado. Apenas em
produtos de medida os nimeros do enunciado
séo diretamente multiplicados entre si.

Desejava-se 0 levantamento do
numero de possibilidades de se obter 0 1°, o
2° e 0 3° lugar em um torneio envolvendo
quatro turmas. O estudante identificou a
primeira arvore como a correta e também
identificou a expressdo numérica correta (4
X 3 X 2), ja que havia quatro opcdes para 0
primeiro lugar no torneio, trés opgdes para
0 segundo lugar (uma vez que uma das
turmas ja obteve o 1° lugar) e duas opgoes
para o terceiro lugar (jA que duas turmas
ocuparam 1° e 2° lugares). Assim, apesar da
ndo familiaridade com a é&rvore de
possibilidades, essa crianca identificou
corretamente o registro intermediario (a
arvore), bem como o registro final (a
expressao numerica).

Figura 2 - Situagdo de arranjo em que a primeira e segunda conversdes estéo corretas.

7. Quatro tunmas do 5° ano da Escola Saber (Turma A, Turma B, Turma C e Turma D) vao
disputar um tomeio de queimado. De quantas maneiras diferentes pode-se ter o primeiro,

segundo e terceiro lugar no tomeio?
Jodo respondeu assim:

| 1ctugar 2eiugar 3 lugar

Maria respondeu assim
19lugar  2°lugar 3% lugar
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19 lugar

1lgar  lugar  3vlugar \
————
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[ 0 g C_mut &

Qual dos dois vocé acha que esta certo? _/}xo o

Qual a operacéo que vocé acha que resolve esse problema?
b)4x3+4x3=24

a) 4+4+4=12
Justifique sua resposta

TR

©)4x3=12 d)4x3x2=24\/

1 G

=% e ol 24
O

) Can
S

r? oo

Fonte: Montenegro (2018, p. 129)

Na Figura 3, tem-se um exemplo
de identificacdo de conversdes de uma
situacdo de combinacdo. Neste caso era
preciso realizar a multiplicagdo 4 x 3 x 2 e
dividir o resultado por seis, j& que na

combinagdo a ordem dos elementos néo
indica possibilidades distintas e nesse
problema os casos sdo iguais seis a seis, ou
seja, a permutacdo dos trés elementos
escolhidos.
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Destaca-se que apenas este aluno
conseguiu perceber, sem necessidade de
intervencdo, a divisdo por seis, apesar de
ainda apresentar dificuldades em entender
essa divisdo, uma vez que na justificativa
escreveu “sdo 24 possibilidades + por 6 mas
eu ndo sei onde é o 6”. Isso aconteceu
principalmente porque nas situacbes de
combinacdo a divisdo pelos casos repetidos
ndo fica evidente na expressdo numeérica.

Conclui-se, a partir dos dados do
Estudo 1, que a identificagdo dos registros
(conversdo do enunciado para &rvore e

conversao dessa para a expressdo numeérica)
é influenciada pela situagdo tratada (e seus
respectivos invariantes), sendo necessario,
portanto, a articulagdo entre a TCC e a
TRRS ao se tratar de conversdes de
situacOes combinatorias. A TRRS ressalta a
importancia da converséo e a TCC destaca
que as distintas situacbes devem ser
consideradas — e observamos, no caso do
contetdo por nos abordado, que a
conversdao varia para cada uma das
situa¢Bes combinatdrias.

Figura 3 - Situagdo de combinacdo em que a primeira e a segunda conversao estéo corretas.

v WMMMMM,TNH.MeW).Pmommum

esccla serfio trés

©s aluncs. De quantas

maneiras diferentes podem ser escolhidos esses J professores?

' Jodo respondeu assim:

Qual aos cois vocd acha que estd ceno? _ /

Q |.anvoebadnq.nmomu\u;lmbluna7
“%{ 0)413K'5=7 )4+3-3=4

7 b)4x3x2=4
3x2

Justifique sua resposte:

a4~

—

—

e

——

Fonte: Montenegro (2018, p. 121)

Esse primeiro estudo justificou a
necessidade do segundo estudo, de
intervencdo, em que a arvore de
possibilidades  foi utilizada  como
representacdo  intermediaria  entre  0s
enunciados em linguagem natural e as
expressdes numéricas. Visou-se investigar
mais o papel da &rvore como representacao
intermediéria auxiliar.

Estudo 2

No Estudo 2, os estudantes
responderam, inicialmente, um teste de
sondagem com enunciados em linguagem
natural. Solicitava-se que apresentassem
uma estratégia de resolucdo e uma
expressao numeérica para a solucdo de oito
problemas combinatorios, sendo dois de
cada tipo de situacdo (arranjo, combinacéo,
permutacdo e produto de medidas). Nesse
teste inicial, os resultados (do numero de
possibilidades solicitadas) variavam de 4 a
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24. Em seguida, as criancgas participaram de
intervencbes em que foram utilizadas
arvores de possibilidades ou listagens
sistematicas como representacdo auxiliar
para chegarem na expressdo numérica. Por
fim, responderam um teste no mesmo
formato do teste de sondagem. Neste
segundo teste visava-se verificar os avangos
obtidos depois da intervencgdo realizada. A
diferenca nesse teste final estava no nimero
total de possibilidades — que variou de 6 a
120, como objetivo de verificar quantos
estudantes conseguiriam determinar
expressdes numéricas sem o auxilio da
representacdo intermediaria, ja& que seria
impraticavel representar uma arvore com
numero muito elevado de possibilidades.

Foram analisados os desempenhos
de 19 estudantes que faziam parte do grupo
que participou da intervencdo usando
arvores de possibilidades como
representacdo  auxiliar.  Avangos em
desempenhos também foram observados no
uso de listagens sistematizadas como
representacdo auxiliar, mas, nesse caso, 0S
avancos foram menores do que com &rvores
de possibilidades.

No pré-teste, o0s estudantes
apresentaram uma média de 1,89 pontos
para o levantamento de casos (em um total
de 24 pontos possiveis, visto que 0 acerto
total de cada problema era pontuado com 3
pontos!). A média de desempenho para a
apresentacdo de uma expressdo numérica
correta?, nesse teste inicial, foi de 0,31

1 O levantamento de possibilidades foi analisado de acordo
com 0s seguintes critérios: pontuacdo 0 (zero) significava
Erro (respostas em branco ou aquelas que ndo indicavam
claramente um raciocinio combinatério na sua resolugéo); 1
ponto significava Acerto Parcial 1 (respostas com raciocinio
combinat6rio em que se apresentasse menos da metade de
possibilidades que responde o problema); 2 pontos
significava Acerto Parcial 2 (casos em que foram
apresentadas mais da metade de possibilidades, mas sem
esgotamento); 3 pontos significava Acerto Total (o total dos
pontos eram designados aqueles que conseguiam responder
corretamente 0 problema com esgotamento de todas as
possibilidades).

2A andlise para a expressio numérica que responde o
problema também foi realizada com pontuacdo de 0 a 3
pontos, sendo que O (zero) designava respostas em branco
ou que apresentavam um calculo que ndo correspondia ao
usado para responder o problema. Estudantes que escreviam
o tipo de operagdo que deveria ser realizado, mas que ndo
indicavam qual a expressdo numérica, nem a resposta
numérica, também foram classificados com 0 ponto. O
Acerto Parcial 1 era caracterizado quando os alunos
indicavam a expressdo numérica correta, entretanto erravam
o procedimento do calculo, indicando um ndmero de
possibilidades que indicava menos da metade do total. No
Acerto Parcial 2, os alunos erravam o procedimento, mas

pontos.

Esses resultados apontaram uma
grande dificuldade em responder as
situacbes combinatorias antes do processo
de intervengdo. A principal representacdo
espontaneamente utilizada pelos estudantes
foi a listagem de possibilidades. Houve
tentativas de elaboragdo de quadros como
representacdo, além de operagdes de adi¢do
e multiplicagdo e nenhum aluno usou arvore
de possibilidades no primeiro teste.

Apés a intervengdo — usando a
arvore de possibilidades como representacdo
auxiliar entre o enunciado (representacéo de
partida) e a expressdo  numérica
(representacdo de chegada) — os estudantes
avancaram significativamente em seus
desempenhos. Para o0 levantamento de
possibilidades, apresentaram uma média de
6,11 pontos e, para a expressao numeérica,
uma média de 4,57 pontos.

Grande parte dos estudantes usou,
no teste final, a arvore de possibilidades
como representacdo auxiliar, entretanto,
também houve o uso de expressfes sem a
necessidade do uso de uma representacao
auxiliar. Duval (2011, p. 130) chama
atencdo para a transitoriedade dessas
representacdes intermediarias: “Esse tipo de
representacdo auxiliar € evidentemente de
transicdo. Elas sdo abandonadas pelos
préprios alunos logo que eles compreendem,
pois sua utilizacdo Ihes parece um
procedimento lento e custoso”.

Na Figura 4, tem-se um exemplo de
producdo de arvore de possibilidades para
um problema de permutacdo, referente a
posicdo de trés pessoas (Gabriela, Leticia e
Natélia) em um sofé com trés lugares.

indicavam como resposta um nimero de possibilidades igual
ou superior & metade do total de possibilidades. Assim, os
alunos acertavam o que Vergnaud (1983) chama de calculo
relacional, mas erravam o célculo numérico; ou ainda,
tinham dificuldade no tratamento dentro do préprio registro,
como apontado por Duval (2012). Também foram
encontrados acertos parciais com generalizagdo incompleta
de possibilidades. Os 3 pontos foram designados para 0s que
indicavam a expressdo numeérica correta, seja ela por meio
de uma generalizagdo de possibilidades ou pelo Principio
Fundamental da Contagem (PFC).
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Figura 4 - Situagdo de permutacdo do pés-teste
resolvida corretamente pelo Aluno 2, por meio de
arvore de possibilidades e expressdo numérica.

3. De quantas maneias Mnm trés pessoas (Gabriela, Leticia, e Natdka) podem
sentar-se num sofé de trés lugares?

Qual a conta que resolve este problema? ©

Fonte: autoras da pesquisa

O Aluno 2 produziu uma arvore,
destacando o primeiro nd de cada ramo com
as letras iniciais de cada uma das pessoas
enumeradas no  enunciado:‘G’  para
Gabriela; ‘L” para Leticia e ‘N’ para
Natalia. Cada né inicial representa quem
sentara na primeira posicao do sofa. A partir
desta escolha, os ramos da arvore indicam o
que pode acontecer com a segunda e, em
seguida, com a terceira posicao no sofa. Como ha
trés possibilidades para a primeira posicdo e a
partir disso sobram dois assentos no sofd que,
permutando a ordem resulta em duas
possibilidades, a expressdo numérica que indica o
total de possibilidades é 3 x 2 = 6, que foi
corretamente encontrada pelo estudante.
Vemos assim que a mobilizacdo da
representacdo auxiliar intermediaria arvore
de possibilidades possibilitou que a crianca
chegasse a expressao desejada.

Esse mesmo aluno foi capaz de
utilizar, de modo diferenciado, a arvore de
possibilidades em uma situacdo de
combinagdo (como se pode observar na
Figura 5). O estudante construiu a arvore
com o0s seis nés iniciais (representando
Daniel, Bianca, Felipe, Sandra, Carla e
Francisco) e verificou que seriam 6 X 5 as
possibilidades, mas percebeu que o0s casos
repetidos precisam ser desconsiderados
(pois as duplas sdo iguais duas a duas,ou
seja, Daniel e Bianca é a mesma dupla que

Bianca e Daniel, por exemplo) e os riscou
para eliminar tais possibilidades, conforme
realizado na intervencdo. Entretanto, na
expressdo numeérica ndo dividiu por dois,
para que ndo fossem contados 0s casos
repetidos. Observou-se, assim, que, para
esse aluno, como para o0s demais, a
conversdo de arvores para expressoes
numericas se mostrou mais dificil nas
situacGes de combinacdo, do que nas de
arranjo, permutacao e produto de medidas.

Figura 5 - Situagdo de combinaco do pos-teste
resolvida pelo Aluno 2, por meio de arvore de
possibilidades correta e expressdo numeérica incorreta.

4. Seis pessoas (Daniel, Bianca, Feiipe, Sandra, Carla e Francisco) vio formar duplas
para jogar pingue-pongue. Quantas duplas diferentes podem ser formadas?

N MR |
\ | l S
- /“

Qual a conta que resolve este problema?

Fonte: autoras da pesquisa

Nos problemas da segunda parte do
pos-teste, em que 0 ndmero de
possibilidades da resposta era maior (entre
56 e 120 possibilidades), os estudantes
apresentaram melhores desempenhos na
situacdo de produto de medidas. Em alguns
casos, ndo apresentaram uma representagédo
intermediaria, indicando duas
multiplicacbes ou uma expressdo Unica,
como pode ser observado nas Figuras 6 e 7.
Desse modo, as arvores de possibilidades
como representacOes auxiliares cumpriram
seu papel transitorio, pois no teste final
alguns alunos resolveram os problemas
diretamente por expressdes numéricas, ndo
necessitando das arvores como
representacdes intermedidrias.

Figura 6 - Situacdo de produto de medidas do pos-teste resolvida corretamente pelo Aluno 9, por meio de duas
operagdes de multiplicagdo.

sobremesa (sorvete e bolo).

5. Douglas foi a uma lanchonete. No cardapio havia oito opgoes de comida (sanduiche
misto, sanduiche de frango, coxinha, empada de frango, & de bacalha' pao de
queijo, enroladinho de salsicha e folheado de qusijo), s pos de Lebide (suco de

fruta, refrigerante, agua, agua com gas, suco de lata e cha gelado) e dois tipos de

De quantas maneiras diferentes Douglas poderd lanchar combinando um tipo de
comida, um tipo de bebida e um tipo de sobremesa?

Qual a conta que resolve este problema?

okl

¥

Fonte: autoras da pesquisa
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Figura 7 - Situagdo de produto de medidas do pos-teste resolvida corretamente pelo Aluno 7, por meio de uma Unica

expressao numeérica.

5. Douglas foi 2 uma lanchonete. No cardapio havia oito opgdes de comida (sanduiche
misto, s che de fiango, coxinha, empada de frango, empada de bacalhau, pZo de
queijo, adin e salsicha e folheado de queijo), seis tipos de bebida (suco de

fruta, refrig=rante, &gua, agua com gas, suco de lata e cha gelado) e dois tipos de
sobremesa (sorvete e bolo).
De quantas maneiras diferentes Douglas poderd lanchar combinando um tipo de

Sy g 2-96

Qual a conta que resolve este problema?

comida, um tipo de bebida e um tipo de sobremesa?

Fonte: autoras da pesquisa

Nas situacbes de arranjo e
permutacdo, alguns estudantes indicaram
uma arvore de possibilidades parcial e, em
seguida, realizaram uma multiplicacao,
como é possivel observar na Figura 8. O
aluno iniciou a ramificacdo com a Turma A
e indicou que se essa turma tirasse o
primeiro lugar no torneio, haveria quatro
possibilidades de segundo lugar (Turmas B,
C, D ou E). Para terceiro lugar, se A for

primeiro lugar e B segundo lugar, tem-se
apenas trés opcoes restantes: Turmas C, D e
E. Com apenas essa representacdo parcial
da arvore de possibilidades, o aluno chegou
a expressdo numérica correta para a
resolugdo do problema, ou seja, 5x 4 x 3 =
60. Dessa forma, demonstrou-se a utilidade
da arvore de possibilidades como
representacdo intermediéria, mesmo quando
ndo representada completamente.

Figura 8 - Situacdo de arranjo do pds-teste resolvida corretamente pelo Aluno 8, por meio de arvore de
possibilidades parcial e expressdo numérica.

torneio?

//p
Jaestpe

74

" Qual a conta que resolve este problema?

—

) L))

K

6. Cinco turmas do 5° ano da Escola Saber (Turma A, Turma B, Turma C, Turma D &
Turma E) vao disputar um torneio de queimado.
De quantas maneiras diferentes pode-se ter o primeiro, segundo e terceiro lugar no

Fonte: Montenegro (2018, p. 179)

Em contrapartida, na Figura 9 é
possivel ~ observar uma arvore de
possibilidades parcial como representacdo
intermediaria para responder uma situacdo
de combinacdo. O estudante escolheu um
dos elementos para a primeira escolha
solicitada e mais um elemento para a
segunda escolha, restando seis elementos
para a terceira escolha. Desse modo, ficam
faltando outros sete elementos para a
segunda escolha. Na generalizacdo de
possibilidades, o estudante deveria indicar
0s oito elementos para a primeira escolha,
multiplicar por sete elementos para a

segunda, e por seis elementos da terceira,
para, em seguida, dividir pelo niumero de
casos repetidos entre si. Nesta situagédo, o
estudante realizou uma generalizacdo de
possibilidades incompleta, uma vez que
multiplicou os oito elementos da primeira
escolha pelos seis elementos da terceira
escolha, de modo que ndo multiplicou pelos
elementos da segunda escolha e néo dividiu
pelos casos repetidos. Percebe-se, com isso,
a maior dificuldade com a resolugdo das
situacBes de combinacdo, uma vez que a
arvore de possibilidades parcial nao foi
suficiente para que o estudante identificasse
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0s casos repetidos e realizasse uma

expressao numeérica correta.

Figura 9 - Situagdo de combinagdo do pos-teste resolvida incorretamente pelo Aluno 2, por meio de arvore de
possibilidades parcial e expressao numérica.

trés professfores?

/ A

{ /'
>4
i< = Vi)
i

| A F

8. Uma escola tem oito professores (Ricardo, Tania, Luiza, Antonio, Sueli, Geraldo,
Patricia e Carlos). Para o passeio da escola serdo escolhidos trés professores para
acompanhar os alunos. De quantas maneiras diferentes podem ser escolhidos esses

Qual a conta aue resolve este problema? %

[’X

Fonte: as autoras

Neste estudo buscamos refletir, por
meio das andlises realizadas, sobre a
importancia das arvores de possibilidades
como representacdes intermediarias, o que
raramente €& explorado nas variadas
situacbes combinatorias. Destacamos que
cada uma das situagbes, com seus
invariantes especificos, determinam uma
maneira de produzir esta representacéo.

A conversdo entre a linguagem
natural e a expressdao numérica foi favorecida
pela mobilizagéo da arvore de possibilidades,
que funcionou como representacdo auxiliar.
Estes resultados indicam a pertinéncia e
importancia da articulacdo entre as duas
teorias adotadas neste estudo -TCC
(VERGNAUD, 1983); TRRS (DUVAL,
1995).

A andlise da intervencdo realizada
permite  inferir que 0 raciocinio
combinatério dos estudantes pode ser
desenvolvido por meio do trabalho com os
invariantes  das  distintas  situacdes
combinatdrias (BORBA, 2016), e pelo uso
de representacdes diversificadas,
principalmente arvores de possibilidades,
dado seu grau de congruéncia com 0s
enunciados em linguagem natural e com as
expressdes numeéricas.

Conclusodes

Neste texto, teve-se como objetivo
analisar qualitativamente os resultados de
Montenegro (2018), em particular, 0s usos,
por alunos do Ensino Fundamental, de
arvores de possibilidades e expressoes
numéricas. Buscou-se analisar como
arvores  de possibilidades podem

possibilitar maior identificacdo e melhor
producdo de expressdes numéricas em
situacbes combinatdrias, uma vez que se
caracterizam como uma representacdo
prépria da Combinatoria.

Nesse sentido, em um primeiro
estudo foi proposto um teste em que fosse
realizada — a partir de enunciados de
problemas combinatorios — a identificacéo
de arvores, listagens e expressoes
numéricas. Em um segundo estudo, foi
realizado um teste de sondagem, e, apds um
processo de intervencdo usando estas
representagbes como  auxiliares, foi
realizado um teste de verificacdo dos efeitos
do ensino. Na intervencdo, foram
trabalhadas duas representacbes auxiliares
(arvore de possibilidades e listagem
sistemética) e uma representagdo de
chegada (expressdao numérica), além do
enunciado em linguagem natural como
representacdo de partida. Sobre isso,
Vergnaud (1996, p.184) enfatiza que “[...] as
representacdes simbolicas tém justamente a
vantagem de dar uma ajuda a resolugdo de
um problema quando os dados sdo
nUMerosos e a resposta a questdo exige
varias etapas”.

Destaca-se que 0s estudantes
indicaram diversas estratégias de resolugao
dos problemas combinatdrios, apresentando
desde erros, passando por acertos parciais
até os acertos totais. Os erros e acertos
parciais indicam possiveis interpretacdes
equivocadas sobre as situacdes
combinatoérias ou, ainda, caminhos que, se
discutidos com mais atencdo, podem chegar
aos acertos totais que apresentam indicios
do raciocinio mobilizado pelos estudantes,
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principalmente ap6s um processo de
intervencdo de ensino especifico.

Duval (2011, p.121) destaca que a
“[...] variacdo de congruéncia ou n&o
congruéncia € uma das maiores causas da
incompreensdo ou dos erros de
interpretacdo dos enunciados do problema
para 0s alunos”. Assim, no presente estudo,
a arvore de possibilidades se caracterizou
como uma representacdo intermediéria
importante pela maior congruéncia entre as
representaces de partida (linguagem
natural) e de chegada (expressdes
numéricas). Isso porque, diante dos
resultados apresentados, fica evidente como
0s nés e 0s ramos produzidos nesta
representacdo favorecem a adequacdo aos
trés critérios de congruéncia estabelecidos
por Duval (2009) - correspondéncia
semantica, univocidade seméantica e ordem
da organizacdo das unidades significantes.
Desse modo, a arvore de possibilidades
permite melhor identificacdo do enunciado
e da expressao numérica correspondentes,
bem como, utilizada como representacéo
auxiliar, possibilita avangos na resolucéo de
diferentes situagdes combinatorias.

Os resultados do presente estudo
reforcam a defesa de que o raciocinio
combinatério pode ser desenvolvido ao
longo de toda a escolarizagdo bésica.
Defende-se também que a éarvore de
possibilidades  seja  utilizada  como
representacdo auxiliar transitoria, de modo
que auxilie na compreensdo de expressdes
numeéricas a serem usadas em solucGes de
problemas envolvendo variadas situagoes
combinatdrias.
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