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Ensino da Equacio de Clairat: Uma proposta baseada na Didatica da
Matematica e na exploracio visual com o Geogebra

Teaching the Clairat Equation: A proposal based on Mathematics
Didactics and visual exploration with Geogebra

Ensefianza de la ecuacion de Clairat: Una propuesta basada en la
didactica de las matematicas y la exploracion visual con Geogebra

Resumo

Neste artigo, foi realizada uma anélise
epistemologica da teoria matematica
conhecida como Equacdes Diferenciais
de Clairaut. Considerando o carater
notoriamente abstrato dessa teoria,
foram empregados alguns elementos
classicos provenientes da Engenharia
Didatica (ED) para investigar o ensino
deste objeto matematico. Assim, foram
apresentadas definigdes que
possibilitaram o calculo e a compreensao
conceitual. Ademais, recorreu-se ao uso
do software Geogebra, com o intuito de
evidenciar interpretacdes e significagdes
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visuais dos conceitos prévios
envolvidos, contribuindo, de forma
qualitativa, para o processo de
assimilacdo este conteudo. Por fim, a
partir dos estudos realizados, foi
elaborada uma proposta de sequéncia de
ensino dessa teoria  matematica,
contemplando a realizagdo de atividades
investigativas com o Geogebra,
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In this article, an epistemological
analysis was carried out on the
mathematical theory known as Clairaut’s
Differential Equations. Considering the
notably abstract nature of this theory,
some classical elements derived from
Didactical Engineering (ED) were
employed to investigate the teaching of
this  mathematical object.  Thus,
definitions were presented that enabled
both the calculation and the conceptual
understanding. Furthermore, the
GeoGebra software was used with the
aim of highlighting visual interpretations
and meanings of the underlying concepts
involved, thereby contributing
qualitatively to the process of
assimilating this content. Finally, based
on the studies conducted, a proposal for
a teaching sequence of this mathematical
theory was developed, encompassing the
implementation of investigative
activities using Geogebra, combined
with the exploration of theorems and
properties related to these mathematical
objects.

Keywords:  Clairaut's  Differential
Equation. Didactic Engineering.
Geogebra.
Resumen

Este articulo realiza wun andlisis
epistemologico de la teoria matemaética
conocida como Ecuaciones
Diferenciales de Clairaut. Dada la
naturaleza notoriamente abstracta de esta
teoria, se utilizaron algunos elementos
clasicos de la Ingenieria Didactica (ED)
para investigar la ensefianza de este
objeto matematico. Asi, se presentaron
definiciones que facilitaron el calculo y
la comprension conceptual. Ademas, se
utilizo el software Geogebra para resaltar
las interpretaciones y los significados
visuales de los conceptos previos
involucrados, contribuyendo
cualitativamente ~ al  proceso  de
asimilacion de  este  contenido.
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Finalmente, con base en los estudios
realizados, se desarroll6 una propuesta
de secuencia didactica para esta teoria
matematica, que incluye actividades de
investigacion con Geogebra, asociadas
con la exploracion de teoremas y
propiedades relacionadas con estos
objetos matematicos.

Palabras clave: Ecuacion diferencial de
Clairaut. Ingenieria didéctica. Geogebra

1 Introducao

Esta  pesquisa inicial de
doutorado tem como objetivo investigar
e refletir sobre o ensino das equagoes
diferenciais ordinarias (EDOs), um
contetdo  matematico de  carater
fundamental em virtude de sua ampla
aplicabilidade tanto em fendomenos do
cotidiano quanto na propria matematica.

As EDOs desempenham um
papel central na modelagem do
comportamento de sistemas dinamicos
que variam ao longo do tempo, como € o
caso do crescimento populacional, da
dindmica de fluidos e de circuitos
elétricos, além de possibilitarem a
previsdo do comportamento futuro dos
sistemas (Boyce e Diprima, 2010).

Em virtude de sua significativa
capacidade de representar e analisar
solucdes para distintos problemas de
modelagem matematica, as equagdes
diferenciais integram a grade curricular
obrigatoria de diversos cursos de

licenciatura e bacharelado, tais como
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Matematica,  Fisica, @ Quimica e
Engenharias.

Além de sua aplicabilidade na
modelagem de fendmenos observaveis,
as equagOes diferenciais ordinarias
desempenham papel fundamental no
desenvolvimento teorico da matematica,
sendo frequentemente empregadas na
demonstracdo de lemas, teoremas e
conjecturas.

Ressalta-se que os resultados
apresentados neste artigo configuram
avangos preliminares de  uma
investigacdo cujo objetivo ¢ contribuir
para o aperfeigoamento do ensino deste
conteudo.

De forma mais especifica,
concentraremos nossa atencdo em um
segmento particular do estudo das
EDOs: as equacdes diferenciais de
Clairaut.  Trata-se de  equagdes
diferenciais ordindrias ndo lineares
caracterizadas pela forma geral:

dy dy

y(x) = x;*‘f(;) (D).

Nomeadas em homenagem ao
matematico francés Alexis Claude
Clairaut, essas equagdes, segundo Alves
(2020), distinguem-se das demais por
sua forma peculiar e pelo método de
resolugdo, que se baseia em uma técnica

relativamente simples, dispensando o

uso de procedimentos avangados
proprios das equagdes diferenciais
parciais.

Dessa forma, este trabalho tem
como objetivo elaborar uma
fundamentagdo matematica sobre o
tema, articulando as  dimensoes
cognitiva, epistemologica e didatica.
Para tanto, sera investigado o ensino das
equagoes diferenciais ordinarias
(EDOs), com o intuito de identificar os
principais  desafios e  obstaculos
presentes nesse contexto e, a partir dessa
analise, propor alternativas
metodologicas que favorecam a
superacgao dessas dificuldades.

Assim, busca-se compreender
ndo apenas os aspectos conceituais que
caracterizam essas equacgdes, mas
também explorar possibilidades de
abordagem didatica apoiadas em
recursos tecnologicos, como o software
Geogebra, de forma a contribuir para a
visualizagdo, interpretacdo e melhor
compreensdo das propriedades e
peculiaridades envolvidas nesse tema
matematico.

2 Metodologia de Pesquisa

Este trabalho foi desenvolvido

com base na metodologia de pesquisa
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denominada Engenharia Didatica (ED),
que surgiu na década de 1980 como uma
forma de operacionalizar os principios
de uma vertente francesa da Didatica da
Matematica (Paiva, Alves e Campos,
2024).

Essa metodologia compreende a
elaboragdo de um quadro tedrico mais
amplo sobre ensino e aprendizagem,
permitindo a concepcdo de situagdes
didaticas e oferecendo um referencial
para a analise subsequente do material
empirico (ALVES, 2016Db).

A estrutura  metodologica
proposta pela ED possibilita investigar,
de forma qualitativa, o fenomeno de
interesse, articulando a definicdo dos
objetivos de pesquisa com @ a
identificacdo e andlise dos principais
problemas relacionados ao ensino do
tema abordado.

Na fase inicial da ED,
denominada  andlises  preliminares,
busca-se compreender a organizacio
vigente do ensino e seus efeitos, além de
identificar limitagdes e potencialidades
de recursos didaticos, como, por
exemplo, as restricoes do software
GeoGebra na representacdo simbdlica
automatica de solugdes de equagdes
diferenciais ordinarias mais complexas

ou de ordem superior (Almouloud,

2007).
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Ainda  nessa  etapa, sao
estabelecidas as dimensodes principais a
serem investigadas, compreendendo a
dimensao epistemoldgica, que trata das
caracteristicas do contetido, desde sua
evolugao historica até sua
fundamentagdo teodrica; a dimensdo
cognitiva, que considera as
caracteristicas cognitivas dos estudantes,
prevendo  possiveis  obstaculos e
concepgoes alternativas; e a dimensao
didatica, que aborda  aspectos
relacionados ao funcionamento do
sistema de ensino (Alves, 2018).

Com base nessa analise, foi
realizado um estudo aprofundado sobre
as equagoes diferenciais de Clairaut,
visando identificar os principais desafios
para seu ensino e, a partir disso, delinear
alternativas metodologicas adequadas.

Entre 0s obstaculos
epistemologicos associados ao estudo de
equacdes diferenciais, Javaroni (2010)
destaca as dificuldades de compreensao
do conceito de diferenciabilidade de
fungdes, considerado abstrato por parte
dos estudantes.

Rachelli e Bisognin (2017)
complementam que dificuldades em
articular as representacdes analitica e
grafica da derivada podem comprometer

a apropriacao dos conceitos de equagdes

diferenciais.
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Diante do contexto apresentado,
delineou-se uma proposta de ensino que
enfatiza a visualizagdo dos conceitos
relacionados as equacgdes de Clairaut,
empregando o  Geogebra  como
ferramenta de apoio, a0 mesmo tempo
em que se consideraram possiveis
dificuldades dos estudantes no uso do
software, como limitacoes de
familiaridade com suas funcionalidades,
que podem comprometer o engajamento
nas atividades propostas.

Na segunda fase da ED,
denominada andlise a priori, ¢ realizada
a elaboracdo e analise de uma sequéncia
de situacdes didaticas, com o objetivo de
auxiliar os estudantes a superarem
obstaculos epistemoldgicos previamente
identificados, além de wvalidar as
hipéteses  estabelecidas na  fase
preliminar (Alves, 2016a).

Segundo Brousseau (1986), as
situacoes didaticas devem ser elaboradas
de forma analoga ao processo historico
de constituicilo do conhecimento
matematico, ou seja, a maneira como 0s
conceitos foram gradualmente
construidos e formalizados ao longo do
tempo, de modo a favorecer mecanismos
de adaptacdo, assimilagdo e equilibragao

por parte dos alunos.

Portanto, para a sistematizagao
dessas situagdes didaticas, optou-se por
recorrer a Teoria das Situagdes Didaticas
(TSD), que fornece fundamentacao
tedrica para o desenvolvimento e
organiza¢do das etapas de ensino, bem
como para a definicdo de estratégias de
mediagdo do conhecimento matematico.

A etapa seguinte, conforme
Artigue (1996), ¢ a experimentacdo, na
qual ocorre a implementagao pratica das
situagoes didaticas elaboradas,
permitindo a coleta de dados empiricos
que subsidiardo a fase final da
Engenharia Didatica (ED), denominada
analise a posteriori e validagdo.

Por fim, na etapa final da
Engenharia Didatica (ED), denominada
analise a posteriori e validagdo, procede-
se a analise da produgdo dos estudantes e
de seu comportamento durante o
desenvolvimento das situacoes
propostas, com o propdésito de confrontar
os dados previstos na analise a priori
com os resultados empiricamente
observados (Almouloud, 2007).

Importa destacar que o presente
estudo se limita as fases iniciais da ED,
em particular as analises a priori, haja

vista que as atividades didaticas
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elaboradas ainda nao foram
implementadas.

Nesse sentido, a metodologia de
pesquisa adotada, Engenharia Didatica,
orientou a organizagao global das etapas
investigativas, enquanto a Teoria das
Situagdes Didaticas (TSD), que sera
apresentada detalhadamente na secdo
subsequente, forneceu o embasamento
teorico indispensavel para a concepgao e
a estruturagdo das situacdes didaticas

propostas.

2.1 Teoria das Situacées Didaticas -

TSD

A Teoria das Situacdes Didaticas
- TSD, desenvolvida por Guy Brousseau
na década de 1970, dedica-se ao estudo
da dinadmica da interacdo entre trés
componentes fundamentais do processo
de ensino: o aluno, o professor e o saber
matematico. Essa relacdo tripartite €
formalizada no que se denomina
Triangulo Didatico, conceito central na
teoria, que busca compreender como
esses elementos se articulam para
promover a constru¢do do conhecimento
(Alves, 2016a).

A TSD propde uma andlise
detalhada das condi¢cdes em que essa
interacao ocorre, destacando o papel do
milieu (meio) e as situagdes propostas
para favorecer o desenvolvimento

cognitivo. Dessa forma, a teoria oferece
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um referencial robusto para a elaboragao
e implementagdo de situagdes didaticas
eficazes no ensino da matematica
(Brousseau, 2008).

Nesse sentido, Batista, Barreto e
Sousa (2021) enfatizam que a aplicagdo
da TSD requer um planejamento
cuidadoso do milieu por parte do
professor. Assim, a teoria propde a
interagdo entre professor, alunos e saber
matematico em um ambiente estruturado

e intencionalmente planejado.

A Teoria propugna a interagao
entre o professor, os alunos e o
saber matematico em um meio
planejado pelo docente, para
que seus discentes elaborem
conhecimentos

autonomamente, 0s quais serao
retomados ao final da tarefa, de
modo que seja possivel
aproxima-los do saber
institucionalizado (Batista,
Barreto e Sousa, 2021, p. 578).

A importancia do planejamento
intencional do ambiente de ensino como
condi¢do fundamental para que os alunos
possam construir seu proprio
conhecimento de maneira ativa e
reflexiva. Ao retomar os conhecimentos
elaborados ao final da tarefa, o processo
favorece a conexao entre as experiéncias
dos estudantes e os  saberes
formalizados, promovendo uma
apropriacao mais profunda e
significativa do conteudo matematico.

Nesse contexto, conforme

Brousseau (2008), para favorecer uma
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assimilacdo mais eficaz dos conceitos, ¢
imprescindivel promover a interagdo
entre o aluno e o conhecimento. E
justamente nesse processo que pode
emergir a chamada situagdo adiddtica,
que possibilita a apropriacao efetiva do
saber pelo estudante.

A situacdo adiddtica, pode ser
configurada por meio de desafios ou de
dispositivos elaborados com o objetivo
de garantir a efetividade do processo de
constru¢do do conhecimento. Assim, a
situacao didatica ¢ definida como “um
modelo de interagdo de um sujeito com
um meio determinado” (Brousseau,
2008, p. 20).

Complementando essa
perspectiva, Batista, Barreto e Sousa
(2021) destacam que a teoria prioriza o
papel do estudante como agente ativo na
producdo do seu conhecimento
matematico, a0 mesmo tempo em que
enfatiza a responsabilidade do professor
na criacdo de um meio apropriado, que
possibilite aos alunos, a partir de seus
saberes e  experiéncias  prévias,
apropriar-se dos conceitos matematicos.

Portanto, torna-se imprescindivel
a formalizacao do contrato didatico, que,

segundo Brousseau (2008), consiste em

um acordo, verbal ou escrito, que

estabelece de forma clara os papéis,
responsabilidades, lugares e fun¢des do
professor, do aluno e dos demais
envolvidos na situacdo didatica. Esse
contrato configura um sistema de
obrigagdes mutuas que orienta as
interagoes, garantindo um
funcionamento equilibrado e mediado
pelo saber matematico.

Adicionalmente, destaca-se o
conceito de devolucdo, que corresponde
ao momento em que o professor delega
ao aluno uma parcela da
responsabilidade pelo progresso de seu
proprio conhecimento. Nesse processo,
espera-se que o estudante atue de
maneira ativa, participando, interagindo
e se engajando efetivamente nas
situagdes propostas, promovendo assim
a autonomia € o protagonisSmo no
desenvolvimento do saber (Brousseau,
2008).

Apos a formalizacdo do contrato
didatico e a compreensao da devolugao
por parte do aluno, avanga-se para as
fases propostas pela teoria de ensino. O
processo de transmissdo do saber
matematico, segundo a TSD, ¢ dividido
em dialéticas que podem ser organizadas
conforme as situagdes de agdo,

formulagao, validagao e
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institucionalizacao,

sistematizagdo  do

possibilitando a

processo

de apresentado na figura 1.

Figura 1- Fases dialéticas da Teoria das Situagdes Didaticas - TSD

e

Momento em que o aluno tém a oportunida-
de de interagir com meio e tomar decisoes
para organizar estratégias para a solugao
do problema exposto (Brousseau, 2008).

—t Formulagao ]7

As interacoes existentes em determinada ati-
vidade proposta, tal situacao é caracterizada
pela troca de saberes entre alunos que serao
ermnissores ou receptores, essa transferéncia de
informacoes pode ser expressa, por meio de
mensagens escritas ou orais (Picelli, 2010).

—( Validacao }7

O momento em que o aluno devera conven-
cer os demais participantes sobre a veracida-
de ou ndo dos argumentos apresentados a
solucao do problema, desenvolvendo a fase
denominada de validagao (Brousseau, 2008).

—( Institucionalizacao }7

O momento em que o docente reassume o seu
compromisso, realizando uma discussao da
situagao diddtica executada, retomando “a
posicao de agente condutor do processo in-
vestigativo” (ALVES,2018a, p.67). Nessa fase

espera-se do aluno ou grupo de alunos assu-
ma o significado de um saber que foi elaborado
por ele mesmo ao longo das fases anteriores.

Fonte: Paiva, Alves e Campos (2024, p.5).

constru¢cdo do conhecimento, conforme

Dessa forma, a TSD configurou-
se como a opgdo conceitual adequada
para a elaboracdo da sequéncia didatica
apresentada neste estudo. A seguir,
foco

direcionamos 0 para a

fundamentagao matematica, que

fornecera os conceitos e propriedades

essenciais para o desenvolvimento das
atividades propostas.

3. Fundamentacio Tedrica
Matematica

A forma geral de uma equagao

diferencial de ordem n ¢ dada por:

P22+ PO 4t P2+ ROy =61, ()

atn dtn-1

em que Py(t), P;(t), ..., P_1(t) € B,(t)

sao fungdes reais e continuas em algum

EMR-RS - ANO 26 - 2025 - nimero 26 -v.2-p. 8

intervalo 1 aberto pertencente ao

conjunto dos nimeros reais.
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O ensino de  equagdes
diferenciais geralmente tem inicio com o
estudo das equagdes diferenciais
ordinarias de primeira ordem. Dentre
essas, algumas podem ser solucionadas

por métodos elementares, tais como a

separagdo de variaveis ou o uso de

fatores integrantes. A seguir, apresenta-
se um exemplo de equacao diferencial de
primeira ordem dy / dy =X¥2 (3) eo
respectivo mecanismo para determinar a

solugdo.

Exemplo 1:

1
dJ//dx = xy? :>dy/y2 =xdx:>fdy/y2: fxdx:_l/y =§x2+C (4)

, em que C € uma constante dos nlimeros
reais.

Logo, o wvalor de y=
1

-
2X+C

(5) representa a solugdo geral

da EDO. A expressdao encontrada, trata-
se de uma familia de curvas que diferem
de acordo com os valores da constante C.

Para determinar uma solugdo

particular, ¢ necessario dispor de uma
condicdo inicial ou de um ponto
especifico pelo qual a solugdo passa. A
partir dessa condi¢do, € possivel calcular
o valor da constante C e, assim, obter a
solucdo especifica da equagdo. Na figura
2, mostra-se a familia das curvas que sao

solugdes da equacao dy / dx = xy?.
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Figura 2 - Exemplificagdo de uma solu¢do de equagao diferencial dy / dx = xy? de

primeira ordem, na primeira imagem (4 esqueda) temos a solu¢do quando a constante C = —8,

na segunda imagem exibimos o rastro quando criamos um controle deslizante para a constante ,

variando de -20 a 20, e por fim, na direita, temos a solu¢do da equacdo quando C = 7.

it (o

e /3 b004N=e

(23

1
1.
x) [#7¢

= ",:..]

» 1

f(x) = = s
U ;x”(
£l o i
R ¥ Y]

Fonte: Elaborado pelos autores

Conforme ilustrado na figura 2,

observa-se a existéncia de uma
infinidade de solugdes para a equagao
diferencial ordinaria apresentada. Na
primeira  imagem  dessa  figura,
identifica-se a solu¢do correspondente
ao valor € = —8. Na imagem seguinte,
visualizam-se as demais solucoes
obtidas a partir da variacao dos valores
da constante C, na expressao 5.

Por fim, verifica-se um
fendmeno particular quando a constante
assume valores positivos: as solugdes
tendem a aproximar-se do valor nulo,
comportamento este que se explica pelo
fato de o limite lateral da funcao tender a
valores infinitos, tanto a direita quanto a

esquerda.
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Dando continuidade ao estudo de
equacdes diferenciais, € possivel avancar
para as equagdes diferenciais ordinarias
de segunda ordem, as quais demandam
técnicas mais elaboradas, como a
substituicdo de variaveis ou o método
dos coeficientes indeterminados.

No entanto, 0 nosso objeto
matematico de estudo que sdo as
equacdes de Clairaut, sdo equagdes
diferenciais primeira ordem, que se
destacam por dispor de um algoritmo
interessante e unico de resolugao.

3.1 Equacao Diferencial Ordinaria de
Clairaut

A forma geral de uma equagao de

Clairaut ¢ dada por:

y=xy' +f(y") (6),
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em que y ¢ uma fungdo de x, ey’ ¢é a
derivada da fun¢ao em relagdo a x, ¢ a
funcdo representada por f geralmente
trata-se uma fun¢do de vy’ (De
Figueiredo e Neves, 1979).

O método de Clairaut envolve a
y' =tx) (),

transformando a equagdo de Clairaut em

substituicao

uma equacao algébrica em termos de p e
y. Conforme Alves (2020), apos resolver
essa equagao em relacdo a t em fungao
de y, torna-se possivel determinar a
solugdo geral da equagdo original, que
pode ser expressa na forma:
y =f(® + Ct (7),

em que f € uma fungdo de t e C representa
uma constante arbitraria.

De modo mais sucinto,
y=xy' +f(y) =y=xt(x) +{(t) (8),
derivando ambos os lados e utilizando as
propriedades da regra do produto e regra
da cadeia, obtemos: y = xt(x) + f(t) =
y' =1t +x Yy +£0.9%, 9 ,
como y' = t(x) e colocando dt/ dx ©m
evidéncia, temos que:

e/ x+f(®]=0 (10).

1Caso:  4Yy = 0= t(x) =

constante, logo

y'=c¢ y=x.c+f(c) (11)

o que denominaremos de solu¢dao nao —
singular. Nesse caso, essa solugdo se
trata de uma familia de retas ndo
paralelas.

x+f'(D)]=0=>x= —f'(t) (12),
y = —f'(t).t + f(t) (13),

0 que denominaremos de
solugdo singular, cujo método permite
deixarmos em termos de x e y.

Desta forma, aplicaremos esse
método para resolver a equagdo de
Clairaut:

y —xy' = Iny’ (14).
Se
y—xy' =Iny’ =y =xy" +Iny’ (15),
utilizamos o fato que a solucdo de uma
equagdo de Clairaut ¢ sempre dada por
uma familia de retas e por uma solugao
singular para encontrarmos as solucoes.

Pelo primeiro caso ja dispomos
que temos a solucdo singular, isto é a
familia de retas dada por y=x.c+
In(c) (16).

Em relagdao a solugdo singular:
x=f'(t) = 1/ (17)
y=—<.t+In() = —1+In(®) (18)

Assim, y=-1+1In <1i/t) =

—1+1In (_?1) (19) ¢ solugao com x < 0.
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Figura 3- Representagéo das solugdes singulars e ndo singulares da edo y — xy’ = Iny’
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Fonte: Elaborado pelos autores

Na figura 3, utilizando o
Geogebra, mostra-se as solugdes da
equacdo de Clairaut y —xy’ =Iny’. O
emprego de recursos de visualizacdo
como esse revela-se particularmente
relevante para o estudo de equagdes
diferenciais, uma vez que permite
representar graficamente as solucdes e
compreender, de modo mais
aprofundado, o comportamento de cada
solucdo. Essa visualizacdo facilita a
identificacdo de aspectos qualitativos,
como a existéncia de solucdes singulares
e familias de solucdes gerais, que nem
sempre sdo imediatamente evidentes
apenas pela analise algébrica.

Nesse contexto, observa-se que a
integracdo de ferramentas tecnoldgicas
ao processo de ensino pode favorecer a

compreensdo dos conceitos teodricos
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envolvidos, ampliando as possibilidades
de andlise e reflexdo por parte dos
estudantes. Essa abordagem sera
aprofundada na secdo seguinte, em que
se detalham estratégias didaticas que
articulam teoria e pratica para promover
um estudo qualitativo mais eficaz dessas

equagoes diferenciais.

4 Planejamento e Estrutura das
Atividades com o Geogebra no ensino
de Equacdes Diferenciais de Clairaut

Nesta secdo, apresenta-se a
proposta de ensino das Equacdes
Diferenciais Ordindrias de Clairaut.
Para tanto, parte-se da definicdo de
sequéncia didatica como um conjunto
estruturado de atividades e estratégias de
ensino organizadas com o objetivo de
alcancgar metas educacionais especificas.

Em geral, essa organizagdo se
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desenvolve em etapas progressivas,
planejadas de forma a favorecer a
construcdao gradativa do conhecimento
pelos alunos (Brousseau, 1986).

Ademais, a claboracdo de uma
sequéncia didatica eficaz requer a
definicdlo  precisa dos  objetivos
educacionais a serem alcancados, bem
como uma andlise detalhada das
caracteristicas e necessidades dos
estudantes envolvidos. Com base nesse
diagnoéstico, ¢ possivel selecionar,
planejar e organizar de forma criteriosa
as atividades e os recursos didaticos que
serdo utilizados ao longo da sequéncia,
visando otimizar o processo de ensino do
contetido proposto.

Assim, apresentaremos uma
sequéncia de situacdes problema com
equagoes de diferenciais ordinarias de
Clairaut, se baseando no seguinte ponto
de vista:

(...)para garantir,
minimamente, o alcance
desses objetivos, 0
pesquisador ou o construtor
de situa¢des-problema
necessita  escolher  as
variaveis  didaticas que
podem provocar as
mudangas desejadas, no que
diz respeito ao processo de
ensino ¢ de aprendizagem

do objeto  matematico
(Almouloud, 2007, p. 174).

Entre as varidveis microdidaticas
de carater local as quais se atribui
especial relevancia neste estudo,
destacam-se, em primeiro lugar, os
conteudos matematicos implicados nas
atividades propostas, bem como os
saberes prévios e habilidades necessarios
para a apropriada utiliza¢do dos recursos
tecnologicos empregados.

A seguir, apresenta-se a primeira
situacdo didatica considerada para
analise, a qual permitird a investigacao
aprofundada dessas dimensdes.

Situacao (I) : Encontre a solugao
da equagdo diferencial y—xy' =
Iny' (20) , verifique se a equagdo se
trata ou ndo de uma equacao de Clairaut
e, com o auxilio do Geogebra por meio
da simulagdo “Campo de vetores”,
determine o grafico da solugao.

Nesta situacdo didatica, objetiva-
se que o aluno reconhega as
caracteristicas proprias de uma equacao
de Clairaut e aplique o método algébrico
especifico para sua resolucdo. Assim, na
etapa de acdo, espera-se que O
participante assuma a responsabilidade
de solucionar o problema apresentado.

Dessa forma, espera-se que o
aluno reconheca tratar-se de uma

equagao de Clairaut , que a derivada da
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equagdo y —xy' = Iny' (20) ¢ igual a
expressao:
y' =fu) 2.
Além disso, o aluno deve

estabelecer a relagido com a fun¢io f(t):

fO=mt=>f®O=1 (2.

Na fase dialética posterior, a
formulacao, espera-se que ocorra uma
interagdo dinamica entre o aluno ¢ o
milieu, entendido como o conjunto de
elementos que desafiam o sujeito a
resolver as situagdes-problema
apresentadas. Nesse contexto, o milieu
atua como um sistema antagénico ao
aluno, estimulando-o a buscar solu¢des
por meio do enfrentamento e da
superagdo de obstaculos.

Deste modo, a linguagem
inicialmente empregada pelo aluno passa
por um processo de formalizagao,
ajustando-se  as  exigéncias  das
informacdes  que  precisam  ser
comunicadas.

Conforme Brousseau (1986), o

objetivo consiste em promover a
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constru¢do do conhecimento pelo aluno
por meio de sua adaptagao gradual a um
ambiente caracterizado por dificuldades
e desequilibrios, desenvolvendo, assim,
uma postura investigativa analoga
aquela adotada por um pesquisador.
Para tanto, ¢ necessario que os
alunos se apropriem de novos
conhecimentos que lhes permitam
elaborar argumentos passiveis de
validagdo. Assim, a partir da substituicao
obtida na etapa anterior, os alunos devem
identificar e determinar as solugdes

singulares, expressas por y =—1+

ln(— 1/x)

solugdo ndo singular y=x.c+

(23) e a expressdao da

In(— 1/x), comx #0 ex< 0 (24).
Ainda na fase da formulagao,
espera-se que os alunos tentem
correlacionar as solugdes e os graficos
das solugdes com o campo de vetores da
equagdo diferencial, conforme exibido

na figura 4.
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Figura 4 - Representagdo do Campo de Vetores da equagdo diferencial y — xy’ = lny’
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Fonte: Elaborado pelos autores

A fase subsequente, a vali dagao
tem como objetivo principal convencer
os demais participantes acerca da
veracidade dos argumentos utilizados na
resolucdo do problema. Além disso, essa
etapa possibilita ao aluno demonstrar ou
refutar as conjecturas formuladas,
valendo-se de uma  linguagem
matematica adequada e rigorosa.

Por fim, na etapa de devolucgao, o
pesquisador tem a responsabilidade de
destacar a relagdo entre a equagdo
estudada e os campos vetoriais. Esse
momento ¢ fundamental para evidenciar
como a equagdo pode ser interpretada

como a representacao de uma familia de

curvas integrais associadas a um campo
vetorial especifico, promovendo uma
compreensdo mais profunda da estrutura
geométrica subjacente.

A conexdo entre equagodes
diferenciais e campos vetoriais permite
que os alunos visualizem graficamente
as solugdes por meio das curvas
integrais, facilitando a anélise qualitativa
do comportamento das solucdes sem a
necessidade de resolver explicitamente a
equacdo. Essa abordagem  pode
contribuir para ampliar a compreensao
dos conceitos matematicos envolvidos,

promovendo uma visdo integrada entre a

algebra, a geometria e a analise.
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Além disso, a devolugao
proporciona um espago para a reflexdo
critica, onde o pesquisador pode discutir
as implicacdes dessa interpretagdo no
contexto do ensino das equagdes

Clairaut. Tal pratica pode favorecer a

consolidagdo do conhecimento, ao
relacionar aspectos teéricos e visuais, €
estimula o  desenvolvimento do
pensamento matematico investigativo

entre os alunos.

Figura 5- Exemplificacdo de relagdo Equacao Clairaut e Campo Vetorial
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Fonte: Elaborado pelos autores

A Figura 5 apresenta uma analise
do campo vetorial que pode ser realizada
pelos alunos na fase de formulagio ou,
caso 1sso ndo ocorra, ser conduzida pelo
professor durante a devolucdo. Essa
andlise permite estimar o grafico da
solucdo ndo trivial da equagdo
diferencial. Por fim, torna-se possivel
comparar essa solu¢do com a familia de
curvas  integrais, favorecendo a
compreensdo da relagdo geométrica que
se estabelece entre esses conceitos.

De forma geral, dada equacao

y=xy' + f(y') (26), definimos um

EMR-RS - ANO 26 - 2025 - nimero 26 - v.2 - p. 16

campo vetorial  F(x,y) = (1,5 +
o) @n.

A componente
Fixy)=1 (28)

crescimento na direcdo do eixo X, € a

horizontal

representa o

componente vertical F,(x,y) = y' +
f(y') (29) representa o crescimento na
direcdo do eixo y de acordo com as
derivadas.

Portanto, as solucdes das
equagoes de Clairaut correspondem as
curvas integrais do campo vetorial
F(x,y) . Dessa forma, a interpretacdo

geométrica dessas equagdes pode ser
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compreendida a partir da analise do
campo vetorial especifico.

Situacao (II): Encontrar
algebricamente as solugdes singulares e
ndo singulares da equagdo xy' —y =
eV’ (30), e posteriormente as analisar
no Geogebra.

Na figura 6, apresenta-se o
grafico das solugdes singulares e nao
singulares pertencentes a situacao II. Em
relacdo as fases dialéticas da TSD,
espera-se na a¢iao, o comprometimento
ao efetuar alguns calculos, partindo do
pressuposto que:

y=xy —e¥ (31), isto &,
realizando a substituicdo de y' por ¢,
encontrando y=el.t— et (32),
como solu¢do ndo singular, e restando
ainda retornar a expressao em funcao do
parametro x.

Prosseguindo, com o intuito de
solucionar a situacdo problema (2), na
formulacao, o aluno deve estabelecer
como solugdo ndo singular a expressao:

y =xc—e° (33),em que c
¢ uma constante real.

Posteriormente, o aluno deve
analisar que:

et=x>t=lInx (34),

portanto a solu¢do ndo singular ¢ dada

pela seguinte expressio y =el.t—

et (35), em fungdo do pardmetro t ou
o aluno pode retornar a expressao em
funcdo do parametro x.

Na etapa da validagdo, espera-se
que o aluno compartilhe suas
experiéncias e confronte as solugdes
obtidas pelos demais participantes.
Nesse contexto, observa-se que a
solugdo ndo singular admite uma
infinidade de solugoes, cujo
comportamento pode ser visualizado por
meio do recurso rastro disponibilizado
pelo software. [Essa visualizagdo
possibilita discutir e estabelecer relacdes
entre os significados algébrico e
geométrico associados a essas equagoes.

Por fim, na etapa da
institucionalizagdo, cabe ao pesquisador
realizar uma andlise critica dos
argumentos apresentados, a fim de
verificar a correcao das solugdes obtidas,
bem como avaliar as concepgdes
formuladas pelos alunos acerca dessas
equacoes.

Situacdo (III): Resolver a

equagio vy =xy' + (y)® (36) , e
representar geometricamente as solugdes
no software Geogebra.
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Figura 6 - Representagio das solugdes da equagio y = xy’ + (y")3, na forma néo singular (cor
3

vermelha) representada por y = xc — ¢3

azul).
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Fonte: Elaborado pelos autores

Em relagdo a essa situagdo

problema, deseja-se que os participantes,
na etapa de agao, substituam y’(x) por t
na equagdo y =xy’ + (¥")3. Assim,

encontrem a expressdo Yy = XC —

3

c® (37) que se refere a solugdo nao

singular. E posteriormente,

estabelegam, y = —f'(t).t +
f@ (38).

Portanto, espera-se que o0s

alunos desenvolvam na formulagdo, os
calculos a partir da seguinte equacao y =
3t2.t - t3=2t> (39). E por fim,
determinem a solu¢@o singular partindo

do pressuposto que x =3t2=t=
1

(g)E (40). Encontrando a expressao da

3

solucdo singular y = 2 (g)E (41) .
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As etapas subsequentes, de
validagdo e devolucdo, tém lugar quando
os alunos compartilham os resultados
obtidos e verificam se as expressoes
construidas correspondem as solugdes
singulares e ndo singulares da equacgao.

Nesse processo, a interagdo entre
0s

participantes ~ assume

papel
fundamental, pois permite confrontar
diferentes estratégias de resolucdo e
analisar criticamente os caminhos
percorridos até a obtencao das solugoes.
Essa troca de argumentos contribui para
uma compreensdo mais aprofundada,
articulando os aspectos algébricos e
nas

geométricos presentes solugdes

singulares e nao singulares.
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Consideracoes Finais

Esta pesquisa, inserida no ambito
inicial do doutorado, visa sugerir uma
proposta de ensino para o conceito de
Equagoes Diferenciais Ordinarias de
Clairaut, fundamentada nos principios
da Engenharia Didatica. Além disso, a
metodologia adotada apoia-se na Teoria
das Situacdes Didaticas, que norteia o
viés da proposta de ensino apresentada.

Apds a exposicao da
fundamentagdo metodoldgica, procedeu-
se a um estudo do campo epistémico
matematico, no qual foram identificadas
as operagdes fundamentais para o
calculo do conceito em analise, tais
como diferenciagdo, aplicagdo da regra
da cadeia, derivagdo implicita e
manipulagdo algébrica de expressoes
funcionais.

Essas operacdes matematicas
exigem a mobilizacdo constante de
conhecimentos prévios relativos a
diferenciabilidade de fun¢des, com
énfase nas fungdes polinomiais,
exponenciais e logaritmicas. A analise do
ensino das equacdes diferenciais
evidenciou que sua abordagem ¢
realizada de maneira marcadamente
abstrata e predominantemente algébrica,

o que pode dificultar a compreensao por

parte dos estudantes.

Por essa razdo, e norteados pelas
investigagoes de Alves
(2016a;2016b;2020), optamos por uma
proposta de ensino que envolvesse a
visualizacdo de alguns conceitos das
equacdes diferenciais, utilizando o
software Geogebra. Realizamos uma
analise das interfaces do software que
melhor elucidam esse conteudo.

Na sequéncia, foram elaboradas
construcdes dinamicas que
possibilitaram um desenvolvimento
intuitivo das defini¢cdes e dos conceitos
associados as equagdes de Clairaut,
favorecendo uma compreensdao mais
aprofundada das distingdes existentes
entre os diferentes tipos de solugdes, tais
como solugdes singulares e nao
singulares.

A partir do uso do software
Geogebra, verificou-se a possibilidade
de propor atividades fundamentadas em
manipulagdes geométricas, ampliando a
abordagem tradicionalmente limitada a
procedimentos estritamente algébrico-
analiticos. A utilizagdo do software
representa uma alternativa metodologica
as propostas geralmente presentes nos
livros didaticos, que, embora incluam

algumas nocdes intuitivas, tendem a
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restringir-se ao calculo dos conceitos
sem promover uma interpretagdo
geométrica mais ampla.

Nesse contexto, apresenta-se o
delineamento de uma concepgao
epistemologico-matematica  para 0
ensino, oferecendo orientagdes ¢
procedimentos voltados ao uso e a
explorac¢do do Geogebra em sala de aula,
particularmente no tratamento dos
saberes relacionados as equagdes
diferenciais de Clairaut, de forma
complementar as metodologias
tradicionais.

Por fim, esta pesquisa aponta
para o desenvolvimento de um estudo
qualitativo com aporte na visualizagdo
no ensino de matematica das equagdes
diferenciais, articulando de forma
integrada as dimensdes algébrica,
aritmética e geométrica. Essa proposta
encontra-se em fase inicial de
desenvolvimento e busca superar as
dificuldades tradicionais associadas a
abstracdo excessiva ¢ ao carater
predominantemente algébrico desse
conteudo.

O objetivo central da pesquisa
em andamento serd promover uma
interacdo mais direta e intuitiva dos
estudantes com o0s objetos matematicos
por meio da visualizagdo, favorecendo a
construgdo de  significados mais

consistentes e  aprofundando a
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compreensdo dos comportamentos das
solugdes das equagdes diferenciais.

O  desenvolvimento  dessa
proposta também envolve a exploragao
de recursos tecnologicos, como o0
software Geogebra, a fim de enriquecer
as praticas pedagogicas e potencializar a
mobilizacdo dos saberes matematicos
pelos estudantes.

Para tanto, busca-se compreender
de que maneira a visualizagdo, utilizada
como ferramenta essencial, pode
contribuir para a mediacdo do
conhecimento, além de identificar os
desafios e as estratégias mais eficazes
para sua implementacdo no contexto
educacional. Dessa forma, pretende-se
oferecer novas possibilidades didaticas

para o ensino das equacdes diferenciais.
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