TRANSFORMACOES LINEARES
NOS LIVROS DIDATICOS:
uma analise em termos de registros de
representacio semiotica

Resumo: Este artigo visa
apresentar um estudo sobre o objeto
de ensino transformagdo linear,
realizado sob o ponto de vista da
teoria dos registros de representagio
semidtica de Duaval (2000).
Concordando com a afirmagio desse
autor de que, em Matemdtica, a
aquisigdo de um objeto passa
necessariamente pela aquisigio de
uma oOu mais representagdes
semioticas  desse  ohjeto,
INfETESSAMO-N05 em invesligar as
caracteristicas semidticas —
Fepreseniacao,
conversdos — relativas a esse
conteddo matematico. tal qual ele se
apresenta nos livros didaticos. Para
tanto, selecionamos trés obras
diditicas de Algebra Linear,
freqientemente presentes nas
referéncias hibliograficas de cursos
da drea de ciéncias exatas, de
universidades renomadas do pais, a
fim de verificarmos quais slio os
registros utilizados na abordagem
das transformagbes lineares e que
tipo de exploragio & realizada na
passagem de um registro a outro.
Nossas andlises revelam que os
livros diddticos apresentam
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particularidades na forma de
explorar os possiveis registros e
apontam a existéncia de deficiéncias,
principalmente no que se refere a
utilizagio do registro grifico e is
conversies entre esse ¢ os demais
registros.

Palavras-Chave: Registro de
representaciio semidtica, conversfio,
transformagdes lineares, livros
didaticos.

1. INTRODUCAO

Em seu trabalho de pesguoisa,
Duval (2000 procura evidenciar a
importincia da andlise do papel das
representagdes, quando se considera
um chjeto matemdtico. Um grande
problema na aprendizagem
Matemdtica esta ligado ao fato de
que ndo é possivel acessar um objeto
matemitica por meio de um
instrumento ou, mesmo, pela
percepein, dada sua naturera “nio
real™. Com isso, torma-se necessaria
uma relagdio de denotagio. a qual é
possivel por meio de um sistema
semiotico. Entende-se por sistema
semiotico, ou registro de
representaglio, um sistema de signos
que permite cumprir as fungdes de

comunicagio, tratamento e
ohjetivacio, ndo fazendo referéncia
somiente s nolapdes convencionas
que, por sua vez, nio constituem um
sisterna. Além da lingua natural, em
Matematica podemos citar como
exemplos de sistemas semidticos: o
sistema numérico, o algébrico e o
grifico.

Assim, Duval { 1993) pressupde
que a aprendizagem de um conceito
matematico consiste em desenvolver
coordenagbes progressivas entre
varios sistemas de representagio
semiotica. Sua teoria estd inserida
no modelo cognitivo do processo da
aprendizagem matemditica. cujo foco
esta na complexidade cognitiva do
pensamentos  humano. MWesie
contexto. a principal preocupagdio
reside na andlise das condigdes
COENItIvas intemas, Necessarias para
o estudante entender Malemitica, as
quais compdem o gue ebe intitula de
arguiteturg cognitiva, Desta forma,
na concepgio desse autor, o
entendimento matematico depende.
entiio, da mobilizagio de varios
registros e, por conseqiléncia, um
ndividuo aprende Matemitica se cle
integra, em sua arquitetura
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cognitiva, todos os registros
BECEsSArios como novos sistemas de
representagio. Em outras palavras.
Duval {1995) expressa quesides
relativas & aprendizagem matema-
ticarelacionando, fundementaimente,
05 processos de sentosis e moesis,
Entende-se por semicris a apreensio
oua produgio de uma representacio
semiotica e, por noesis, os atos
cognitives, como a apreensio
conceitval de um objeto, a
discriminagio de uma diferenga ou
a compreensdo de uma inferéncia.
Segundo o autor, “ndo ha noesis sem
semiosiy” (1995, p. 5, ou seja, ndo
haaquisiciio concedtual (conhecimento)
de um ohjeto sem recorrer a sistemas
semidlicos (representagbes). Com
iss0, as representagdes mentais ¢ as
representacoes semidlicas nido
podem ser vistas como dois dominios
totalmente diferentes; ao contrario,
ba uma estreita interdependéncia
entre elas, de tal maneira que, para
garantir o primeiro passo na diregio
da pocsis, € necessdria a semiosis,

Varias pesquisas (HILLEL,
SIERPINSKA, 1995; DIAS, 1998;
BITTAR, 1998; DORIER, 1998)
comprovam que grande parte dos
estudantes, independente do nivel de
ENSING, B0 cONverfer  representugio
de um objeto matemitico de um
sistema semidtico em uma

representagio de outro sistema,

| conclui, inadequadamente, que tais
representacdes referem-se a dois
ohjetos distintos. Exemplificando: o
contetdo de um grifico de uma
funghio nlio & o mesmo daguele de
sua expressdo analitica, apesar de
denotarem o mesmo objeto
matematico.

Sempre que um sistema
semidtico ¢ alterado, o contetdo da
representacio muda, enguanio o
objeto denotado permancce o
mesmo. Mas como  objetos
matemiticos nio podem ser
identificados com nenhuma de suas
representagies, varios estudantes
nio podem discriminar o contedido
da representa¢io e o objeto repre-
sentado.. " (DUVAL, 2000, p. 59).

Segundo D" Amore (2003 ), esse
fato deve ser analisado com muito
cuidado pelo professor, uma vez que
0 estudante ndo sabe gue esta
aprendendo signos que estdo no
lugar de conceitos. S¢ o professor
ndo tiver consciéncia desse fato,
acreditard gue o cstudante estard
aprendendo conceitos, enguanto, na
realidade, ele estd “aprendendn”.
apenas, a utilizar signos, [iante
dessa problematica, seria interes-
sante uma abordagem didatica que
permitisse ao estudante distinguir
um objeto matemdtico de uma

representaciio semiddica particular e
reconhecer um ohjeto matemdtico
atraves de suas difcrentes
representagies. Para isso, de acordo
com Duval (1995), deve-se
estabelecer uma coordenagio
consciente da variedade de sistemas
semioticos inerentes & wm conceito,

Ha dois tipos de transformagio
entre representagdes: o tratamento e
a conversdo. () tratamento ¢ a
transformagio produzide em um
sistema, que resulta em outra
representacio nesse mesmo sistema.
Os sistemas que possibilitam esse
lipo de transformagdc sdo
denominadas  registros  de
represcntagdo. Jd a conversdo é a
transformagdo que parte de uma
representaglio em determinado
sistema e gque produz uma
representacio diferente em outro
sistemia. Esse tipo de transformagio
pode ser exemplificado ao construir
um grafico a partir de uma equacio
dada, a0 gscrever uma equagio
partindo de um grafice ou ao
traduzir uma afirmagiio verbal em
simbologia algébrica. O quadro, a
seguir, apresenta um exemplo de
tratamento & outro de conversdio no
estudo das transformagses lineares.

Podemos nolar que, no primeiro
tipo de transformagio, o desenvol-
vimento do exercicio envolveu
tratamentos no registro simbdlico-

sejum T: RE—R%e 5: R =RY Tixyh=(2x, 2v) e S{x,¥) (-x, y). Determinagdio de SaT,

TRATAMENTO

CONVERSAQ

al Tixy) = (Ix.2vie Siepi={-xph.
Enida, SoT(xy)= S(T{x, y)} =
= 8(2x; 2y) = (-2x, 2y).

B Tixyd = (25200 & Sfxpr=i=x ).

Entito, SoT(x.v) ¢ uma expansio uniforme de fator 2, “
sepuida de uma reflesdio em relagio ap eixo y. |
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algébrico. Ja no segundo tipo de
transformagio, o exercicio envolveu
mudangas de sistema semidtico, ou
seja, conversdes do simbolico-
algébrico para a lingua natural ¢
desta para o registro grafico.

Duval atribui papel central as
conversdes entre regisiros, ja gue na
sup  leoria, O processo de
conceitualizagiio estd intimamente
relacionado com a coordenagdo de,
pelo menos, dois registros de
representagio distintos.

Diante deste panorama e
tomando por base os principais
pressupostos e conceitos tedricos
explicitados por Duval, interessamo-
nos em analisar de que forma alguns
livros diddticos de Algebra Linear
desenvolvem as conversies entre 0s

Tipo de registro

registros no  conteddo  das
transformages lineares, o que serd
deserito a seguir.

2, A ESCOLHA DOS LIVROS
E ASPECTOS ANALISADNS

A escolha dos livros didéticos a
serem analisados deu-se a partir de
uma pesquisa das obras didéticas de
Algebra Linear, adotadas pelos
cursos da drea de exatas, de uma
amostra de doze universidades
renomadas do pais. Desta coleta,
selecionamos  dois  livros
considerados “classicos™ dessa

08 quais serdin identificados por
Livro 1 ¢ Livro 2, ¢ uma obra de

edighio mais atual, a qual serd identi-

ficada por Livro 3. que, embora
menos citada em tais referéncias,
upresenta diferengas significativas de
abordagem em relagho aos demams.
Realizamos a andlise da parte
tedrica e dos exercicios propostos
dos seguintes topicos relacionados
is transformages lincares: introdu-
¢do as transformagles lineares
{introducio, definiglo, exemplos)
transformagdes geoméiricas no
plano e no espago; niicleo e imagem
de uma transformag¢lio lincar e
matriz de uma transformagdio linear.
Destes topicos, analisamos os tipos
de representaclio semiotica, presen-
tes, & as conversdes estabelecidas
enire o5 possiveis registros. A labela,
a seguir, identifica os tipos de

registro utilizados na analise.

Regisiro simbalico

Tinxe) = (Laty+z)

i

L

*Representapho simbilico-alptbrica:
{Livea 3, p. 154}

*Representngdo simbalico-matricial:
1 nhyfx
—-&[U o ]lel (Liven 2, p. 148)

"Rl.-pn:ma-l:ﬁﬂ grafica

e

. 148}

Ex: Fi1.2) =13, -1)

i

i

*Hepresentagio em n-uplas
{Livro 1, p. 108}

*Represeniagde tabulas

(Livro 1, p. 140)

Registro da lingua natural

especializade

éRepresentagho dn fingua nanral em emprego comum
(analisada em sitoagies-problema)

Ex: Ache o transformagio T do plana no plane gue &
uma reflexdo em oo da retn x=y.  (Livre 2, p. 1T1)

*Representagho da lingua nalurmnl em emprego

Sejn F: U—Y uma transformagda linear com a seguinie
propricdade: s {u,. ... u_ | é uma base de 1, entdo
[Fiu,) ..Flu)} & Hn:umml: independente em W,
Provar que F ¢ injetora.  (Liveo 1, p. 111)
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3. RESULTADOS DA ANALISF,

3.1. Livro 1

3.1.1. Parte Tedrica ¢ Exercicios Resolvidos

Na introduglo s transformagies lineares, tanto nas definighes como nos exemplos e exercicios resolvidos, os
registros dominantes siio o simbolico-alpébrico e o da lingua natural especializada, ou seja. néo hi exploracio dos
registros grafico e simbalico-matricial. Cabe observar, ainda. que, devido d inexisténcia de situagdes-problema ou
aplicagbes utilizando a denominagio do quadro anterior, o registro da lingua natural, em emprego comum, também
nilo ocorre. Ainda, o registro numérico tem ocorréncia restrita ao caleulo da imagem de elementos. As conversies
sdo pouco exploradas e limitadas, principalmente. entre os registros simbalico-algébrico ¢ da lingua natural
especializada.

As transformagdes no plano e no espago, praticamente, ndo sdo abordadas nessa obra. No bloco de exercicios
resolvidos, hit um exemplo sobre homotetia, porem, sem apelo ao regisiro grifico, como pode ser verificado no
quadro a seguir,

E‘%”wﬂ  Quadr2- Livro 1 - Exercicio Resshido i 10 (p. 109) i
' '-Iﬁ_ﬁ#mwmﬂmm Dado oe R chama-se homotetia determinada pelo escalar o o aplicagio

 Ha V=V tal que Hofu) = o, Yue V, Mostrar que He ¢ um operador finear de V.
lmﬁﬁWa}Hqu]H,] =y tu) = o, = Hefuw )+ Holu,)  biHeitu) = cftu) = o) = 1. Hefu)

EEEE

Ao tratar do tema “Nucleo e Imagem™, os autores apresentam a defin iglo formal, seguida de um exemplo, no
qual eles exploram a converséio do registro simbdlico-algébrico para o grifico. conforme exposto no quadro seguinte,

Quadro 3 - Livro 1 ~ Niscleo de uma Transformacho Linear (p, 117)

R ) e — ormagda linear dada por: F(x,y) = (0, x+y, 0), Achemos o nikcleo de F.
i _%’:{:.ﬂeﬁﬁfﬂ'%*iw{m'ﬁtﬂﬂlﬂﬁx-mm%ﬁﬁmm el

i i |
[ -
X[ e
| \ i 00 ¥

A partir deste ponto, o conteddo é desenvolvide somente nos registros simbolico-algébrico, da lingua natural
especializada, e numérico, lornando as converses limitadas entre esses sistemas. No topice sobre matriz de uma
| transformagdio linear, os registros dominantes sdo: o numérico, tanto na forma tabular como na representagio de n-
uplas, o simbélico-algébrico e o da lingua natural especializada, sendo que as conversies mais presentes sio aquelas
entre o5 registros simbolico e numérico e do registro da lingua natural especializada para o numérico, O quadro, a
seguir, contem o enunciado de um exemplo que aponta para este (ltimo tipo de conversao,

i : ) e Al T T
Quadro 4 - Liveo 1 -H&cﬁﬁ&-m#_-tm m&ﬁﬁmm: (p.134)
Seja V um espago vetorial de dimensdo 3, Sejn B = (e, €., ¢} uma hase de V. Sendo F o operador linear de V
 talque Fle) = e e que deixa fixos todos 03 vetores de W = {ne by tae ) wytz<d)}, determine (F),.
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311, Exercicios Propostos

Ma introdugiio a0 conceito, ha
dez exercicios propostos, sendo que
todos solicitam algum tipo de
demonstragio. Em dois exercicios,
hd itens que envolvem a determina-
giio da transformagio linear. A
maior parte dos exercicios € propos-
ta ou no registro da lingua natural
especializada ou no simbdlico-
algébrico. direcionando o aluno a
cfotuar a resolocio no interior do

Pudemos, ainda, constatar que,
nesta seglo, o registro erafico ocorme
em apenas um exercicio. Com
relagio ao tpico de matriz de uma
transformagdo lincar, ha um total de
dezesseis exercicios proposlos,
desenvolvidos nos registros da
lingua natural especializada,
simhdlico (algébrico ¢ matricial) e

sistema semidtico. apresentado no
enumciado, ou explorando conversies
limitadas entre estes dois registros
oll, ainda, entre eles e o registro
numérico. Nin hd gualguer exercicio
a respeito das transformagdes
geométricas no plano ou no espago.
Cuanto ao contesdo de nicleo e
imagem, o livro propfe quinze
questdes, sendo cinco de prova
relacionados 4s transformagdes em
espagos veloriais pendéricos. Neste

..................

numeérico, sendo o registro
simbdlico-algébrico o predominante.
Ha dois tipos basicos de exercicio
em relagho a este conteddo: o de
determinagio da matriz de uma
transformagho linear, dadas uma
base do dominio, ¢ outra do conira-

dominio e o de determinagio da |

transformagio linear, dada a matriz

topico, 08 exercicios sio enunciados,
principalmente, nos registros da
lingua natural especializada,
simbalico-algébrico ou numérico.
sendo que o aluno fem a
possibilidade de resolvé-los
utilizando converstes limitadas,
principalmente entre estes registros.
O exemplo a seguir apresenta um
exercicio cuja resolugdo aponta para
i conversio do registro numérico
para o simbdlico-algébrico,

AR A

e fixadas as bases. A seguir, serdo
apresentados os griaficos gue
sintetizam a tabulagio dos registros
presentes ¢ das conversdes
apontadas, explicitamente, nos
enunciados dos guarenta & um
exercicios sobre transformagdes
lineares, propostos no livro.

DOLingua Especializada (LE)
B Grafico (G)

B Simbalico Algébrico [SA)
B humerico (M)
BLinguagem MNatural (LN]
B Simbdlice Matricial [SM)

T L

14
T
]
OLE para SA BM para LE BN para S5A W SA para LE W SA para G
BSMparaSA  BSAparaN BLEparaSM  OSMpara N
 Mofn - Total de exéreicion propostos a Livee 141 i A

0
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J.1.3. Conclusfio

Diante do exposto, conclui-se que as transformagdes lineares do Livro 1, tanto na parte tedrica como nos
exercicios, sio desenvolvidas basicamente em trés registros: o simbdlico, o numérico e o da lingua natural
especializada. As conversies sio pouco trabalhadas e estio limitadas, praticamente, nos registros citados, evidenciando
uma deficiéncia na exploragdio, principalmente, dos registros grafico e da lingua natural em situagdes-problema,
bem como as possiveis converstes entre eles.

3.1 Livro 1

3.2.1. Parte Tedrica

Esta obra ja infroduz o conceito explorando um pouco mais a diversidade de registros. Inicialmente, apresenta
dois problemas que envolvem os registros da lingua natural, o registro numérico na forma tabular, o registro grafico
€ 05 regisiros simbolicos nas duss representagbes. Apesar de a abordagem explorar, inicialmente, as conversdes
entre registros, nesses dois problemas iniciais, apds a definigio das transformacdes lineares, nota-se o predominio
do registro simbolico.

O liveo desenvolve um tépico especifico das transformages do plano no plano (% Transformagdes do plano no
plano”, p. 147}, tratando a expansio (ou contragdo) uniforme, a reflexiio em toro do eixo x, a reflexio na origem,
a rotagiio de um dngelo g e o cisalhamento horizontal, Apresenta a translagio como um exemplo de uma aplicagdo
nito lincar. No tratamento da composigio das transformagdes lineares, exemplifica com a composta de duas
transformagdes no plano, o caso, uma expansdo uniforme de fator 2, seguida de um cisalhamento horizontal de
fator 2 . Em todos os casos, o livro apresenta os registros simbélico (nas duas representagies) e grafico, conforme
ilustrado a seguir.

Reflexioem Tomo do Eixo- x:
F: R*—=R*

DLy Hx-Y)

| (Lol

e T B A T o A T T g

Na maioria dos casos, a abordagem parte do registro simbolico-algébrico para o grafico. Somente ao tratar da
rotacio de um dngulo g, € feita a dedugio da representacio simbolico-algébrica partindo da representacio grafica,
Com isso, nota-se que ha uma preccupagio cm apresentar o conceito explorando registros distintos, oferecendo ao
leitor uma viso mais abrangente do tema estudado, porém, verifica-se que nessa apresentacio tedrica a abordagem
nio favorece ao alunc a construgcio do tratamento da representagdo simbodlico-algébrica para a matricial ou das
conversies entre os registros simbélico e grifico, j4 que tais transformagBes sio estabelecidas pelos autores, de uma
maneira finalizada, sem a descrigdo de como sio feitas.

Ao abordar o topico relativo a nficleo e imagem. hd um exemplo que explora a conversio do registro simbaolico-
algébrico para o numérico e para o grafico, conforme apresentado no quadro abaixo.

T: R* =B
(X0} ==y Nesle caso s ker T = [{xype R ary=l}, i=o & leerT & aretn y=-x. Podemns dizer
minda que kerT= {(xs)k xaB) = [x(1-1) 2B} = [1-1}} ImT =R, pois dado we B, w=T{w0}

R TRy vy T ';""."."-'" ry ."': ._._:.._ " E . A X l._: ..... 2
Em seguida, £ apresentado um outro exemplo de niscleo ¢ imagem, que trata da conversio do registro simbdlico-
algébrico para o numérico, Porém, a partir desse ponto, no decorrer do desenvolvimento tedrico deste tema, ha um
predominio do registro da lingua natural especializada, seguido do simbalico-algebrico. Ao lidar com as matrizes,
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a obra apresenta o5 registros |

grificos de um vetor em duas bases
orogonals distintas. Apesar disso,
novamente ndo ¢ detalhada a

| conversfo realizada entre os

registros numérico, simbalico e
griafico. J4& no momento de
apresentar o processo de obtengio
da transformacio linear ou da
determinacio da mainz, sio ratadas
apcnas as conversies entre os
registros simbdlico-algébrico e
numérico tabular. Por fim, os
conceitos de matriz de mudanga de
base, a relagdo entre posto ¢ nulidade
com as dimensies da Imagem ¢ do
Micleo, respectivamente. a
composigiio entre transformagdes
obtidas através de matrizes e de
matriz da inversa 580 desenvolvidos
predominantemente no registro da
lingua natural especializada.

3.2.2. Exercicios Propastos

OV livro apresenta cineo exercicios
propostos, relacionados & infrodugéo
do conceito, sendo trés de prova e
dois de determinagiio de uma
transformacio linear. Neles sio
apresentados os registros da lingua
natural especializada, numérico e
simbdlico (algébrico e matricial),
porem, o registro de representagiio
simbdlico-algébrico ¢ o predomi-

nante. Ha pouca exploragdo de |

conmversies, sendo a maior parte
relacionada a5 transformacies do
registro numerico para o simbolico-
algébrico. Ao tratar das transforma-
ghes peométricas, o livro apresénta
nove exercicios, sendo cinco
relacionados com a ransformagio
do plano no plano e quatro com as
transformagdes no espago, todos
exigindo a determinagdo da

aplicagdo a partir do registro da
lingua natural. Na maior parte das
quesiies, nido ha nenhuma solicitagdo
para que o aluno represente essa
transformagio no registro grifico,
sendo gue todas as respostas
apresentadas no final do capitulo sfio
dadas, exclusivamente, nos registros
simbalico ou numérice. Ainda,
virias questies podem ser resolvidas
por simples consulta & teoria, nio
sendo necessaria a tentativa de partir |
da representagio prifica. Com relagio
a0 contelido de nicleo ¢ imagem, ha
oito exercicios formulados,
principalmente, nos registros da lingua
natural especializada, numérico e
simbdlico, Somente uma questio trata
do regstro grafico, explicitamente, no
enunciado, como pode ser observado
no item “d” do exercicio apresentado

a seguir.

Quadro 8 - Livro 2 - Exercicio Proposto n® 19 (p.173)
Considere a transformaglo linear T: R'-R" dada por Tix.y,2) = (2, x-y. -2).

ajDetermine uma base do nicles de T
€)T é sobrejetora? Justifique,

As matrizes sio tratadas em dex
exercicios, enunciados nos registros
da lingua natural, numérico e
simbolico, sendo o numérico o
predominante. As conversies mais
presentes sdo aquelas que envolvem

bjDéa

08 registros numeérico e simbdalico,

Apesar de o5 autores incluirem o |

registro grifico na teoria relacionada
a esta seclo, ndo ha exercicio
solicitando gualquer representagdio
grifica. Os praficos. a seguir,

dimensio da imagem de T
Mhﬁﬂﬂ Hhﬂ'ﬁiﬂ'

| sintetizam a tabulagio dos registros

FITI:EI:I'IIL‘E. [ -I:|EE. Eﬂl‘l‘n‘ETE-ﬁEE
apontadas, explicitamente, nos
enunciados dos trinta e dois
exercicios sobre transformagdes
lineares propostos no livro.

18

| Nota - Todal de exercicios proposios o Livee 2: 32

i

BLingua Especializada (LE)
WGralico (G)

EEimbdlico Algébrica [SA)
MNurmanico (M)
ELinguagem Matural {LM)
BSimbdlico Maltricial (SM)

n
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3.2.3. Conclusiio

O Livro 2 ja trata do conteido envolvendo os registros da lingua natural, grafico. simbélico, numérico ¢ da
lingua natural especializada. sendo que os dois primeiros ocomrem, mais freqiientemente, no topico especifico do
livro que trata das transformagies peométricas do plano no plano e do espago no espago, Apesar de as conversies
eNlre esses regisiros serem realizadas na parte tedrica, nota-se que elas aparecem finalizadas. ou seja, sem oferecer
a0 estudante uma abordagem favordvel para que ¢ mesmo possa construi-las, compreendendo, assim, as
especificidades de cada representagio. Nos exercicios, nota-se. também, que as conversdes envolvendo o registro
grafico ocorrem de forma reduzida. se comparadas com as demais. Notamos que na parte tedrica do liveo, as
conversoes tendem a privilegiar um imico sentido. Por exemplo: nfio hil conversies realizadas, de forma explicita,
no sentido do registro griafico para o simbdlico, com excecdo do caso da rotagdo de um angplo q. Com relagio aos
exercicios, o livro tem como particularidade a apreseniagio de doze questies formuladas na lingua natural. De
trinta e dois exercicios, somente dois sio formulados no registro grifico e cinco envolvem conversdes que requerem,
explicitamente, esse registro,

3.3. Livro 3

3.3.1. Parte Tedrica

Uk autores dividiram o estudo das transformacdes lineares em dois capitulos independentes. No primeiro capitulo
desse tema (Capitulo 4, p. 129), sio tratados os seguinies topicos: estudo de Espagos Vetoriais Euclidianos e as
Transformacdes Lineares de R em R™, No segundo capitulo (Capitulo 8, p. 257), o estudo das Transformages
Lincares € realizado em espagos vetoriais arbitrarios. Ha um capitulo posterior (Capitulo 9, p. 291}, ntitulado
Topieos Adicionais, que aborda virios temas, dentre eles a Geometria dos Operadores Lineares do B2, Por fim, hi
um capitulo (Capitulo 11, p. 363 ) que trata de aplicagdes gerais da Algebra Linear em outros campos, Inicialmente,
as transformages lineares sio definidas, conforme apresentadas no quadro seguinte.

traEformagio T

i
gdo limear (ou operador linear s¢ m = n). Assim, i
uma transformagso finear T: R"—R* ¢ definida por egunciies da forma; ‘ )
WSapE e Y e X ol
"":i;" oy Ea:“h' X il._.__"!_, : TR X
- E B A
2wl Ll THEFE T T T N Y e
%i'? ou entlio, em nofagdo matricial, p
lp"-«‘l-:; w ] [% % th | " i
A8 .I o | S TS ) P - : _ !
B 7 i 1M1, MALE Concisamenie, por w=2A.%. A mafriz A = j\qu ¢ )
chamada matriz caninlea da transformagdo linear T ¢ a .
‘J'"‘. l"’* [ A O l-T.‘. transfosmagio T ¢ chamads multiplicacio por A. w
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Deste modo, nota-se que a
definigio usual de transformagfio
linear como uma aplicagio especial
entre espagos vetoriais no é dada
nessd introdugdio. Somente apos
explorar os varios topicos relacio-
nados as transformagdes lineares do
R"em R™ (a geometria das transfor-
magdes, a transformagdo nula, o
operador identidade, a analise da
propriedade injetora. a obtenglio da
inversa, dentre ouwtros topicos), os
autores apresentam as condigbes de
linearidade. A definicio geral, que
trata das transformagdes lineares em
espagos vetoriais quaisquer, so €
apresentada no segundo capitulo
desse conteido, sendo que, nesse
momento, of autores retomam Chsos
do ptano e do espago, abordados no
capitulo anterior. com 4 preocu-
pagio de relaciond-los com essa
nova definiglio mais geral. Na
introdugdo do primeiro capitulo, a
abordagem ¢ dada nos registros da
lingua natural especializada,
simbdlico-algébrico, simbalico-
matricial e numérico. Ji na parte
introdutdria do segundo capitulo, o
autor inclui exemplos graficos,
tratando de conversies entre esse
tipo de registro ¢ o simbdlico-
algébrico. Wo primeiro capitulo, que
trata das transformagdes lineares do
R" em R™, & dedicada uma secfio
especial para a Geometria das
Transformagies Lineares, Os auto-

res exploram os aspectos geometri-

Somente no segundo capitulo,
guando os autores abordam as
transformagdies lingares em espagos
vetoriais arbitririos, <o trabalhados,
explicitamente, os conceitos de niclea
¢ imagem. Quanto ao contetido de
muatriz de uma transformagio lincar,
no primeiro capitulo, gque trata das

cos dus reflexides, projegles, rotagphes e
dilatagdes, tanto no plano como no
espago. A garantia da linearidade de
tais transformagdes é dada pelo fato
de as equaghes que a compdem,

serem lineares, e nfio pelas duas
condigdes inerentes a definigio de

transtormagfo linear.
() autor dessa obra apresenta
tabelas, contendo as

grifica, simbdlica ¢ numérica de

projeglies ortogonais, reflexBes,
rotagdes e dilataghes. A particu-
laridade desse livro vem do fato de
que, na parte tearice, ele desenvolve
essas ransformagies também no R,

Dessa forma, podemos notar que
nesse topico hi uma preccupagio em
tratar dos registros grafico,
simbdlico & numérico, porém, da
mesma forma que no Livre 2,
observa-se que o 1exto apresenta
essas situagdes ja finalizadas, sem
um detalhamento das passagens de
um registro para o outro. Apos a
apresentaghio dessas transformages,
sdo dadas a composigio de
transformagdes lincares ¢ a sua
relagiio com o produto das matrizes
candmicas, Nessa se¢dio, 05 autores
procuram desenvolver a resolugio
da composta, através dos registros
simbdlico-algébrico, grifico e
numsético (multiplicagio de matri-
7e5) ¢, dessa forma, siio realizadas
a5 conversies enire esses registros.
Como ja foi citado, ha também no
capitulo sobre “Tapicos Adicionais™

transformagies, observamos que a
propria definigio ja e expressa na
forma matricial e o conceito de matriz
canonica de uma transformacio linear
aparecia, naturalmente, dessa
definigio. No segundo capitulo desse
contendo, hd uma seglio especifica
para o estudo de matrizes de

quadro, a seguir, {lustra essa situagio,

{Capitulo 9, p. 291), que trata de
aplicacies da Algebra Linear, uma
seqio especifica, intitulada “Geome-
tria dos Operadores Lineares de R™,
Apesar de nilo ser partc integrante
do capitulo de estudo das transfor-
magdes lincares, hi, nesse contexto,
uma grande preccupagdo em
aprofundar o estudo dos operadores
lineares no R* e de detalhar as
transformagdes entre os diversos
registros, sendo a representagiio
erafica constantemente solicitada. Os
autores retomam o lratamento das
expansies, contrages, reflexdes,
rotagdes ¢ cisalhamentos. procu-
rando coordenar o trabalho com os
registros grafico, algébrico e
numérico-tabular. Ainda nesse
capitulo, o autor explora a deter-
minagdo da matriz candnica pela
composigio dessas transformagies
usuais e o efeito geométrico dessas
operagies. Também mostra ao leitor
como analisar o efeito geométrico de
uma matriz de ordem 252, por meio
da sua decomposigio em produto de
mutrizes elementares.

Do conteido de niicleo ¢ imagem
presentes no primeiro capitulo, que
trata das ransformagdes lineares, os
autores 50 exploram a questio da
injetividade ¢ da existéncia do
operador inverso, em transformagbes
lineares definidas do R" em R". Para
introduir o propriedade injetora, o li-
vro parte de situagies geométricas. O

transformagies lineares arbitriirias em
relagio a duas bases do dominio &
contra-deminio, respectivamente,
MNessa segin, 05 Tegistros presentes Sio
o da lingua natural especializada, o
simbdlico € o numeérico, sendo que as
conversies mais fregiientes sho entre
o& registros numérico e algébrico.
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3.3.2, Exercicios Propostos

Na parte introdutoria, tanto na
secio de exercicios do primeiro
capitulo das transformagies como

. ma relagio proposia no segundo

capitulo, as questdes sa0 formula-

. das, principalmente, no registro

simbalico-algébrico. As conversies
sio desenvolvidas de forma
significativa, realizadas em grande

| natural especializada, no segundo

capitulo, O que diferencia esse livro
dos demais ¢ o fato de ele incluir
cinglienta e uma questbes formula-
das na lingua natural de emprego
comum {em situagdes-problemal,
sendo que a maioria das conversiics
exigidas nessas questies parte desse
Tegistro pard o NumErico.

Com relagio aos exercicios do

| registros. S0 propostas vinte € seis
| guestdes, sendo a maior parte

desenvolvida no registro da lingua
natural. O registro grafice & pouco
trabalhado explicitamente, pois,
apesar de os enunciados dos exerci-
cios envolverem gquestdes de
reflexdes, rotaghes, dilatagoes ¢
composigies cnire essas transforma-
gies, € possivel resalvé-los, em sua

parte entre 05 registros simbolico- | primeiro capitulo, que tratam das | maioria, wutilizando, apenas,

algébrico e numérico-tabular, no transformagoes lineares peométricas substituigfes nas formulas desenvok

primeiro capitulo, e simbolico- | na plano € no espago, nota-se que | vidas po registro simbalico, conforme

algébrico, numérico ¢ da lingua hé uma grande diversificagio de apresentado no quadno seguinie,
Quadro 11 - Livro 3 - Exercicios de Transformagbes Lineares no Plano (p. 146)

Use multiplicagho matricial para ennmnu-n'mﬁ:m II:E!{-I.I.'}.E-m tor: mm eixo %

) aluno ndo necessita utilizar
qualquer recurso grafico, tendo em
vista que na parte tedrica (p. 139) ¢
dada a matriz canbnica dessa

| transformagdo. No capitulo de

“Topicos adicionais”, 0s exercicios
das transtormagdes geométricas ji
sio formulados de modo a explorar
a coordenagio de registros de uma
formia mais aprofundada. Apesar de
a parte tedrica desse capitulo fratar,
apenas. das transformagies
geométricas no plano, o autor inclui
nos exercicios propostos as
transformagdes no espago. Ha um
total de vinte e trés guesties que
tratam das transformagdes lineares
no plano ¢ no espago, sendo o
registro grifico um pouco mais
explorado nesse capitulo adicional
do que no capitulo que introduz a
teorin, Apesar disso, nota-se que,
apenas cinco, de um total de
duzentos e seis exercicios, fazem uso
de converstes, partindo do grifico
para outro tipo de registro,

No primeiro capitulo, das
transformacies lineares, ndo se trata
de nocleo e imagem de forma

explicita,
injetividade, sobre a possibilidade de
um vetor ser imagem da
iransformagiio e a determinagio de
inversa. Sdo propostos doze
exercicios, enunciados, principal-
mente, nos registros da lingua
natural especializada e simbdlico-
algébrico, ¢ a maior parte das
conversies ocorme entre o simbolico-
algébrico e o numérico. O segundo
capitulo, que trata das transfor-
magdes lineares cm espagos
genéricos, contém cinglienta e quatro
exercicios sobre nuclec € imagem,
sendo a maioria formulada nos
registros simbalico-algébrico e da
lingua natural especializada. Ha dez
conversdhes que envolvem o registro
grifico, porém, apenas duas partem
da representagio grafica para outro
tipo de registro. Com relagio ao
topico  “Matriz  de uma
transformagdo linear™, no primeiro
capitule, que trata das transfor-
magdes, a representagiio tabular
assume um papel de destaque nos
exercicios. Porém, como foi
abordado na parte tedrica, nessa fase

mis hé questdes sobre | 56 & watada a matriz candnicd de

uma transformagio linear. Os
registros presentes sio o simbolico-
algébrico, o numérico, o da lingua
natural de emprego comum ¢ o de
emprego especializado ¢ hia uma
grande exploragio de conversies
entre esses registros. No segundo
capitulo, que trata das
transformagdes lincares, ha um
topico especifico  intitulado
“pMatrizes de Transformagoes
Lineares Arbitririas”, com um total
de wvinte ¢ dois exercicios,
formulados nos registros da lingua
natural especializada, simbdlico,
numérico-tabular e da lingua natural
de emprego comuni, As conversics
pcorrem, principalmente, entre 05
registros simbalico-algebrico e
numérico tabular. Os graficos. a
seguir, contém a tabulaglio dos
registros presentes e das conversoes
apontadas, explicitamente. nos
enunciados dos duzentos e seis
exercicios sobre transformagdes
lineares. propostos nos dois
capitulos sobre transformagdo
linear, analisados nesse livro,
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3.3.3. Conclusio

O Livro 3 segue uma abordagem
diferente dos demais. Dos livros
mﬂimﬂﬂ&:ﬂéuqu:n‘mismﬂnrﬂ
a diversidade de registros. As
transformagdes no plano sdo
mencionadas constantemente pard
exemplificar conceitos  de
injetividade, nocleo. imagem,
ransformagdo inversa, composigio
de transformagdes, dentre outras
topicos e, dessa forma, o auLOTEs
fazem com gue, na exposigdo
teGrica, o registro grafico assuma um
papel de destaque. () registro da
lingua natural de emprego comum
também é extremamente utilizado na

shordagem tedrica, Um aspecio |

exclusivo desse liveo & o tratamento,
mpmt:laﬁﬁnn.dﬂsumﬂfmnwﬁ-ﬁ
lineareés no espago €, conscqilen-
temente, do registro grifico 0o R
Apesar disso, nessa parte da
abordagem, ainda notamas wi
exposigio eorica que nio favorece

nesses dois primeiros capitulos. Ja
no capitulo, que trata de “Thpicos
adicionais”, ha um aprofundamento
das transformagfies geometricas 0o
plano & no espaga. Messe contexio,
ha um detalhamento maior das
conversdes, oferecendo ao leitor wma
a0 estudante 8 construgio dessas | abordagem favoravel ao entendi-
conversbes, ja que, novamente, 03 sento das particularidades de cada
registros 530 apresentados pronios. | tipa de registro. Porém, nos
Ao contririo da abordagem teorca. ExXeTCicios propostos nesse capitulo,
nota-se que, nos exercicios, o | apesnrdenregiﬂmgrﬁﬁm AssUImir
registro grafico ndo £ 1o explorado, | wm papel mais predominante do qué
tendo em vista gue, apenas duas | oS exercicios dos capitulos
questiies sio formuladas ness< anteriores, nola-se queé pouco se
registro ¢ que a3 conversoes, | exploram as conversoes que partem
envolvendo representaghes grificas. | de representaghes graficas para
aparccem em namere ceduzido | outro tipo de registra.
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4. CONSIDERACOES FINAIS

Este artigo procurou mostrar um
estudo sobre as transformagtes
lineares, embasado nos trabalhos de
Duval (2000) sobre os registros de
representagio semictica. A andalise
de trés livros didaticos revelou
algumas diferengas de enfoque no
desenvolvimento das transformagdes
lincares, com relagiio aos registros

_ presenies ¢ as conversies estabebecidas.

Constatamos que o Livro 1
desenvalve o conteido e propde os
exercicios desse tema, basicamente,
nos sistemas semidticos simbalico,
aumérico e da lingua natural
especializada, limitando as

conversies entre esses registros. J4 |

a parte teorica dos Livros 2 ¢ 3
explora a diversidade de registros de
maneira satisfatbria, porém, a
apresentagio estd mais proxima de
uma descricio dos possiveis
registros de um mesmo objeto do que

| de uma abordagem que conduza o

estudante a estabelecer a
coordenagio das conversies entre
s regisiros,

Com exeegio do Liveo I,

podemaos afirmar que as outras obras |

-mnﬂm

abordam, na parte tedrica, o registro
grafico, porém. nos exercicios
propostos ou a maior parte das
questics ndo € enunciada nesse
registro ou € proposta de forma a
nio torni-lo necessirio para a
resolugio, como verificado no Livro
2 e no primeim capitulo, que trata

| das transformaghes geométricas, do

Livro 3. Com relagio a esse Gltimo
livro analisado, apesar de ele
diversificar as conversiies e tratar do
registro grifico com uma freqiiéncia
satisfatdria, no capitulo de “Tdpicos
Adicionais™ (p. 291), ha também
deficiéncias na coordenagfio das
conversdes que partem do grafico
para outro tipo de registro, Notamos
fuaE NS EXErcicios propostos dos trés
livros, as conversbes enire 03
registros simbdlico-algebrico ¢

numérico assumem um papel de |

destaque. quando comparadas com
as demais, apesar de o Livro 3
tambsem incluir varias conversies no
sentido da lingua natural para o
MUMETICG.

[iante destas constataghes,
interrogamo-nos s tais abordagens
podem limitar a compreensho efetiva

do conceito de transformacio linear,
j& que o processo semiosis desse
conceito parece nio estar sendo
explorado a ponto de favorecer a
noesis, Tais interrogapies originam-
se na verificagio de dois fatores
citados anteriormente: a abordagem
ndo capacita o aluno a estabelecer
coordenaghes progressivas entre os
registros, Uma vez que a apresen-
tagao deles se fiz de forma imediata
e pronta, sendo insuticiente o tahalho

| comdeterminadas comversies.

Por fim, esperamos que este
trabalho tenha destacado a
importdncia da exploragio de
diversos registros, bem como das
possiveis conversdes a0 s¢ tratar de
um objeto matematico a ser
ensinado. No caso particular das
transformagies lineares, esperamos
gue a andlise aqui apresentada,
apesar das diferentes abordagens
encontradas nos livros didaticos,
forneca evidéncias suficientes para
identificar 0 predominio de certas
conversdes' e, por conseqiiéncia. o
prejuizo gue esse fato pode trazer na
compreensio conceitual do ohjeto
matematico em questio.
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