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Resumo

O texto apresenta um estudo histérico sobre os paradoxos do tipo antinomia. Como exemplo, apresentamos o
“paradoxo do conjunto de todos os conjuntos” ou simplesmente “paradoxo de Russell”. Trata-se de uma
pesquisa qualitativa, de cunho exploratdrio, desenvolvida no &mbito da Educagdo Matemaética, com o intuito
de produzir conhecimento sobre esse tipo de assercdo logica, dada a complexidade que apresenta a mente
humana, mediante a impossibilidade de compreenséo de tais asser¢des como verdadeiras ou falsas. A intencdo
é contribuir com a comunidade académica mediante a exposi¢do de um texto que se propde a expor uma sintese
compreensiva sobre o assunto, vislumbrando contribuir com discussdes sobre o tema.
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Abstract

The text presents a historical study on the paradoxes of the antinomy type. As an example, we present the
"paradox of the set of all sets" or simply "Russell's paradox.” It is a qualitative research of an exploratory
nature, developed in the scope of Mathematical Education, with the intention to producing knowledge about
this type of logical assertion, considering the complexity they present to the human mind, through the
impossibility of understanding them as true or false. Our intention is to contribute with the academic
community presenting a comprehensive synthesis on the subject, expecting to contribute with discussions about
the theme.
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Introducéo

O infinito causa perplexidade e instiga a imaginacdo humana desde os présocraticos,

época que da indicios do surgimento das primeiras preocupacGes com o tema. Desde sua
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origem, o infinito é caracterizado como controverso e aguca nossa curiosidade. Atrelados a
ideia de infinito, surgem na matematica os paradoxos.
A etimologia da palavra paradoxo ¢ composta pelo prefixo grego “para” (contra) e

pelo sufixo “doxa” (senso). Ou seja, um paradoxo ¢ uma afirmagdo que expressa ou parece

expressar uma incoeréncia l6gica, uma sequéncia de pensamentos que leva a um absurdo,
uma ideia contraria ao senso comum.

De acordo com dicionario de Lingua Portuguesa, temos a seguinte definicdo:
“Paradoxo: 1 Opinido contréria a comum. 2 Afirmagdo, na mesma frase, de um conceito
mediante aparentes contradigdes ou termos incompativeis” (MICHAELIS, 2012). Segundo
o Dicionario de Filosofia, paradoxo também pode ser definido como um sistema de crengas,
contrérias a opinido da maioria ou contradi¢des oriundas do uso do “procedimento reflexivo,
na maioria das vezes chamadas de antinomias.” (ABBAGNANO, 2007, p. 742, grifo nosso).

Em Refutacdes sofisticas (cap. 12), considera a reducdo de um discurso a uma
opinido paradoxal como o segundo fim da Sofistica (o primeiro é a refutacdo, ou
seja, provar a falsidade da assercdo do adversério). Bernhard Bolzano intitulou
Paradoxos do infinito (1851) o livro no qual introduziu o conceito de infinito como
um tipo especial de grandeza, dotado de caracteristicas proprias, e ndo mais como
limite de uma série. [...]. No sentido religioso, chamou-se Paradoxo a afirmacéo
dos direitos da fé e da verdade do seu contelildo em oposicéo as exigéncias da razao
(ABBAGNANO, 2007, p. 742).

Consoante o livro Compéndios de Matematica e Logica Matematica, de autoria de

Carlos Magno Corréa Dias, a defini¢do do termo

€ um argumento que produz uma conclusdo surpreendente, a qual é contraria a
nossa intuicdo. Os paradoxos podem ser classificados em Paradoxos Veridicos
(aqueles que apresentam conclusfes verdadeiras) e em Paradoxos Falsidicos
(aqueles que apresentam conclusfes falsas) (DIAS, 1999, p. 53).

Como podemos observar, o termo paradoxo possui diversos significados, sem que
um contradiga o0 outro. Assumiremos, neste texto, a definicdo de paradoxo como uma
acepcao gue designa uma proposicdo ou crenga contraria ao senso comum e a intuicao.
Consideramos trés principais acepcdes diferentes do termo:

a) ProposicOes aparentemente verdadeiras, no entanto, falsas (paradoxos falsidicos);
b) Afirmagdes impossiveis de ser classificadas como falsas ou verdadeiras
(antinomias);
c) ProposicOes aparentemente falsas, no entanto, verdadeiras (paradoxos veridicos).
Os paradoxos foram de suma importancia para o desenvolvimento da Matematica,
pois na busca por solugdes para o desamparo ldgico que eles causavam é que se desenvolveu
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0 rigor matematico, em especial na area da logica. Os paradoxos sempre foram motivos de
reflexdo na Matematica.

Identificamos um paradoxo por meio da observacao das caracteristicas implicitas ou
explicitas do argumento que leva a uma sancdo aparentemente falsa ou inconsistente.
Quando a afirmacdo é falsa ou incoerente, surge a necessidade de refutad-la (MONTEIRO;
MONDINI, 2019, p. 32). Porém, nem sempre isto é imediato, haja vista que muitas vezes o
argumento ¢ aparentemente consistente. Por exemplo, a declaragdo “esta afirmacao ¢ falsa”
é paradoxal, pois se a declaragdo for falsa, é verdadeira e se for verdadeira, € falsa.
Afirmagdes deste tipo sdo controversas a ideia de que ndo ha frases declarativas com valores
diferentes de verdadeiro ou falso. Desta forma, percebe-se que nem sempre € simples

verificar que um argumento, ou conjunto deles, ocasione paradoxos.

Sobre a pesquisa e seus procedimentos

O texto aqui apresentado € resultado de uma pesquisa qualitativa desenvolvida na
abordagem de um estudo exploratério. Esse tipo de estudo tem como objetivo buscar
informac@es sobre o assunto para que, dessa maneira, 0 tema se torne mais claro e, assim,
possibilite construir interrogacdes mais relevantes para a conducdo da pesquisa.

Desse modo, explorar um tema sugere reunir mais informacées e buscar aliar novas
caracteristicas ao contetdo tema da pesquisa. O estudo exploratério é uma forma de se ter
um primeiro contato no campo cientifico e se obter novas ideias de pesquisa, mais
aprofundadas, sobre o tema de interesse (RAUPP, BEUREN, 2003, p. 80-81).

Os estudos exploratérios permitem ao investigador aumentar sua experiéncia em
torno de determinado problema. O pesquisador parte de uma hipétese e aprofunda
seu estudo nos limites de uma realidade especifica, buscando antecedentes, maior
conhecimento, para, em seguida, planejar uma pesquisa descritiva ou do tipo
experimental. Outras vezes, deseja delimitar ou manejar com maior seguran¢a uma
teoria cujo enunciado resulta demasiado amplo para os objetivos da pesquisa que
tem em mente realizar. Pode ocorrer também que o investigador, baseado numa
teoria, precise elaborar um instrumento, uma escala de opinido, por exemplo, que
cogita num estudo descritivo que estd planejando. Entdo, o pesquisador planeja
um estudo exploratorio para encontrar os elementos necessarios que Ihe permitam,
em contato com determinada populacédo, obter os resultados que deseja. Um estudo
exploratério, por outro lado, pode servir para levantar possiveis problemas de
pesquisa (TRIVINOS, 1987, p. 109).

O desenvolvimento de um estudo exploratorio ndo elimina o rigor no tratamento

cientifico que todo pesquisador tem na condug&o de seus trabalhos de pesquisa. Este tipo de
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estudo ndo dispensa a revisdo da literatura, as entrevistas, questionario, entre outros; O
estudo exploratorio é conduzido dentro de um esquema elaborado com o rigor e a severidade
caracteristicos de uma pesquisa cientifica. Nosso objetivo é apresentar uma sintese
compreensiva sobre os paradoxos do tipo antinomia, discutindo principalmente sobre
aqueles elaborados por Bertrand Russell, dada sua importancia para o desenvolvimento da

teoria dos conjuntos e da matematica da atualidade.

Paradoxos de Russell: A inconsisténcia das antinomias

Bertrand Russell (1872 — 1970) elaborou um paradoxo (antinomia) que ficou
conhecido como o “paradoxo do conjunto de todos os conjuntos” ou, simplesmente,
“paradoxo de Russell”, direcionando uma critica a logica de Frege a respeito da sua teoria
de conjuntos. Essa critica de Russell direcionada a Frege foi feita por carta no ano de 1902,
no momento em que ele estava na iminéncia de publicar o segundo volume da sua obra, o
qual visava a fundamentar toda a aritmética na teoria de conjuntos.

Frege reagiu a critica com estas palavras:

N&o ha nada mais calamitoso para um homem de ciéncia do que ver ruir
fundamentos de seu trabalho, quando pensa ter acabado sua obra. Foi 0o que me
aconteceu ao receber uma carta do senhor Bertrand Russell, no momento em que
meu livro ia ser impresso (SCIENTIFIC AMERICAN BRASIL, apud DORTA,
2013, p. 32).

Grande parte da teoria de Frege foi desenvolvida com base no seguinte axioma: “dada
qualquer propriedade, existe 0 conjunto de todas as coisas que tém esta propriedade”
(BASSANI, 2007, p. 167) e, de acordo com Russell, esse axioma era um grande gerador de
inconsisténcias. Por exemplo: considere que as propriedades ‘“alunos desta sala” ou
“professores do curso de Matematica” compdem um determinado conjunto de pessoas, Cujos
elementos obedecem a uma propriedade especifica. De acordo com a teoria de Frege, isso
acontece com quaisquer outras propriedades que se possa imaginar. De inicio, parece ser um
axioma obvio, mas, esse axioma pode levar a situacdes paradoxais na teoria de conjuntos e,
por essa razdo, deve ser banido da Matematica.

O paradoxo acontece, na teoria dos conjuntos, se aceitarmos o0 seguinte axioma:

“existe um conjunto de todos os conjuntos que obedecem a uma determinada propriedade”,

e adotarmos como propriedade o que segue: “o conjunto de todos os conjuntos que ndo sao
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elementos de si proprios”. Agora, assumindo o axioma, analisemos um conjunto que obedece
a propriedade mencionada.

Portanto, seja R um conjunto definido pela propriedade anterior e expresso
matematicamente da maneira que segue: R = {x|x & x}, istoé,sex ER > x € x;e,se x &
R — x € x . Como x é uma variavel qualquer podemos fazer, sem perda de generalidade, x
= R e assim, estarmos numa situacao paradoxal de natureza logica, ou seja, RE R — R € R,
e, SeR&R—>RER.

Esse paradoxo proposto por Russell foi, na verdade, uma tentativa de mostrar que a
I6gica de Frege ndo estava livre de inconsisténcias, e admitia situacGes do tipo afirmar e
negar a mesma proposi¢édo simultaneamente. Dessa forma, Russell conclui que a teoria dos
conjuntos ndo poderia assumir tal axioma, pois este era um gerador de paradoxo de natureza
I6gica. Aceitar uma ldgica inconsistente implica aceitar inconsisténcias na propria
Matematica, algo inaceitavel para l6gicos e matematicos. Entdo, Frege admitiu que seu
trabalho continha falhas, todavia, embora tenha se esforcado em busca de melhorias, nédo foi
capaz de livrar sua obra de situacfes paradoxais. Foi o proprio Russell que apresentou uma
proposta melhorada do trabalho de Frege®.

E fundamental observar que o “paradoxo do conjunto de todos os conjuntos que nio
sdo elementos de si mesmos” foi mais que uma inconsisténcia logica; Foi, sobretudo, um
marco na Hist6ria da Matematica, pois a repercussao causada por esse paradoxo teve impacto
na teoria dos conjuntos infinitos de Cantor, acarretando uma crise nos fundamentos na
matematica moderna. A contradi¢do logica que esse paradoxo criou foi responsavel por
deixar desamparada toda a teoria dos conjuntos de Cantor. Com isso, podemos dizer que
Russell, com seu paradoxo, atacou a afirmagdo de Cantor referente a existéncia de um
cardinal maior que todos os outros cardinais, ou seja, conclui-se entdo que ndo pode haver
um cardinal maior que todos 0s outros cardinais.

Podemos perceber a expressividade desses paradoxos observando, a seguir, o grande
namero de trabalhos que buscaram formular um sistema axiomatico livre das inconsisténcias
existentes e de outras tantas que pudessem surgir, e com isso, sanar a crise gerada pelos

paradoxos.

3 Essa proposta se trata de um trabalho desenvolvido com a colaboracdo de Alfred North Whitehead
(18611947), na qual Russell desenvolve a obra Principia Mathematica em trés volumes, publicados
respectivamente em 1910, 1912 e 1913. Assim, reformula e recupera o programa logicista de Frege baseando-
se, para isso, no bloqueio dos circulos viciosos por meio da doutrina dos tipos légicos. Resulta dai a
denominada teoria dos tipos (PROBST, 2004, p. 8).
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Russell e Whitehead, com a publicacéo dos Principia Mathematica em 1910, 1912
e 1913 (Whitehead & Russell 1973), inauguram um novo periodo na historia da
I6gica, solucionando o problema das antinomias semanticas e sintéticas
(D’Ottaviano 1990). Introduzem a teoria ramificada de tipos, um sistema que
incorpora o esquema de notacdo logica de Peano (1894-1908) e estabelece uma
hierarquia de tipos e colegBes. A teoria dos conjuntos, nascente no comeco do
século XX, teve suporte para resistir a crise dos paradoxos. Dois sistemas de teoria
de conjuntos evoluiram dos trabalhos de Zermelo (1908), Fraenkel (1922), Skolem
(1923), von Neumann (1925-1929), Bernays (1937-

1954) e Godel (1940): a Teoria de Conjuntos de Zermelo-Fraenkel (Teoria ZF) e

a Teoria de Conjuntos von Neumann-Bernays-Godel (Teoria GBN). O Sistema NF
de Quine e a Teoria Tarski-Morse-Kelley surgiram posteriormente. As teorias de
conjuntos (Halmos 1970, Di Prisco 1997 e Hrbacek & Jech 1978) apresentam
solucdo parcial para o problema dos paradoxos, eliminando os paradoxos
sintaticos da Matematica, e constituem sistemas potentes para a fundamentacéao da
Matematica (D’OTTAVIANO, FEITOSA, 2003, p. 9).

Para exemplificar citaremos o “paradoxo do barbeiro”. Esse célebre paradoxo diz
gue: numa pequena cidade existia um unico barbeiro, que, por ordens do prefeito, deveria
barbear todos os homens que ndo barbeavam a si mesmos. A situacdo paradoxal surge
qguando chega a vez do barbeiro se barbear. Quem barbeia o barbeiro? Se ele barbeia a si
mesmo, entdo esta no grupo dos que barbeiam a si proprios e, portanto, ndo deveria se
barbear (paradoxo). Agora, se ele ndo barbear a si mesmo, entéo pertence ao grupo dos que
ndo barbeiam a si mesmo, e dessa forma, deveria se barbear (outra vez um paradoxo). Ou
seja, qualquer que fosse a decisdo do barbeiro, ele desobedeceria as ordens do prefeito,
estando, assim, diante de um paradoxo (BASSANI, 2007, p. 171).

De acordo com o construtivismo,* esse tipo de paradoxo ocorre sempre que ha um
problema temporal inserido na classificacdo entre os elementos que compdem o conjunto,
isto é, se um determinado grupo faz parte de um conjunto ou de outro. Essas interferéncias
temporais aparecem quando fatos futuros intervém nas classificacdes feitas no presente.
Analisando a ordem imposta ao barbeiro, ela sé poderia ser executada caso expressasse um
limite temporal, ou seja, a ordem deveria exigir que uma classificacdo prévia fosse realizada,
com o objetivo de excluir possiveis ambiguidades na execucao.

Os construtivistas buscaram fundamentos para solidificar a Matematica na tentativa
de superar os paradoxos e incoeréncias que ameacgavam ruir tal ciéncia no século XIX. Esses

filésofos, em geral, concluiram que o infinito atual era um grande causador de paradoxos.

4 “Q construtivismo (Filosofia da Matematica também conhecida como antirrealismo) considera que um
conjunto existe apenas quando todos os elementos puderem, de alguma forma, ser construidos” (BASSANI,
2007, p. 169).
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“O problema de falta de limite temporal na verificagdo ¢ justamente o problema que aparece
quando for feita uma verificagdo (impossivel) de conjuntos infinitos atuais” (BASSANI,
2007, p. 174).

Vejamos outra analise do paradoxo do barbeiro:

E 6bvio que desta forma um homem esta sendo classificado como aquele que se
barbeia a si mesmo se em qualquer tempo, seja no passado ou no futuro, ele se
barbeia a si mesmo. Mas o futuro é impredicativo, e se deve reconhecer que nossas
operagdes ndo devem envolver predigdes sobre o futuro. E suficientemente
evidente, entretanto, que a ordem néo é propriamente executada,

porque envolve uma situagdo operacionalmente indeterminada, e devemos estar
preparados para o paradoxo (BRIDGMAN, 1934 apud BASSANI, 2007, p.172).

Se o limite temporal fosse imposto, o barbeiro saberia exatamente a qual dos dois
grupos pertenceria: aquele cujos homens barbeiam a si proprios, caso possuisse esta
propriedade; ou aquele cuja barba ndo era feita por si mesmo, se fosse este o caso. Tal
paradoxo aparece porque a classificacdo no presente permite, ainda na metade, uma nova
situacdo futura: a classificacdo do proprio barbeiro, que interfere na circunstancia presente,
ndo permitindo uma classificacdo atual, isto €, uma situacdo do futuro interferindo na
classificagdo do presente.

Uma maneira alternativa e mais filosofica de solucionar o dilema do barbeiro, seria
considerar que, obedecendo as imposic¢Ges do paradoxo, o barbeiro ndo poderia existir, pois
aceitar a existéncia do barbeiro, nas circunstancias impostas pelo paradoxo, seria equivalente
a aceitar que um individuo pode ter, concomitantemente, mais de x metros de altura e menos
de x metros de altura. Tal afirmacéo é, evidentemente, uma callnia, porque um individuo
com tal caracteristica ndo pode existir. Isto €, um barbeiro que néo barbeia a si mesmo e que
faz a barba de todos os homens de uma determinada cidade, mas nunca faz a barba de
qualquer um que barbeia a si préprio, obviamente nao pode existir, pois ha uma contradicao:
e o barbeiro, a que conjunto pertence?

As duas classificacBes possiveis, a recordar: o barbeiro faz a propria barba; e o
barbeiro ndo faz a propria barba, como visto anteriormente, implicam contradi¢do. Dessa
forma, anédlogo ao exemplo das alturas, um barbeiro assim ndo pode existir.

Ernst Zermelo (1871 — 1953) foi um matematico bem-sucedido na criacdo de axiomas
consistentes para a teoria dos conjuntos. Em suas observagcOes acerca dos paradoxos

envolvendo conjuntos infinitos, nomeadamente o paradoxo de Russell e o paradoxo de
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Cantor®, Zermelo destacou que dois fatores ndo podiam coexistir, a saber: a definicio livre
de conjunto, como, por exemplo, conjunto universal; e a utilizagdo de propriedade dos
elementos de um conjunto para caracteriza-lo.

Como o altimo fator € muito natural, ndo ha razdes para descarta-lo. Dessa forma,

Zermelo teve que optar pela impossibilidade de se considerar a definicdo de conjunto

irrestritamente, notadamente no caso “do conjunto de todos os conjuntos”, ou ainda o
“conjunto de todos os conjuntos que nao pertencem a si mesmos”. Zermelo percebeu a
possibilidade de criar novos conjuntos infinitos sempre a partir de outro infinito ja existente.
Exemplificando, a partir do conjunto dos naturais N, podemos tomar dois pares (a, b), b #0
e, a partir deles, obter os racionais Q. A partir dos racionais, construimos os reais R e dos
reais obtemos os complexos | (AVILA, 2000, p. 10).

Consideracdes Finais

Nossa proposta com a escrita desse texto é de promover discussdes acerca do infinito,
por meio do estudo dos paradoxos do tipo antinomia, afirmacdes que ndo podem ser
consideradas nem verdadeiras, nem falsas, e que sdo muito importantes para a matematica,
haja vista seu destaque na teoria dos conjuntos.

As antinomias sdo afirmacgdes que apresentam contradi¢cdes ou discrepancias entre
teorias de qualquer natureza, o que, consequentemente, impde ao leitor uma dificuldade de
interpretacdo. No ambito da Ciéncia Matemaética, as antinomias se destacam dos demais
paradoxos pela impossibilidade de suas premissas e conclusdes serem classificadas como
verdadeiras ou falsas. Esse é o tipo de paradoxos que sustenta a impossibilidade de se
considerar o conjunto de todos os conjuntos, por exemplo, quando nos referimos aos
conjuntos infinitos, ou, ainda, a impossibilidade de enumerar elementos de distintos
conjuntos infinitos.

As antinomias sao fonte de atividades recreativas, com as quais 0s matematicos, os

I6gicos, os fildsofos e principalmente os professores de matematica podem se desafiar. Para

5 Um dos paradoxos mais antigos da teoria dos conjuntos, indicado pelo préprio Cantor. De acordo com a
definicdo de conjunto de Cantor, existe um conjunto U de todos os conjuntos, que seria o universal. Portanto,
teria 0 maior cardinal, ja que U é a reunido de todos os conjuntos. Sabe-se, ainda, que ele deveria estar contido
em si préprio, pois é conjunto de todos os conjuntos, inclusive de si préprio. Todavia, quando consideramos o
conjunto P(U) (conjunto das partes de U), concluimos, pela definigdo, que P(U) > U, o que contradiz a hip6tese
de existir um conjunto de todos os conjuntos (AVILA, 2000, p. 8).
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os professores especificamente, as discussdes sobre Logica e Matematica trazem ao contexto
escolar uma Matemética como ela é, construida a partir de erros, insegurangas, duvidas e
contradi¢cdes, que depois de muito esforco sdo superadas, gerando outras duvidas e

reiniciando o movimento de investigacéao.

A Ciéncia pode ser encarada sob dois aspectos diferentes. Ou se olha para ela tal
como vem exposta nos livros de ensino, como coisa criada, e 0 aspecto € o de um
todo harmonioso, onde os capitulos se encadeiam em ordem, sem contradicdes.
Ou se procura acompanha-la no seu desenvolvimento progressivo, assistir a
maneira como foi sendo elaborada, e 0 aspecto é totalmente diferente — descobrem-
se hesitagGes, dividas, contradicGes que s6 um longo trabalho de reflexédo e
apuramento consegue eliminar, para que logo surjam outras hesitacdes, outras
dividas, outras contradi¢des (CARAGCA, 1933, p.14).

Nesse sentido, como nos alertou Granger (1994), diante da Ciéncia assumimos uma
postura de admiracdo, mas também de desconfianca. No contexto da Educacdo Matematica,

isso significa aceitar a legitimidade desse conhecimento como ele é: falivel e significativo.
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