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Resumo

Esta pesquisa objetivou analisar o papel de diferentes registros de representacdo no desenvolvimento do
raciocinio combinatdrio. Foi realizado um teste inicial com 47 alunos do 7° ano do Ensino Fundamental
distribuidos em dois grupos: G1 e G2. Nas sessdes de ensino o G1 tratou problemas combinatérios usando
arvores de possibilidades como registro auxiliar entre o enunciado do problema e a solu¢do em expresséo
numeérica e 0 G2 usou a listagem sistematizada. O teste final indica que ambas as representa¢des intermediarias
sdo boas auxiliares para o ensino da Combinatoria, visto que os dois grupos avangaram em seus desempenhos.
Destaca-se, entretanto, que a arvore de possibilidades parece ter maior aproximagao com a expressao numérica,
pois, nos problemas com maior nimero de possibilidades, o grupo que utilizou essa representacao apresentou
melhores desempenhos. Assim, 0 estudo ressalta a importancia de representagdes intermediérias que auxiliem
a conversdo de enunciados de problemas combinatorios em expressdes numéricas.

Palavras-chave: 7° ano. Ensino Fundamental. Combinat6ria. Representagdes Intermedidrias. Registros
auxiliares de transicéo.

Abstract

This research aimed to analyse the role of different registers of representation in the development of
combinatorial reasoning. An initial test was carried out with 47 students from the 7th year of elementary school
divided into two groups: G1 and G2. In the teaching sessions, G1 treated combinatorial problems using trees
of possibilities as an auxiliary register between the statement of the problem and the solution in numerical
expression and G2 used systematic lists. The final test indicated that both intermediate representations are
good assistants for teaching Combinatorics, since the two groups advanced in their performance. It is
noteworthy, however, that the tree of possibilities seems to be closer to the numerical expression, since, in the
problems with larger number of possibilities, the group that used this representation presented better
performance. Thus, the study emphasises the importance of intermediate representations that help the
conversion of statements of combinatorial problems into numerical expressions.
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Introducéo

No contexto da Educacdo Matematica, a importancia do estudo da Combinatoria
desde os anos iniciais do Ensino Fundamental tem sido amplamente discutida e
recomendada. De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais — PCN (BRASIL,
1997), este contetdo deve ser introduzido neste nivel de ensino com o proposito de discutir
“combinagdes, arranjos, permutagdes e, especialmente, o principio multiplicativo da
contagem” (p.40), por meio de diferentes tipos de representagdoes. Os PCN destacam que as
representacOes precisam estar relacionadas com os conceitos matematicos, e, além disso, é
importante estimular o estudante a “[...] ‘falar’ e a ‘escrever’ sobre Matematica, a trabalhar
com representagdes graficas, desenhos, construcdes [...]”. (BRASIL, 1997, p. 12).

Nos anos finais do Ensino Fundamental os PCN (BRASIL, 1998) destacam que

problemas combinatorios

[...] podem ser resolvidos sem que seja necessario fazer nenhum calculo, uma vez
que a solugéo pode ser obtida pela contagem direta das possibilidades. Nesse caso,
0 objeto da aprendizagem € a descoberta de um procedimento, como a construcdo
de uma tabela de dupla entrada ou de um diagrama de arvore que assegure a
identificacdo de todos os casos possiveis. Assim, é indispensavel que os alunos
produzam diversas representacBes para buscar 0s casos possiveis, antes de se
pretender que reconhegam a utilizagdo de um célculo multiplicativo. Por outro
lado, se lhes forem apresentados apenas problemas com quantidades pequenas,
ndo terdo a necessidade de aplicar o principio multiplicativo, pois o procedimento
da contagem direta é suficiente para obter a solugdo. (p. 111-112).

A Base Nacional Comum Curricular — BNCC, também destaca que os problemas
combinatorios devem ser trabalhados nos anos finais do Ensino Fundamental, enfatizando

que

[...] devem, inicialmente, estar restritos aqueles cujas solugdes podem ser obtidas
pela descricdo de todos os casos possiveis, mediante a utilizacdo de esquemas ou
diagramas, e, posteriormente, aqueles cuja resolucdo depende da aplicagdo dos
principios multiplicativo e aditivo e do principio da casa dos pombos. Outro
exemplo é o da resolucgdo de problemas envolvendo as operagdes fundamentais,
utilizando ou ndo a linguagem algébrica. (BRASIL, 2018, p.273)

Pessoa e Borba (2010) destacam que na resolugéo de situagcdes combinatorias ha uma
grande variedade de representacBes simbolicas utilizadas pelos alunos, como: desenhos,
listagens, arvores de possibilidades, quadros, diagramas, calculos ou uso de formula e o
uso do Principio Fundamental da Contagem (PFC). As representacdes relacionadas com o

uso de expressdes numeéricas sao usadas, principalmente, no Ensino Médio, entretanto, as
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autoras supracitadas ressaltam que os alunos deste nivel de ensino ainda preferem as
representacfes em que as possibilidades ficam explicitas, como é o caso de desenhos,
listagens, arvores, quadros e diagramas.

Nessa mesma perspectiva dois autores, psicologos cognitivistas, apontam como
questdo central a importancia das representacdes para a aprendizagem matematica.
Vergnaud (1986), em sua Teoria dos Campos Conceituais, destaca a importancia das
representacdes simbolicas (R) para a formacdo de um conceito e destaca, ainda, que essas
sdo tdo importantes quanto as diversificadas situacdes (S) que d&o significado a este conceito
e os invariantes* (1) relacionados as distintas situacdes. Sobre isso, Vergnaud (1996, p. 166)
enfatiza que “[...] para estudar o funcionamento e¢ o desenvolvimento de um conceito ¢
necessario considerar estes trés planos ao mesmo tempo” e articulados entre si. Esse tripé,
C= (S, I, R), comp&e um conceito o qual associado a outros conceitos compdem campos
conceituais.

Duval (2009), na sua Teoria dos Registros de Representacfes Semidticas, também
destaca o papel das representacGes na formacdo de conceitos. Este autor enfatiza que as
representacdes sdo indispensaveis para a compreensdo de um conceito, entretanto, as
representacdes ndo podem ser confundidas com o préprio conceito. Nesse caso, ele chama a
atencdo para um paradoxo que faz surgir a necessidade de trabalhar com muitas
representacdes de um mesmo conceito, e, assim, ter “acesso” ao proprio conceito € nao
apenas a sua representacdo (DUVAL, 2011). Para o trabalho com variadas representacdes,
ele destaca a importancia das representacdes auxiliares de transicdo, bem como as
transformacodes de conversdo e de tratamento — termos discutidos na se¢cdo que segue. Na
proxima secdo serdo discutidas um pouco mais as teorias desenvolvidas por estes dois
autores.

Assim, o presente estudo, fruto de uma pesquisa mais ampla com estudantes de 5°,
7° e 9° ano do Ensino Fundamental (EF), tem o objetivo de discutir o papel de diferentes
registros de representacao, tais como, linguagem natural, listagens, arvore de possibilidades,
e expressdes numéricas de aplicacdo do Principio Fundamental da Contagem (PFC), no
desenvolvimento do conhecimento combinatdrio. No plano metodoldgico e nas analises

buscou-se articular a Teoria dos Campos Conceituais e a Teoria dos Registros de

4 “Uma propriedade ou uma relacdo que é conservada sobre um certo conjunto de transformacdes”.
(VERGNAUD, 1986, p.81)
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Representagdo Semiotica e nesse texto, em particular, serdo discutidos os resultados dos
alunos do 7° ano do EF.

A Teoria dos Campos Conceituais, a Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica
e 0 ensino e aprendizagem da Combinatoria

Na Teoria dos Campos Conceituais, Vergnaud (1986) defende que o saber se forma
a partir de situacGes-problemas as quais 0s estudantes precisam resolver e das relacfes nelas
envolvidas, as quais precisam ser dominadas. Com essa perspectiva, Vergnaud destaca que
0s conceitos sdo desenvolvidos em campos conceituais e, estes s&o constituidos por um tripé:
situacBes que ddo sentido a conceitos; invariantes prescritos e operatorios que caracterizam
0s conceitos e diversas representacdes simbolicas utilizadas para representar 0s conceitos.
Desse modo, Vergnaud defende que, para a formacdo de conceitos se faz necessario
considerar essas trés dimensdes simultaneamente.

Para exemplificar a teoria Vergnaud trabalha com situagcdes do campo conceitual
aditivo e do campo multiplicativo. Para este autor, a Combinatéria — a partir de situacdes de
produto de medidas — estd inserida no campo conceitual das estruturas multiplicativas.
Pessoa e Borba (2010), baseadas na Teoria dos Campos Conceituais, organizaram, em uma
classificacdo Unica, quatro tipos de situagdes combinatdrias: produto de medidas,
combinacéo, arranjo e permutacao, em que cada uma possui invariantes préprios de escolha
e de ordem e se relacionam aos conceitos e teoremas em a¢&o® mobilizados pelos individuos
para resolucdo destas situacdes, que suscitam distintas representacdes simbdlicas. Assim,
nas situacdes de produto de medidas, € necessario escolher elementos de dois ou mais
conjuntos, formando um novo conjunto composto por um elemento de cada conjunto dado
inicialmente, em que a ordem desses elementos ndo gera novas possibilidades; nas situacdes
de combinacgdo, arranjo e permutacdo é dado apenas um conjunto inicial, sendo que, nas
duas primeiras situacOes deverdo ser escolhidos alguns dos elementos do conjunto dado,
sendo que, na primeira, a ordem desses elementos ndo é importante e na segunda, a ordem
importa; nas situacbes de permutacao, todos os elementos dados no conjunto deverdo ser

utilizados, sendo que a ordem desses elementos é importante nessa situacao.

® Os teoremas-em-acdo sdo definidos como relagdes matematicas que sdo levadas em consideracdo pelos
alunos, quando estes escolhem uma operacdo, ou uma sequéncia de operagdes, para resolver determinado
problema. [...] a maioria deles ndo é explicita e muitos ndo tém validade matematica. Eles estdo subjacentes
(implicitos) ao comportamento dos alunos, aparecem de modo intuitivo na acdo destes. (GITIRANA,
CAMPOS, MAGINA, SPINILLO, 2014, p.22).
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Duval (2011) afirma que para que ocorra a apreensdo conceitual é necessario que o
sujeito mobilize diferentes registros de um mesmo objeto matematico, de maneira que possa
diferenciar o representante do representado. Dessa forma, Duval destaca que as
representacdes possuem um papel central no desenvolvimento de um conceito. Para este
autor um registro de representacdo semiética se caracteriza como um sistema dotado de
regras e se configura como um registro de representacdo semidtica quando satisfaz trés
condicdes: 1) Identificacdo - quando nele se é capaz de identificar o conceito representado;
2) Transformacdo de Tratamento - quando o conceito representado pode ser tratado
internamente no proprio registro; e 3) Transformacéo de Conversdo — quando o conceito
pode passar pela mudanca de um sistema de registro para outro.

Além disso, Duval (2009, p. 68-69) ressalta que as conversdes realizadas podem
gerar uma diferenca na compreensdo do conhecimento em questdo, em funcéo do nivel de
congruéncia entre os registros. Duas representaces, sendo uma de partida e outra de
chegada, sdo congruentes quando atendem a trés critérios de congruéncia. O primeiro critério
¢ de “correspondéncia semdintica: a cada unidade significante simples de uma das
representacdes, pode-se associar uma unidade significante elementar”; o segundo critério de
“univocidade semantica terminal: a cada unidade significante elementar da representagdo de
partida, corresponde uma s6 unidade significante elementar no registro de representacao de
chegada.”; e o terceiro critério “organizacdo das unidades significantes: [...] duas
representacdes comparadas conduzem apreender nelas as unidades em correspondéncia
semantica segundo a mesma ordem nas duas representacdes”. Quando os trés critérios, ou
apenas dois ou um deles, ndo séo correspondidos entre duas representagdes pode haver
diferenca no grau de congruéncia, ou seja, duas representacdes que ndo atendem nenhum
dos trés critérios estabelecidos possuem maior grau de ndo-congruéncia quando comparado
com duas representagdes que ndo atendem apenas a um dos critérios. Nas situacoes
combinatdrias, por exemplo, ndo ha correspondéncia semantica, uma vez que os dados do
enunciado ndo caracterizam 0s numeros utilizados na expressao numerica; ndo ha
univocidade semantica, pois as escolhas que precisam ser realizadas sdo implicitas e ndo ha
um verbo portador da informacgé&o da multiplicagéo; e a ordenacgéo das unidades significativas
nédo é observada, em especial em situacGes combinatorias inversas nas quais sdo dadas as
possibilidades (ou o numero total delas) e se pede elementos dos agrupamentos que deram
origem a essas possibilidades. (AZEVEDO, CALHEIROS , BORBA, 2013).
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Em relacdo a congruéncia, o autor destaca que, em situagdes em que o registro de
partida e o registro de chegada sdo ndo-congruentes, é preciso recorrer a uma representacdo
intermediaria entre o registro de partida (por exemplo, enunciado em lingua natural) e 0
registro de chegada (expressdo numérica, dentre outros) que auxilie a passagem do
enunciado para a expressdo numérica. Esse tipo de registro, a longo prazo, se caracteriza
como uma representacdo de transi¢do, uma vez que, quando os alunos compreendem um
registro menos lento e custoso, abandonam seu uso e passam a utilizar um registro mais
formal, de modo que no Ensino Médio, por exemplo no caso da Combinatoria, os alunos
passam direto para o registro em PFC ou formulas.

No caso das situagbes combinatorias um registro auxiliar de transicdo é
imprescindivel, pois estas se caracterizam pela ndo-congruéncia na conversao entre 0s
registros em lingua natural do enunciado e o registro matematico formal da sua solucéo.
Principalmente com relagéo a correspondéncia seméntica e univocidade seméantica terminal,
Como ja exposto acima, uma vez que ndo sdo trabalhados problemas de ordem inversa nesse
estudo.

A presente pesquisa ressalta as contribuicdes da Teoria dos Campos Conceituais,
chamando atencdo sobre as trés dimensdes (S, I, R) necessarias para a formacdo de um
conceito, bem como da Teoria dos Registros de Representacdo Semiotica, referente ao papel
fundamental das identificacbes, conversbes e tratamentos de representacbes na

conceitualizacdo.

Objetivos e método

Com o objetivo de investigar o efeito de intervencfes pedagdgicas, que mobilizam
transformac@es de conversdo e de tratamento de registros, no desempenho de alunos em
diferentes situacGes combinatdrias, foi aplicado um teste inicial, realizadas duas sessdes de
intervenc&o e aplicado um teste final com duas turmas de 7° ano, totalizando 47 estudantes
deste ano do Ensino Fundamental, sendo 21 alunos na turma que compds o Grupo 1 e 26
alunos na turma que caracterizou o Grupo 2. Cada turma se caracterizou como um grupo
experimental o qual usou representacdo auxiliar distinta entre a representacdo de partida
(enunciado em lingua natural) e a representacdo de chegada (expressdao numerica). A
pesquisa foi realizada entre os meses de setembro e outubro de 2017.

O pré-teste era composto por oito problemas, sendo dois de cada tipo de situacdo

combinatdria (produto de medidas, arranjo, permutacao e combinacéo), nos quais o nimero
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de possibilidades na resposta estava entre 4 e 24, sendo possivel de responder por meio de
uma listagem, por exemplo. Para cada problema era solicitado quais eram todas as
possibilidades e, em seguida, perguntava-se qual a conta (operacédo) que resolvia o problema.

No Quadro 1 é possivel observar um exemplo de cada tipo de situacdo combinatdria.
Os problemas resolvidos no pré-teste foram utilizados durante a intervencdo. No Grupo 1 a
intervencdo era realizada por meio da arvore de possibilidades como representacdo

intermedidria, e, no Grupo 2, a representacdo intermediaria era a listagem sistematica.

Quadro 1: Exemplo de problemas combinatérios utilizados no pré-teste e na intervencéo.
1. Na festa de S8o Jodo da Escola Saber o 5° ano ir4 dancar quadrilha. Na turma tem seis

meninos (Gabriel, Thiago, Matheus, Renato, Otavio e Felipe) e quatro meninas (Taciana,
Eduarda, Catarina e Rayssa). A professora quer que todos os meninos dancem com todas as
meninas. Quantos casais (um menino e uma menina) diferentes podem ser formados?
Qual a conta que resolve esse problema? (Produto de medidas)

2. De quantas maneiras possiveis pode-se escrever nimeros de dois algarismos diferentes,
usando os cinco algarismos 1, 3,5,7e9?
Qual a conta que resolve este problema? (Arranjo)

3. De quantas maneiras diferentes trés pessoas (Maria, Luis e Carlos) podem posicionar-se
numa fila do banco?
Qual a conta que resolve este problema? (Permutagdo)

4. Cinco pessoas (Beatriz, Daniel, Joana, Carlos e Marina) se cumprimentaram com aperto de
mao. Quantos apertos de mao entre pessoas diferentes foram dados?
Qual a conta que resolve esse problema? (Combinacéo)

Fonte: Montenegro (2018)

Foram realizadas, durante as intervencdes, duas conversdes em cada um dos
problemas trabalhados. A primeira do registro de partida para uma representacdo
intermediaria. A segunda da representacdo intermediaria para o registro de chegada. Além
disso, foi realizado o tratamento dos registros em arvore (G1l) e em listagem de
possibilidades (G2), e o tratamento da expressdo numérica aplicada ao PFC.

Em ambas as turmas foram realizadas duas sessdes de intervencdo. Na primeira
foram trabalhados os quatro primeiros problemas do pré-teste, de modo que os alunos
deveriam ler o problema em linguagem natural e discutir o objetivo da questdo com a
mediacdo da pesquisadora. Nesses momentos, os alunos analisavam as possiveis respostas e
a pesquisadora pontuava as caracteristicas de escolha e de ordem em cada situa¢do. Em
seguida, a mesma sugeria um registro de representacdo auxiliar sistematizado, menos
formalizado, de modo que fosse possivel chegar a um registro mais formal, ou seja, uma

expressao numérica (Principio Fundamental da Contagem — PFC). Esse mesmo modelo foi
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repetido na segunda sessdo de intervencdo, na qual foram trabalhados os quatro Gltimos
problemas do pré-teste. No Quadro 2 é possivel observar, no exemplo de um problema com
a situacdo de combinacdo, a solugéo sistematica em listagem (G2) e arvore de possibilidades
(G1) e em registros mais formais, pelo uso de uma expressdo numérica em PFC ou
generalizacdo de possibilidades.

O pos-teste, aplicado apds as intervencgdes, constava de oito problemas, sendo dois
para cada tipo de situacdo combinatoria. Nos quatro primeiros problemas a ordem de
grandeza das respostas estava entre 6 e 30 possibilidades, sendo possivel resolver por
explicitacdo dos casos. J& nos quatro Gltimos problemas do pos-teste a ordem de grandeza
estava entre 56 e 120 possibilidades, sendo preferivel uma expressdo numérica para sua

resolucéo.

Quadro 2: Situacéo de combinagdo com duas etapas de escolha sendo resolvidas por arvore de
possibilidades, listagem, PFC e generalizacéo de possibilidades.
Combinacdo 2 etapas: Cinco pessoas (Beatriz, Daniel, Joana, Carlos e Marina) se
cumprimentaram com aperto de mdo. Quantos apertos de mao entre pessoas diferentes foram
dados? Qual a conta que resolve esse problema?

Grupo 1: Arvore de possibilidades

Daniel o Egatrz o Egatrz . Egatriz o Egatrz
Beatriz —s Joana | Daniel — Joana | Joana — Danisl | Carlos —* Danisl | Marina —* Danisl
T Carlos * Carlos * Carlos * loana * lpana
Ta Marina % Marina ™ Marina Marina T Cades
Grupo 2: Listagem
Beatriz e Daniel Daniel e Beatriz | JoanaeBeatriz GCarlose Beatriz Marinae Beatriz
Beatriz e Joana Daniel e Joana Joana-e-Daniel GCarlose Daniel MarinaeDaniel
Beatriz e Carlos Daniel e Carlos Joana e Carlos CarloseJoana MarinaeJoana
Beatriz e Marina Daniel e Marina | Joana e Marina Carlos e Marina MarinaeCarlos

Grupos 1 e 2: PFC
5 x 4 + 2 =10 possibilidades

Multiplicag&o por generalizagdo de possibilidades:
5x4=20 20+2=10

Fonte: Montenegro (2018)

A analise foi realizada de forma quantitativa, com o uso do software de anélise
estatistica SPSS (Statistical Package for the Social Sciences). Para uma anélise qualitativa,
foram examinados os protocolos de resolugdo dos alunos no pré-teste e no pos-teste.

Acreditava-se que 0s grupos que tiveram intervengdo utilizando a arvore de
possibilidades apresentariam maior facilidade em chegar ao PFC ou uma generalizagéo de

possibilidades por meio de uma multiplicacdo correspondente a resolucdo do problema
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combinatorio. Isso porque, a arvore de possibilidades parece indicar com maior clareza a
relagdo de “um-para-muitos” envolvida nas situagdes combinatdrias, pois a organizacdo em
ramos que indicam essa ideia multiplicativa aparentemente € mais congruente com a

operacdo matematica necessaria para resolucdo dos problemas.

Resultados: Desempenhos antes e ap6s as intervengoes

Os testes aplicados antes e depois das intervengdes foram analisados conforme o
levantamento de possibilidades e a expressdo numeérica (operacdo, conta) utilizada para
responder a situacao.

O levantamento de possibilidades foi analisado de acordo com o seguinte critério: o
aluno ndo recebeu pontos na questdo em caso de erro ou respostas em branco; recebeu um
ponto no caso de acerto parcial 1, em que eram consideradas as respostas com raciocinio
combinatdrio nas quais se apresentasse menos da metade de possibilidades que responde a
situacdo; no caso de acerto parcial 2, recebeu dois pontos na questdo. Nessa pontuacao estao
0S €asos em que sao apresentadas metade ou mais do total de possibilidades, mas nédo ha seu
esgotamento; no caso de acerto total, ou seja, quando havia o esgotamento de todas as
possibilidades, o aluno recebeu trés pontos. Assim, no teste contendo oito problemas, cada
aluno poderia chegar a um total de 24 pontos (oito problemas x trés pontos em cada
problema) no teste.

A analise para a expressao numérica que responde a situacdo também foi realizada
com pontuacdo de 0 a 3 pontos, sendo que a pontuacdo nula era designada para as respostas
em branco ou que apresentavam um calculo que ndo correspondia ao viavel para responder
a situacdo (erro de calculo relacional®, Vergnaud, 1983). Os acertos parciais 1 e 2 eram
caracterizados por aqueles que indicavam a expressao numeérica correta, entretanto erravam
o calculo numérico propriamente dito — acerto de calculo relacional; erro de célculo
numérico, (VERGNAUD, 1996) dificuldade no tratamento dentro do préprio registro
(DUVAL, 2012), apresentando um nimero menor que a metade das possibilidades para o
Acerto Parcial 1 e igual ou maior que a metade do numero total de possibilidades para o
Acerto Parcial 2. Também foram encontrados acertos parciais com generaliza¢do incompleta
de possibilidades. Os trés pontos foram designados para os que indicavam a expressao
numérica correta, seja ela por meio de uma generalizacao de possibilidades ou pelo PFC.

Vergnaud (1996) destaca que os calculos relacionais envolvem operagGes de pensamento necessarias para
compreender as relagBes envolvidas na situacéo.
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Na Tabela 1 é possivel observar a média de desempenhos antes e depois da
intervencdo. Ambos os grupos possuiam uma média similar no pré-teste — tanto para o
levantamento de possibilidades, quanto para a expressao numérica. No pds-teste para o
levantamento de possibilidades essa média avangou de modo semelhante nos dois grupos,
mas, na apresentacdo da expressdo numérica, maiores indices de média foram apresentados

no grupo que trabalhou com a arvore de possibilidades como representacdo intermediaria.
Tabela 1: Média de desempenho do 7° ano no pré-teste e no pos-teste, por grupo de intervencéo.

1,77 6,23
Fonte: Montenegro (2018)

Ainda observando a Tabela 1, destaca-se que, no pds-teste ainda foram observados
baixos desempenhos, considerando que poderia se chegar a 24 pontos de média, entretanto,
diferencas significativas foram encontradas. Isso indica que, com apenas duas sessdes de
ensino, os avangos foram expressivos (de médias iniciais de pontuagdo inferior a 2 para
médias finais trés vezes maiores). Com maior periodo de ensino, acredita-se que se obteriam
avancos ainda mais significativos. Além disso, os avancos foram ainda mais evidentes nos
problemas que possuiam como resposta menor nimero de possibilidades. Assim, as sessfes
de ensino se mostraram eficientes quando os problemas envolviam quantidades mais baixas
e mais intervencgdes, possivelmente, possibilitaria também avancos nos problemas que
resultavam em maiores possibilidades.

Para analisar o efeito das intervencGes realizadas no desenvolvimento do raciocinio
combinatério dos alunos dos diferentes grupos de ensino foram realizadas analises
estatisticas por meio do software SPSS. Inicialmente foram comparados o pré-teste e o pés-
teste dentro de cada grupo, indicando-se um diferenca significativa’, tanto no levantamento
de possibilidades (t(46)= -8,878; p<0,001), quanto na expressao numérica (t(46)= - 6,156;
p<0,001). Assim, percebe-se que as intervencgdes realizadas (tanto com arvores, quanto com

"Em linguagem estatistica ‘p’ indica se algo provavelmente é verdadeiro e ndo resultante de uma situagdo
aleatoria. Na estatistica afirmar que um resultado é altamente significativo, significa que a hipdtese que esta
sendo testada é muito provavelmente verdadeira. Em geral, quando p <0,05 assume-se que hd uma
probabilidade de apenas 5% de que a diferenca encontrada ndo seja verdadeira. Assim, quanto menor o valor
de p, menor sera a probabilidade da diferenca ndo ser verdadeira.
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listagens como representacdes auxiliares intermediarias), de forma que fossem ressaltados
os invariantes das diferentes situacBes combinatorias, foram muito importantes para a
melhora do desempenho nos problemas combinatérios.

Analisando a diferenca entre os diferentes grupos de intervencao foi comparado o
pos-teste do G1 com o pds-teste do G2. A analise, de modo geral, mostrou que ndo ha
diferencas nem no levantamento de possibilidades (t(45)= 0,440; p=0,662), nem na
expressao numérica: t(45)= 0,166; p=0,300). Dessa forma, tanto a arvore de possibilidades,
quanto a listagem, sdo representacdes intermediarias que podem ajudar no desempenho em
problemas combinatérios.

Diante do resultado geral préximo entre os dois grupos, foi realizada a analise do
poOs-teste apenas nos problemas em que o numero de possibilidades era maior, sendo
preferivel, portanto, uma expressdo numeérica para resolver a situacdo — seja por
generalizacdo de possibilidades, seja pelo uso do Principio Fundamental da Contagem. Por
meio dessa andlise, foi comparado o desempenho do G1 (arvore) e do G2 (listagem) na
segunda parte do teste. Os resultados indicam uma diferenca significativa entre os grupos
(t(45)= 2,535; p=0,015). Desse modo, 0 Grupo 1, que teve intervencdo com o uso da arvore
de possibilidades como representacédo auxiliar, obteve melhor desempenho nas situagdes em
que era recomendavel o uso de uma expressdo numérica, iSso porque, essa representacao
intermediaria parece ter um maior grau de congruéncia com a expressao numeérica que pode
ser utilizada para a resolucdo dos problemas combinatérios.

Foi também realizada a analise referente a diferenca entre os desempenhos no pré-
teste e no pos-teste em cada tipo de problema. Na Tabela 2 podem-se observar os resultados

sobre os quais foram realizadas as analises.

Tabela 2: Diferencas entre pré-teste e pos-teste do 7° ano por tipo de problema.

PM pré X PM pés
C pré X C pos
A pré X A pés
P pré X P pés

PM pré X PM pés
C pré X C pos
A pré X A pos

t (20) = - 4,756; p< 0,001
t (20) = - 1,160; p= 0,260
t (20) = - 2,044; p= 0,054
t (20) = - 5,645; p< 0,001
t (25) = - 3,447; p= 0,002
t (25) = - 2,952; p= 0,007
t (25) = - 2,562; p= 0,017

t (20) = - 3,579; p= 0,002
t (20) = - 1,826; p= 0,083
t (20) = - 2,500; p= 0,021
t (20) = - 2,905; p= 0,009
t (25) = - 3,580; p= 0,001
t (25) = - 1,443; p= 0,161
t (25) = - 1,933; p= 0,065

Educacao Matemaética em Revista, Brasilia, v. 25, n. 68, p. 23-40, jun./set. 2020. 33



_ P pré X P pos t(25) = - 3,904; p= 0,001  t(25) = - 2,945; p= 0,007
PM: Produto de medidas; C: Combinacdo; A: Arranjo; P: Permutacéo.
Fonte: Montenegro (2018)

No Grupo 1, houve diferenca significativa (indicadas em negrito na tabela) entre pré-
teste e pds-teste no levantamento de possibilidades em situagGes de produto de medidas e
permutacdo e na expressdo numérica, além das duas situacGes anteriores, também nas
situacbes de arranjo. Ja no G2 o levantamento de possibilidades apresentou diferencas
significativas nos quatro tipos de problemas combinatdrios, mas na expressao numérica
houve diferencas apenas nas situacbes de produto de medidas e permutacdo. Esse é outro
indicativo de melhor desempenho do G1, uma vez que os alunos deste grupo indicaram a
expressao numérica correta em trés situacdes combinatorias.

Nota-se que para a situacdo de combinacdo ndo foram apresentadas diferencas
significativas na indicacdo da expressao numérica correspondente, evidenciando que para
essa situacdo, a apresentacdo de uma expressao numerica parece ser uma tarefa mais
complexa, uma vez que, além de multiplicar o namero de possibilidades em cada etapa de
escolha, é necessario dividir pelo nimero de vezes que uma possibilidade se repete.

As dificuldades expressadas pelos alunos do 7° ano no pré-teste se configuram como
respostas em branco e respostas que ndo tém indicios de pensamento combinatério, como é
possivel observar na Figura 1. Nessa solucdo, o aluno respondeu por meio de M.M.C.

(Minimo Multiplo Comum), possivelmente um dos contetdos trabalhados em sala.

Figura 1: Situacdo de arranjo com resposta incorreta no pré-teste.

2. De quantas maneiras possiveis pode-se escrever nimeros de dois algarismos
diferentes, usando os cinco algarismos 1, 3,5,7€9?

A9 49eAP  MS s el §
1(1\1\/J\ p)
\

Qual a conta que resolve este problema?

Fonte: Montenegro (2018)

Na Figura 2 o erro do aluno esta relacionado com o ndo entendimento do invariante
de ordem no problema de combinag&o, uma vez que o aluno considera 0 mesmo aperto de
méo duas vezes quando indica que cada um cumprimenta quatro vezes, uma vez que ha mais

quatro pessoas. Nessa situacdo ha uma relacdo combinatéria errada para o problema
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proposto, mas que poderia ser usada para responder outros tipos de problemas combinatérios
nas quais a ordem dos elementos n&o indica possibilidades distintas.

Figura 2: Situacdo de combinacao com resposta incorreta no pré-teste, com interpretacdo da situacdo sem
desconsiderar 0s casos repetidos.

4. Cinco pessoas (Beatriz, Daniel, Joana, Carlos e Marina) se cumprimentaram
com aperto de mao.
Quantos apertos de mao entre pessoas diferentes foram dados?

\\"’{\W),Xw\q
Dmﬂ Qi y
\(VNY\RM’_\A

@rdon N )
A Ao A s U4
Qual a conta que resolve esse problema?

Fonte: Montenegro (2018)

No pré-teste também foram apresentadas algumas poucas solugdes corretas, por meio
da listagem, como é possivel visualizar na Figura 3. Entretanto, na situacdo de combinacao
destacada nao foi apresentada a expressao numeérica gque responde o problema, ficando esta
resposta em branco. Assim, mesmo que alguns alunos tenham conseguido responder
corretamente o levantamento de possibilidades, eles ndo eram capazes de determinar uma
expressdo numeérica correta correspondente para a solu¢cdo na maioria das situacbes

combinatorias.

Figura 3: Situacdo de combinacdo com resposta correta no pré-teste por meio da listagem e diagrama.

8. Marcia tem em casa quatro tipos de fruta (maméao, abacaxi, laranja e banana) e
quer fazer uma salada usando trés dessas frutas.
De quantas maneiras diferentes ela pode combinar essas frutas?

A
\

Qual a conta que resolve este problema? £ r

Fonte: Montenegro (2018)

Os resultados do pre-teste indicaram que converter uma solucdo em listagem para
uma expressao numerica, ndo é uma tarefa simples e pode ser melhor desenvolvida, para que
0s erros sejam minimizados. Desse modo, a intervengéo teve como objetivo trabalhar com
representacdes intermediarias para auxiliar na superacéo dessa dificuldade.

Os erros apresentados no pos-teste estiveram relacionados, em geral, com uma
multiplicacdo que ndo responde o problema, como apresentado na Figura 4. Nesse caso, 0s

nameros apresentados no enunciado foram usados, mas utilizando uma ideia incorreta de
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produto de medidas. Neste exemplo é possivel verificar que o aluno ndo compreendeu o
invariante de escolha, entendendo de forma equivocada que no problema ha dois conjuntos
diferentes (pessoas e lugares no sofa), quando na verdade s6 ha um conjunto em que é

necessario mudar a ordem das pessoas para que seja apresentada uma resposta correta.

Figura 4: Situacdo de permutacdo com resposta incorreta no pds-teste por meio de uma multiplicagdo que
ndo responde a situacdo.

3. De quantas maneiras diferentes trés pessoas (Gabriela, Leticia, e Natélia) podem
sentar-se num sofa de trés lugares?

- Wl g £
1\ b’ <

Qual a conta que resolve este problema? * x

Fonte: Montenegro (2018)

Na Figura 5 observa-se, no pos-teste, o uso do PFC em uma situacdo de permutacao
com 120 possibilidades. Nesse problema era recomendavel o uso da expressao numeérica,
uma vez que listar ou organizar em arvore todas as possibilidades seria muito demorado e

com grande chance de nédo se conseguir finalizar o processo.

Figura 5: Situacdo de permutacdo com resposta correta no pos-teste por meio do Principio Fundamental da
Contagem.

7. D? quantas maneiras possiveis pode-se escrever numeros de cinco algarismos
diferentes, usando os algarismos 1, 3, 5, 7 e 9?

C
~ < ~ ) -
G v 4oy atval o e
1= 3 Al 5

Qual a conta que resolve este problema?

Fonte: Montenegro (2018)

Na situacdo de combinacéo apresentada na Figura 6 o aluno acertou, por meio do
PFC com a divisdo pelos casos repetidos, discutida durante a intervengdo. Para isso o aluno
indicou um caminho bem-sucedido de uso de uma representacdo intermediaria: arvore de
possibilidades. Apesar de a expressdo utilizada estar matematicamente incorreta, percebe-se
que o aluno compreendeu que sdo oito possibilidades para o primeiro lugar, sete para o
segundo e seis para o terceiro, e que a multiplicacdo desses numeros resulta em 336
possibilidades. Além disso, o aluno também indicou a necessidade de dividir pelos seis casos

repetidos da mesma possibilidade, resultado em 56 possibilidades.
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Figura 6: Situacdo de combinagdo com resposta correta no pds-teste por meio do Principio Fundamental da
Contagem.

8. Uma escola tem oito professores (Ricardo, Taﬁia, Luiza, Antonio, Sueli, Geraldo,
Patricia e Carlos). Para o passeio da escola serdo escolhidos trés professores para
acompanhar os alunos. De quantas maneiras diferentes podem ser escolhldos esses

- trés professores? . . i {a S A ;‘ B
T./i/‘i.uﬁ~);7;\]—b Pacos '\,; ¥ — Tovee:
7B, NE o \A}JJf\ \ il
LY Yo (qﬂ/’f‘f)ﬂ ;./O),\
330 UL_/F— ik
- e
B iy BF \\
Qual a conta que resolve este problema?
P -
o

-
(®)
Fonte: Montenegro (2018)
Nas Figuras 7, 8 e 9 pode-se observar acertos em situacdes de arranjo. Na primeira
situacdo (Figura 7) por meio da listagem ou do diagrama de arvore era possivel chegar na
resposta sem a necessidade de uma expressdo numérica correspondente. Entretanto, o aluno

apresentou a operacdo por meio da listagem de todas as possibilidades e também respondeu

com a operacdo correspondente.

Figura 7: Situagdo de arranjo com resposta correta no pos-teste por meio da generalizacdo de possibilidades.

2. A turma da terceira série quer eleger o representante e o vice-representante da turma
Ha seis alunos (Amanda, Luciana, Priscila, Jodo, Talita e Diego) interessados nesses
cargos. De quantas maneiras diferentes estes alunos podem ser eleitos para esses dois
cargos (representante e vice-representante)?

AL LAA T AT A DA
AT\ P PL ST 1)
EER 343 T2 5
O
3:7 J%) TD D i_Yr
Qual a conta que res e este problema?
BX5T 30O
Fonte: Montenegro (2018)

Nas Figuras 8 e 9, esperava-se que a resposta fosse apresentada por uma operacao,
pois, listar 60 possibilidades pode demandar muito tempo. Nesse sentido, na Figura 8 é
apresentado o PFC como representacdo, sem a necessidade do uso de um registro auxiliar
de transicdo. Desse modo, o registro numeérico ja foi utilizado, pelo aluno, como um recurso
facilitador para a apresentacdo da resposta. Na Figura 9 o aluno ainda necessitou de um
registro auxiliar de transicdo, em que listou todas as possibilidades para um caso,
comecgando com a Turma A, em que encontrou 12 possibilidades, e generalizou por meio de
uma multiplicagdo correta do nimero de possibilidades em uma turma (12) pelo numero de
turmas (5), resultando em 60 possibilidades.
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Figura 8: Situacdo de arranjo com resposta correta no pds-teste por meio do Principio Fundamental da
Contagem.

6. Cinco turmas do 5° ano da Escola Saber (Turma A, Turma B, Turma C, Turma D e
Turma E) v&o disputar um torneio de queimado.

De quantas maneiras diferentes pode-se ter o primeiro, segundo e terceiro lugar no
torneio?

é xdxd) 60

55 Sk

Qual a conta que resolve este problema?

XY XY- €D
Fonte: Montenegro (2018)

Figura 9: Situaco de arranjo com resposta correta no pds-teste por meio da generalizacdo de possibilidades.

6. Cinco turmas do 5° ano da Escola Saber (Turma A, Turma B, Turma C, Turma D ¢
Turma E) vao disputar um torneio de queimado.
De quantas maneiras diferentes pode-se ter o primeiro, segundo e terceiro lugar no

torneio? I
A / ‘ ‘ oz f
'\l\ A, &0 L [l / ,~)|1 ,L
4 : '
B DTA AR _L

WO, E . 2 \

‘l, b A\ / il r “.

N
Qual a conta que resolve este problema? ' : 1 )
42x 5~ o Sl
Fonte: Montenegro (2018)

Considerac0es finais

Este estudo teve o objetivo de investigar o efeito de intervencbes pedagdgicas que
mobilizam transformacfes de conversdo e de tratamento de registros, em que a lingua
natural foi o registro de partida e a expressdo numeérica, o0 registro de chegada, no
desempenho de alunos do 7° ano em diferentes situacdes combinatorias, por meio da
discussdo de seus invariantes e do uso de diferentes representagdes auxiliares (de transicdo).
A principal hipotese se amparava na aparente maior congruéncia entre a &rvore de
possibilidades e a expressdo numérica, e, com isso, esperava-se que 0s alunos que
utilizassem a arvore de possibilidades como representacdo auxiliar apresentariam maior
facilidade em demonstrar o PFC ou uma generalizacéo de possibilidades por meio de uma
multiplicacdo correspondente a resolucdo do problema combinatdrio, do que os alunos que
utilizassem a listagem sistematizada.

Os resultados quantitativos revelam que ndo houve diferengas significativas nos
desempenhos no pos-teste entre 0s grupos que trabalhavam, respectivamente, com a arvore
de possibilidades e a listagem sistematizada. Evidenciou-se, assim, que a listagem
sistematizada também pode se configurar como uma boa representagdo intermediaria entre

o0 registro de partida (enunciado em lingua natural) e o registro de chegada (expressao
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numerica), auxiliando na anélise da situacdo e possibilitando a determinacdo de uma
expressdo numérica de resolugdo do problema.

Apesar disso, na analise por tipo de problema, destaca-se 0 melhor desempenho do
G1 (arvore) na apresentacao da expressao numérica, pois este grupo demonstrou diferencas
significativas para a expressao numérica em trés dos quatro tipos de problemas, enquanto o
G2 (listagem) em apenas dois tipos. Além disso, 0 G1 apresentou resultados melhores, com
indicacdo de diferencas significativas na comparagdo com o G2, na segunda parte do teste
final, na qual os nimeros de possibilidades resultantes eram maiores, sendo recomendavel o
uso de uma generalizacédo de possibilidades ou do PFC. Isso se confirma em func¢do do maior
grau de congruéncia entre a arvore de possibilidades e a expressdo numérica, principalmente
qguando o numero de possibilidades é maior.

Destaca-se que o objetivo deste texto de discutir o papel de diferentes registros de
representacdo, usados como representacdo de partida, representacdo intermediaria e
representacdo de chegada, também implicam na discussdo do que é esperado no ensino de
Matematica na escola: partir de um enunciado em lingua natural e chegar a uma expressao
numérica formal. O presente estudo indica a discussdo da ampliacdo do conhecimento
combinatério de estudantes, uma vez que evidencia o importante papel que uma
representacdo intermedidria tem, em particular no caso da Combinatdria, pois esta possui
situacOes sem a indicacéo clara da operagdo que pode ser usada para responder o problema.
As representacdes intermediarias (entre enunciados e expressées numeéricas) auxiliam na
determinacéo de operacGes matematicas que resolvem situacGes combinatorias e podem ser
transitorias, pois podem ser abandonadas a partir do momento que o0s estudantes
compreendem, de fato, as expressdes numeéricas que estdo utilizando.

Também se confirma a importancia o trabalho com diferentes situacfes
combinatdrias, por meio da discussdo dos seus invariantes, no momento das transformagoes
de conversao e de tratamento de cada registro. Desse modo, acredita-se que a intervencao
com o uso da listagem, quando sistematizada, e, principalmente, da arvore de possibilidades,
pela sua maior congruéncia com a expressdo numérica, como representacdes intermediarias
se configuram como um caminho viavel para o aprendizado da Combinatéria, de modo que
0s estudantes possam levantar as possibilidades que respondem um dado problema, e

expressa-las em uma operacdo matematica.
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