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Resumo

No presente artigo, defende-se que o uso de arvores de possibilidades pode ser um rico meio
de entendimento de diferentes situagdes combinatdrias. Apresenta-se um software que cons-
tré1 arvores, permitindo que os alunos reflitam sobre importantes relagdes combinatdrias, de
escolha e de ordenacdo de elementos, nos diferentes problemas de produto cartesiano, per-
mutacdo, arranjo e combinagdo. Arvores de possibilidades sdo, portanto, representacdes vali-
das para diferentes tipos de problemas combinatdrios e podem ser uma ferramenta para ampli-
acao do conhecimento matemético dos estudantes, em particular, no desenvolvimento de seus
raciocinios combinatorios.
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diversificados simbodlicos

Introducao

Dentre os problemas matematicos, 0s
combinatdrios se destacam pela variedade
de possiveis contextos (escolha de pecas
de vestiario, levantamento de numeros
construidos a partir de certos algarismos,
constituicdo de equipes, alocagcdo de
assentos, dentre muitos outros), pelos
significados presentes em  distintas
situacdes (de produto cartesiano, arranjo,

combinacdo ou permutacdo) e pelos

registros
(listagens, desenhos, quadros, diagramas,
algoritmos, férmulas e outros). Dessa
forma, o trabalho com a Combinatéria’
possibilita um rico trabalho de resolucao
de problemas, nos quais € necessario
analisar as situagdes apresentadas com
muito cuidado para identificar quais os
elementos a serem escolhidos e de que

forma devem ser combinados.
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Embora no cotidiano nem sempre
precisemos enumerar todos os possiveis
casos de uma dada situacao, saber quantas
sdo as possibilidades se faz necessdrio
quando se deseja determinar a
probabilidade de um evento. Assim, o
estudo da Combinatoria auxilia no
desenvolvimento de uma forma propria de
pensar e no aprendizado de conceitos
estatisticos relacionados a probabilidade.

Situagdes combinatdrias  sdo,
portanto, aquelas nas quais, dados
determinados conjuntos, se deve agrupar
seus elementos, de modo a atender
critérios especificos e determinar-se —
direta ou indiretamente — o numero total
de agrupamentos possiveis. As relacdes
combinatdrias presentes nessas situagdes
sdo de escolha (de elementos de um tinico
conjunto ou de dois ou mais conjuntos), de
ordenacdo (se a ordem de apresentacdo
dos elementos constitui, ou nao,
possibilidades distintas), de repeticdo (se é
permitido, ou ndo, a repeticdio de
elementos), de posicionamento (se
determinado(s) elemento(s) devem ocupar
uma posicdo fixa) e de proximidade (se
certos elementos devem se posicionar
proéximos, ou nao).

Pela grande variedade de contextos
e situacOes possiveis, no estudo da

Combinatéria o uso de representagcdes

simbdlicas poderosas (no sentido de
auxiliar a entender a situagdo posta € na
ajuda da escolha de procedimentos de
resolucdo) € de extrema importancia.
Arvores de possibilidades sdo diagramas
que podem, em muito, auxiliar no
levantamento de todas as possibilidades de
uma dada situagdo. Elas podem ser
construidas manualmente pelos
professores e seus alunos, mas no presente
artigo serd descrito um software que
constroi  drvores, possibilitando que os
aprendizes concentrem suas atengdes nas
relacdes combinatdrias das situagdes e na
escolha de possibilidades validas, a partir
das situagdes apresentadas.
Defende-se, portanto, que o uso de drvores
de possibilidades pode ser um meio de
entendimento das diferentes situagdes
combinatdérias, pois permite
sistematicamente observar quais  as
possiveis combinacdes e selecionar os
casos validos para cada situagdo
enunciada. O uso de software também
pode ser motivador e aliviar o trabalho
mecanico, possibilitando ao aluno refletir
sobre as particularidades de cada
problema apresentado.

O software aqui discutido
denomina-se Diagramas de Arbol; mas,
antes de apresentd-lo, serdo discutidos os

variados problemas combinatérios que
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podem ser explorados por meio da
construgdo de arvores de possibilidade, em
particular com uso de recurso tecnoldgico.
Salienta-se que os problemas aqui tratados
sdo os mais simples dentro da
Combinatéria e, portanto, sem repeti¢ao e
nao condicionais (ou seja, sem restricao
(0es) de posicionamento(s) ou
proximidade(s) de elementos). Arvores de
possibilidades, entretanto, sdao também
védlidas para problemas com repeticdo e

condicionais.

Tipos de problemas combinatérios

Os Parametros Curriculares Nacionais
(BRASIL, 1997) apresentam problemas
combinatdrios como um tipo de problema
multiplicativo e recomendam que desde os
anos iniciais do ensino seja tratada uma
variedade de situagdes combinatorias.
Defende-se que o trabalho com situagdes
combinatorias, desde os anos iniciais do
Ensino Fundamental, podera auxiliar a
abordagem posterior no Ensino Médio —
no qual ocorre uma maior formalizacao da
Combinatoria.

Pessoa e Borba (2009), a partir da
concep¢do de articulacdo de conceitos
apresentada por Vergnaud (1986), e
amparadas por resultados de investigacdo
empirica, argumentam que se deve

trabalhar em todos o0s niveis e

modalidades de ensino com problemas de
produto cartesiano, permutagdo, arranjo e
combinagcdo. Ha relacOes bdasicas de
Combinatoria contidas nestes quatro tipos
de problemas e o contato com uma
variedade de situacdes pode possibilitar
um mais amplo desenvolvimento do
raciocinio combinatério. Recomenda-se,
assim, um trabalho continuo com as
quatro situagdes e ndo uma €nfase inicial
em um Unico tipo de problema
combinatério (o produto cartesiano que é
o problema explicitamente trabalhado nos
anos iniciais) e, posteriormente, quando
do estudo da Andalise Combinatoria,
o trabalho com outras situagdes
(permutagdo, arranjo e combinacdo).

O que caracteriza um produto
cartesiano, diferentemente de outras
situagdes combinatorias, € que devem ser
combinados elementos de dois ou mais
conjuntos distintos. Pode-se, por exemplo,
solicitar que sejam determinados os
possiveis casos de numeros de dois
algarismos com o primeiro algarismo
escolhido dentre o conjunto {1, 3, 5, 7 e
9} e o segundo algarismo dentre o
conjunto {4, 5, 6 e 7}. Tém-se, assim, dois
conjuntos a partir dos quais se deve
combinar um elemento de um conjunto

com um de outro. As 20 possibilidades

sdo: 14, 15, 16, 17, 34, 35, 36, 37, 54, 55,
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56. 57, 74, 75, 76, 71, 94, 95, 96 e 97.
Observa-se que, nesse caso, os elementos
‘repetidos’, na realidade, sdo elementos
escolhidos de dois conjuntos distintos.
Problemas de permutacio’ sio aqueles
nos quais os elementos a serem escolhidos
pertencem a um conjunto Unico
(diferentemente dos problemas de produto
cartesiano) e todos os elementos compdem
cada uma das possibilidades, que se
diferenciam pelas ordens em que sdo
dispostos os elementos. Pode-se ter, por
exemplo, os nimeros de quatro algarismos
gerados a partir dos algarismos 1, 3,5 e 7.
As seis possibilidades iniciadas com o
algarismo 1, sdo: 1357, 1375, 1537, 1573,
1735 e 1753. Iniciando com os demais
algarismos (3, 5 e 7) também haverd seis
possibilidades para cada um, resultando,
assim, em 24 possibilidades no total.
Arranjos e permutagoes
assemelham-se em termos de escolhas a
partir de um conjunto unico e da ordem
dos elementos determinando
possibilidades distintas e se diferenciam
no sentido que em permutacoes todos os
elementos sdo dispostos em ordens
variadas e em arranjos tém-se alguns

elementos escolhidos dentre o conjunto

dado. Como exemplo, podem-se ter as

possibilidades de nimeros de dois
algarismos, sem repeticdo, formados a
partir dos algarismos 1, 3, 5, 7 e 9.
Iniciando em 1, tem-se: 13, 15, 17 e 19 e
em 3 tem-se: 31, 35, 37 e 39. Dessa forma,
para cada um dos cinco algarismos ha
quatro possibilidades distintas e, assim, ha
20 possibilidades no total.

Nas combinacoes também sdo
escolhidos alguns elementos do conjunto,
mas a ordem de escolha desses elementos
ndo gera possibilidades distintas. Pode-se,
por exemplo, solicitar a determinacdo do
nimero de segmentos de retas possiveis a
partir dos pontos A, B, C, D e E. Salienta-
se que os segmentos AB e BA ndo
constituem segmentos distintos e, dessa
forma, a ordem de apresentacdo dos
elementos ndo gera diferentes
possibilidades. Seriam 20 as possibilidades
se a ordem dos elementos gerasse novas
possibilidades, mas ndo sendo, hd apenas
10 possiveis segmentos de reta formados a
partir de 5 pontos: AB, AC, AD, AE, BC,
BD, BE, CD, CE e DE.

A seguir serd descrito como o
software Diagramas de Arbol,
desenvolvido por Aguirre (2005)" e
estudos descritos em

utilizado nos

Sandoval, Trigueiros e Lozano (2007),

permutagdes podem ser consideradas como casos particulares de arranjos nos quais o nimero de elementos do conjunto de escolha (n)

€ igual ao nimero de elementos escolhidos (p).
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Ferraz, Borba e Azevedo (2010) e
Azevedo, Costa e Borba (2011), pode ser
utilizado para exploracdo de situacdes
combinatdrias por meio da constru¢cdo de
arvores de possibilidades. O software
permite o levantamento de produtos
cartesianos, arranjos, combinagdes €
permutagoes,

utilizando cores para

destacar possibilidades vidveis.

O software Diagramas de Arbol

Na Figura 1 pode-se observar a tela de
abertura do software, com comandos
referentes a instru¢des de uso, exemplos e
biblioteca de situacdes previamente salvas.
A partir do comando Creo um drbol (criar
uma arvore), sdo escolhidos os niveis e
elementos da situacdo combinatéria a ser

resolvida.

Na Figura 2, pode-se observar a entrada de
dados para um problema de produto
cartesiano: Numa lanchonete hd quatro
tipos de suco (laranja, graviola, morango e
abacaxi). Eles sdo servidos em copos de
trés tamanhos (pequeno, médio e grande).

De quantas maneiras diferentes se pode

tomar um suco?

Creo un drbol Veo ejemplos

Recuporo Instruccionos

bislioleca

Figura 1 - Tela de abertura do software Diagramas de Arbol.

Figura 2 - Telas de defini¢do de um problema de produto cartesiano.

QO software Diagramas de Arbol foi disponibilizado para uso do Geragio - Grupo de Estudos em Raciocinio Combinatério do Centro de

Educagdo — UFPE.
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O usudrio perceberd que sao duas
escolhas a serem efetuadas (denominadas
de niveis no software): a escolha do tipo
de suco, em funcdo das quatro diferentes
frutas, e a escolha do tamanho do copo,
em um dos trés tamanhos oferecidos.

Uma vez definidos os niveis e
elementos, bem como havendo dado um
titulo para a drvore, o proprio software
gera o diagrama desejado, como se pode

observar na Figura 3.

Para visualizar todas as
possibilidades (12 nesse caso) podem-se
utilizar recursos de zoom (indicados pelas
lupas com sinais + € -) e de subir e descer
na tela (indicado pelas quatro setas). Ha
ainda o recurso de colorir as
possibilidades que se deseja destacar. Este
recurso (melhor discutido a seguir) ¢é
utilizado nas situacdes de permutacdo,
arranjo e combinacdo, uma vez que,
nessas situacdes € necessdario selecionar os

casos validos.

Artad mhasl 30 e 40
“wman o Lt de (000"

Figura 3 - Tela de drvore gerada para um problema de produto cartesiano.

se um exemplo de permutacdo, em que 0s
niveis de escolha do conjunto dado sao as
posicdes das pessoas na fila do banco.

Na Figura 4, pode-se observar a tela de
entrada de dados e a tela do diagrama ge-
rado para um problema de permutacdo:
De quantas maneiras diferentes trés pesso-

as (Maria, Luis e Carlos) podem posicio-

No caso de permuta-
| coes, arranjos e combinacées
a entrada de dados ¢é diferen-
te, uma vez que para esses
significados combinatorios hd
apenas um conjunto base a
partir do qual os elementos
devem ser escolhidos. Deve-
se, nesses casos, designar os
niveis de escolha dentro do

conjunto dado. A seguir tem-

nar-se numa fila do banco? A partir do
diagrama gerado, podem-se visualizar to-
das as possibilidades da situagdo e enume-
rarem-se os casos validos, uma vez que o
software gera todas as possibilidades, sem
diferenciar os casos possiveis dos vélidos.
Nesta situacdo de permutacdo, por exem-

plo, um dos casos gerados pelo software é
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a fila formada por ‘Maria, Maria, Maria’;
Entretanto, ndo é um caso possivel, uma
vez que Maria ndo pode ocupar os trés lu-
gares da fila. Procedimento semelhante é

utilizado nos problemas de arranjo,

como pode ser visualizado na situagdo da
Figura 5, em que devem ser escolhidos
entre trés participantes o primeiro e o se-

gundo colocado.

Figura 5: Tela de definic@o e tela da drvore gerada para um problema de arranjo.

No caso de combinagdes, atengao
especial é requerida, uma vez que a ordem
de apresentacdo dos elementos ndo repre-
senta possibilidades diferentes. Na Figura
6 pode-se observar a tela de defini¢do e a
tela do diagrama gerado para um problema
de combinagdo: Na loja de bichos de esti-
macao ha para vender quatro animais (um

cachorro, um passarinho, um peixinho e

uma tartaruga). Marcelo quer comprar
dois bichinhos. De quantas maneiras dife-
rentes ele pode escolher dois bichinhos?
Observa-se que nesse problema apenas
seis casos devem ser considerados validos
(os casos destacados em vermelho), uma
vez que escolhas como cachorro e passari-
nho e passarinho e cachorro constituem a

mesma possibilidade.

SOCIEDADE BRASILEIRA DE EDUCACAO MATEMATICA



Educacio Matematica em Revista

Pagina 31

PARA COMPREENSAO DE RELACOES COMBINATORIAS

Figura 6: Tela de definicéo e tela da drvore gerada de um problema de combinac@o.

Conclusoes

Observa-se, pelas situagdes expostas, que
as arvores de possibilidade, como as
apresentadas no software Diagramas de
Arbol, possibilitam que os alunos reflitam
sobre importantes relagdes combinatorias,
de escolha e de ordenacdo, nos diferentes
problemas, de produto cartesiano,
permutagcdo, arranjo € combinagdo. E
necessario refletir se as escolhas sdo
efetuadas a partir de um ou de mais de um
conjunto e se a ordem de apresentagcdo dos
elementos gera possibilidades distintas ou
arvores

equivalentes. Diagramas de

de possibilidades sdao, portanto,
representacdes vdlidas para as distintas
situacOes combinatdrias € podem auxiliar
os alunos a diferenciarem e a
compreenderem os diferentes tipos de
problemas combinatérios. Também podem
servir de base para o desenvolvimento de

procedimentos mais formais.

Espera-se com a divulgacdo dos
resultados do presente estudo e em estudos
futuros contribuir para tornar o ensino da
Combinatéria — desde os anos iniciais de
escolarizacdo — uma ferramenta rica para
avancos no conhecimento matematico de
estudantes, em particular no
desenvolvimento de seus raciocinios

combinatorios.
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