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Resumo

Investigou-se a influéncia de diferentes representagdes simbdlicas na resolucdo de proble-
mas combinatdrios por alunos dos anos iniciais da Educacao de Jovens e Adultos. Participa-
ram 24 alunos, separados em trés grupos. Antes do ensino, os alunos realizaram um teste e
apo6s o ensino também. Ambos os testes foram compostos por situagdes-problema contendo
diferentes significados da Combinatéria. Nas aulas foram resolvidos os problemas do pri-
meiro teste, sendo que em cada grupo foram usadas formas de representagcdo simbdlica dis-
tintas: listagens e/ou arvores de possibilidades. No primeiro teste verificou-se que a maioria
das respostas dos alunos ndo apresentou relagdo combinatéria e, entre as representacdes
simbolicas, a listagem foi a mais utilizada. Durante as aulas buscou-se chamar a aten¢ao dos
participantes para propriedades e relagdes combinatorias. No teste apos a aula observou-se
que houve avango significativo no desempenho dos participantes € que os grupos progredi-
ram de modo semelhante. A listagem foi a representagdo simbolica mais usada também no
teste apos a aula em todos os grupos, inclusive naquele que ndo fez uso de tal representacao
na aula, mas ap0s a aula os alunos haviam aprendido a fazer uso sistematico desse recurso.
Palavras-chave: Combinatoria; Representacdes simbolicas; Educagdo de Jovens e Adultos.

Introdugio problemas combinatérios ricos em
possibilidade de desenvolvimento de

O estudo que sera relatado buscou
raciocinio  logico-matematico, embora

analisar a influéncia de distintas formas
) ) pouco explorados em sala de aula, e pela

de representacdo simbdlica no
. modalidade de EJA necessitar ser foco de

desenvolvimento do raciocinio
mais estudos especificos dentro de

combinatorio de estudantes de anos
Educacdo Matematica, em particular no

iniciais da Educa¢ao de Jovens e Adultos

que diz respeito & Combinatoria.
(EJA). A tematica foi escolhida por se

considerar importante o papel que O raciocinio combinatorio ¢€,

sistemas de sinais exercem sobre o segundo Borba (2010), uma forma de

aprendizado matemético, por serem pensamento que analisa a formagao de
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grupos de possibilidades a partir de

critérios  especificos — considerando
repeticdo, ou nao, de elementos, a escolha
dos mesmos e sua ordenagdo. No presente
estudo foi utilizada a organiza¢ao indicada
por Pessoa e Borba (2009) para os
significados de Combinatéria a serem
trabalhados ao longo de todo o Ensino
Basico: arranjo, combinagdo, permuta¢do

e produto cartesiano.

Referente a conceitos matematicos,

a Teoria dos Campos Conceituais
(VERGNAUD, 1986) traz importantes
reflexdes para a pratica docente, pois
apresenta uma concepgao de articulacao
entre os conceitos. A Combinatéria estd
inserida  no campo conceitual das
estruturas multiplicativas ¢ € importante
ressaltar que os problemas combinatorios
apresentam natureza multiplicativa mais
complexa. Esta complexidade foi
observada por Lima e Borba (2010), no
estudo que realizaram com estudantes da
EJA, o qual mostrou que entre os
problemas que abordam as estruturas
multiplicativas, os que envolvem os
significados da Combinatéria sdo aqueles
alunos

cm que 0S apresentam

desempenhos mais baixos.

Ainda de acordo com Vergnaud
(1986), os conceitos sao formados por trés

dimensdes interligadas — situagdes que

dao significado ao conceito, invariantes
(propriedades/relagdes do conceito) e
representacdes simbolicas do conceito. No
desenvolvimento do raciocinio
combinatorio ¢ imprescindivel a
abordagem de diferentes situagdes ¢
distintas representacdes simbolicas para
operar com esse conceito, ja que cada uma
pode deixar mais evidentes determinadas

propriedades e relagcdes da Combinatoria.

Como o estudo foi desenvolvido

O objetivo do estudo consistiu em
investigar a influéncia de diferentes tipos
de representacdes simbolicas na resolugdo
de problemas combinatdrios por alunos da
Educacdo de Jovens e Adultos (EJA).
Participaram 24 estudantes de escolas
publicas da Regido Metropolitana do
Recife, os quais pertenciam a turmas da
modalidade da EJA correspondentes ao 4°
e 5° anos do Ensino Fundamental regular.
Foram investigadas trés turmas de escolas
publicas diferentes, formando-se trés
grupos, cada um composto por oito

estudantes de uma mesma turma.

O estudo foi desenvolvido em trés
momentos: um teste inicial realizado em
um dia, uma aula em outro dia ¢ um teste
final em dia posterior a aula.

Primeiramente, as turmas da EJA
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realizaram um teste com o objetivo de
verificar o desempenho dos estudantes
anterior a aula e para selecionar os

participantes do estudo, formando trés

oito problemas, sendo dois de cada tipo:

arranjo, combinagdo, permuta¢do e
produto cartesiano. O Quadro 1 apresenta

quatro dos problemas usados no teste

grupos. O teste inicial foi composto por inicial.

° Maria tem em sua casa sete tipos de frutas (morango, acerola, caja, graviola,
laranja, pitanga e uva). Ela fabrica sucos em casa e decidiu fazer sucos que
combinem duas frutas. Quantos séo todos os tipos de sucos diferentes que ela
pode fabricar combinando duas dessas frutas? (combinag¢ao)

o Quatro competidores (José, Marcos, Bruno e Sérgio) estdo disputando uma
corrida. De quantas maneiras diferentes pode-se ter o 1° e 2° lugares? (arranjo)

° Para entrar em um estadio de futebol, Pedro pode passar por quatro portdes de
entrada (A, B, C, D). Depois do jogo, para sair do estadio, Pedro possui cinco
opgoes de saidas diferentes (E, F, G, H, J). De quantas maneiras diferentes ele
podera entrar e sair do estadio? (produto cartesiano)

° Quatro costureiras (Alda, Vera, Joana e Creusa) formaram um grupo para
participar de uma competicdo. Elas precisam dar um nome ao grupo, combinando
as letras iniciais dos seus nomes. Quantos nomes diferentes elas podem formar?
(permutacgéo)

Quadro 1: Exemplos de problemas utilizados no teste inicial.
Fonte: (BARRETO, 2012).

T e s s e e apenas a arvore de possibilidades e no

sido abordada a multiplicagdo. Dessa Grupo 3, apenas a listagem. A realizagdo

forma, pode-se perceber que ainda nio da aula foi de modo coletivo, permitindo

havia ocorrido a introdug¢do formal as que a pratica pedagogica se aproximasse

da realidade que ¢ vivenciada no cotidiano

estruturas multiplicativas e,

consequentemente, 2 Combinatoria. escolar, sendo as questdes resolvidas
o . seguindo a ordem do teste inicial e para
A aula consistiu na resolugdo dos ' .
] L L 1sso utilizou-se o quadro da sala.
oito problemas do teste inicial. A distin¢do

entre os grupos se deu em relagdo as De um modo geral, na realizagao

formas de representagdo simbolica usadas da aula utilizou-se, em cada turma, um

em cada um desses. As representacdes periodo de aproximadamente duas horas e

exploradas foram a listagem e a arvore de durante a resolugdo foram lancadas

perguntas problematizadoras para

possibilidades, ambas representacoes

simbélicas escritas. No Grupo 1 foram estimular a reflexdo e envolver os

usadas a listagem e a arvore de estudantes nas resolucdes. No decorrer das

possibilidades; no Grupo 2 utilizou-se resolu¢des buscou-se chamar a aten¢ao
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dos estudantes para as propriedades e uma nova relacdo de oito problemas para
relacdes da Combinatoria. que fossem avaliados os possiveis avangos

Apos esse momento, foi realizado na resolugdo de problemas combinatorios.

o teste final, no qual os alunos resolveram O Quadro 2 mostra quatro problemas

pertencentes ao teste final.

. Uma empresa tem cinco funcionarios no setor de vendas (Emilio, Ricardo,
Adriana, Luiza e Gabriela). Desses, dois funcionarios serao escolhidos para uma
equipe de seguranga. De quantas formas diferentes esses funcionarios podem ser
escolhidos? (combinagao)

° Em uma lanchonete existem cinco opg¢des de suco (laranja, maracuja, goiaba, caju
e pitanga) e dois tipos de salgados (coxinha e cachorro-quente). De quantas
formas diferentes uma pessoa pode escolher um tipo de suco e um tipo salgado?
(produto cartesiano)

° Cinco candidatos (Lucas, Vitor, Claudio, Jorge e Marina) séo os finalistas de um
concurso de cantores. De quantas formas diferentes pode se ter o primeiro e o
segundo lugares? (arranjo)

. Utilizando os algarismos 2, 4 e 6, de quantas maneiras diferentes pode-se
escrever numeros de trés algarismos diferentes? (permutacgao)

Quadro 2: Exemplos de problemas utilizados no teste final.
Fonte: (BARRETO, 2012).

Resultados obtidos com rela¢gdo, verificou-se o

estabelecimento de relacdo combinatoria,
Resultados do teste inicial ‘ ‘
atendendo de forma parcial ao que foi

Nas andlises do teste inicial ndo - - ~
solicitado na questdo, uma vez que eram

foram encontradas respostas plenamente c
P p apresentados um ou dois casos

rretas. AS r tas encontradas foram \
corretas. As respostas encontradas fo pertencentes a resposta correta. Dessa

ategorizadas em: incorr r 71 c
categorizadas em: incorreta sem relagdo maneira, essas respostas foram

combinatoria (Figura 1) e incorreta com . ..
(Fig ) consideradas como acertos parciais, sendo

velagie combiiore (lgne 2k A esse o tipo de resposta com maior nivel de

r ncorr r 70 na = :
espostas incorretas sem  relagdo 0 elaboragdo que foi encontrado no teste

idenciavam tabeleciment
evidenciav 0 estabelecimento de el
relagdo combinatoria. Ja nas incorretas

( & P o BN 1. Maria tem em sua casa sete tipos de frutas (morang la ¢ ol r:
4. Quatro costureiras (Alda, Vera, Joana e Creusa) formaram um grupo para parficipa N utas (morango, acerola, cajd, graviola, laranja

pitanga e uva). Ela fabrica sucos em casa e dec:

s fazer sucos que combinem duas
de uma competico. Elas precisam dar um nome a0 grupo, combinando as letras ftas. Quantos sdo todos os tipos de sucos diferentes que ela pode fabricar
; combinando duas dessas frutas?

niciais dos seus nomes. Quantos nomes diferentes elas podem formar?

4

- & (\ A\ W\
Figura 1: Exemplo de resposta incorreta sem relagdo combinatoria. Figura 2: Exemplo de resposta incorreta com relagdo
Fonte: (BARRETO, 2012). combinatdria (Acerto parcial).

Fonte: (BARRETO, 2012).
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Ao selecionar os participantes do
estudo, objetivou-se formar grupos que
apresentassem médias de acerto
semelhantes, para que, assim, o0s trés
grupos partissem de desempenhos iniciais
similares. Nos grupos ndo havia diferengas
de representacdes simbolicas utilizadas

pelos estudantes no teste inicial, sendo a

listagem a mais utilizada.

Resultados ocorridos durante as aulas

De um modo geral, durante as
aulas, os trés grupos foram bastante
semelhantes no que diz respeito as duvidas
e compreensdes dos estudantes. Durante
as resolucdes, buscou-se, por meio de
questionamentos, chamar a atengdao dos
estudantes para a compreensdo de
propriedades e relacdes da Combinatoria:
esgotamento de possibilidades, nimero de
elementos utilizados em cada
possibilidade e influéncia da ordem dos

elementos para a formacdo, ou ndo, de

novas possibilidades.

No que diz respeito ao

esgotamento de possibilidades,
inicialmente os estudantes em todos os
grupos ndo demonstraram atencdo a
necessidade de serem encontrados todos

os casos que faziam parte das respostas.

De uma forma geral, na resolugdo dos
primeiros problemas, os estudantes diziam
uma ou duas possibilidades, que, muitas
vezes, estavam associadas a preferéncia
pessoal deles. Nao havia uma
preocupacao, que partisse dos alunos, em
utilizar  estratégias para alcangar o
esgotamento das possibilidades, o que, em
todos os grupos, teve que ser enfatizado ao
longo da aula. Na aula, foi notavel o
progresso dos estudantes em relacdo ao
levantamento de casos, superando, desse
modo, a concepgao inicial de haver apenas
uma ou, no maximo, duas possibilidades

em cada resolucao.

Em relagdio ao numero de

elementos utilizados em cada
possibilidade, apenas houve duvida dos
estudantes sobre a quantidade de
elementos que deveriam ser usados na
permutagdo. Fol necessario ressaltar que
na permutag¢do em todos 0s casos seriam
usados todos o0s elementos, sendo
necessaria a escolha de cada um destes.
Desse modo, percebe-se que,
diferentemente dos outros tipos de
problemas, a permutag¢do apresenta um
maior nimero de etapas de escolha, o que
gerou equivocos na resolugdo dos

estudantes.
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A respeito da ordem dos

elementos, quando os estudantes
chegavam a compreensdao do problema,
entendiam com facilidade se a ordem dos
elementos determinaria, ou ndo, novas
possibilidades. A maior dificuldade estava
relacionada a interpretacao textual dos
enunciados dos problemas. Depois que
conseguiam interpretd-los, os estudantes
analisavam com facilidade a influéncia da

ordem dos elementos.

Resultados do teste final

Diferente do teste inicial — no qual
os alunos apresentaram apenas resposta
incorreta sem relacdo combinatoria e
acerto parcial — no teste final também
foram observados, em todos os grupos,
outros tipos de respostas que demonstram
um maior nivel de compreensao. No que
diz respeito aos acertos parciais, foram
encontradas, além da forma ja verificada
no teste inicial, mais duas outras formas
ambas

desse tipo de resposta,

apresentando um nivel maior de
elaboragdo. Desse modo, os acertos
parciais foram categorizados em: acerto
parcial I(resposta que também verificou-
se no teste inicial), acerto parcial 2 e

acerto parcial 3, esses dois ultimos

apresentados apenas no teste final, sendo o

acerto parcial 3 o que estava mais
proximo da resposta correta. Também
foram observadas respostas nas quais o0s

estudantes atingiram o resultado esperado.

No acerto parcial 2, a resposta
apresentava relacdo combinatdria, mas o
numero de casos estava restrito a0 nimero
de elementos do conjunto. A Figura 3
exemplifica essa forma de resposta. Ao
resolver o problema, o estudante
demonstra compreender que o nimero de
possibilidades esta limitado a quantidade
de elementos do conjunto de rapazes, pois
forma uma possibilidade com cada um dos
rapazes, mas nao percebe que com cada

um desses poderiam ser formados mais

cinco pares diferentes.

Foram considerados acertos
parciais 3, as respostas que apresentaram
relagdo combinatoria e foram elencados
diversos casos, entretanto, ndo ha o
esgotamento ou limitacdo das
possibilidades, uma vez que faltam casos
ou sao apresentados casos repetidos. Na
Figura 4 h4 um exemplo de acerto parcial
3, no qual o participante ao resolver um
problema de combina¢do nao elimina os
casos repetidos, ndao percebendo, dessa
forma, que a ordem dos elementos nao

gera novas possibilidades.
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5. Para uma entrevista de emprego, estdo insaitos quatro rapazes (Bruno, Rodrigo, Valter Os resultados

e Gustavo) e seis mocas (Celina, Mdnica, Andrea, lara, Rita e Fabiana). Desses, apenas

: mostraram que todos os grupos
um casa sera selecionado. Quantos casas diferentes podem ser formados?

apresentaram avancos

BROMO CELIVA

Roppigo RITA significativos em relagdo ao

VALTER MONVICA

Custavo  FAplana teste inicial € que ndo houve

Figura 3: Exemplo de acerto parcial 2, limitado pelo nimero de elementos do conjunto. diferengas signiﬁcativas entre

Fonte: Relatorio da pesquisa.

os grupos no que diz respeito ao
1. Uma empresa tem cinco funciondrios no setor de vendas (Emilio, Ricardo, Adnana,

Luiza e Gabriela). Desses, dois funciondrios sero escolhidos para uma equipe de teste ﬁnal, ou Seja> ap(')s a aula’
seguranca. De quantas formas diferentes esses funcionarios podem ser escolhidos?
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Figura 4: Exemplo de acerto parcial 3 em que ocorrem casos repetidos.

Fonte: (BARRETO, 2012). participantes por tipo de resposta em cada

tipo de problema no teste inicial e no teste

6 mostram

As Figuras 5 e
respostas corretas, sendo que na primeira
delas foi usada a arvore de possibilidades

e na segunda a listagem de possibilidades.

1. Uma empresa tem cinco funciondrios no selor de vendas (Emilio, Ricardo, Adriana,
Luiza e Gabriela). Desses, dois funciondrios serdo escolhidos para uma equipe de
seguranca. De quantas formas diferentes esses funciondrios podem ser escolhidos?
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Figura 5: Exemplo de resposta correta com uso arvore de
possibilidades.
Fonte: (BARRETO, 2012).
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Segurancs

>2auranca. De quantas formas gife

de vendas (Emilio, Ricardo, Adriana
serdo

Luiza

9 2 6

" s X nndp o /
Cvnilis G Rlarnels 2 | uuiga
£ /4 . *‘J,/,/L"/’//i 2 C &
Y e 7 % Y O )
A ka0 7‘/“//7 - © A
e G L2V P o
’1“/”.4*.;_,\ Q2 W,
’ oL /Al.«(il
/ B

UAAO

g ’l .
V7 ~ 00U DULO. AP

Figura 6: Exemplo de resposta correta com uso de listagem.
Fonte: (BARRETO, 2012).

final. Os dados ndo foram separados por

grupo, ja& que esses avancaram
semelhantemente. Na tabela, ¢ possivel
perceber que os alunos progrediram na
compreensdo de todos os tipos de
problema. Com apenas uma aula, os
estudantes conseguiram atingir acertos
parciais 3. Provavelmente com mais aulas
seriam alcancados resultados melhores.
No teste final, a maior dificuldade dos
relacionada a

estudantes permaneceu

resolucdo das permutagoes, o que
possivelmente estava associado as etapas
de escolha desse tipo de problema.
Ressalta-se, assim, a necessidade de se
trabalhar mais com os alunos as
propriedades da permutacdo, para que as

dificuldades sejam superadas.
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Tipo de Resposta incorreta | Acerto parcial | Acerto parcial | Acerto parcial | Resposta correta
problema sem relagao 1 2 3
combinatdria
Teste Teste Teste | Teste | Teste| Teste | Teste | Teste | Teste | Teste
inicial final inicial final [inicial| final | inicial | final inicial final
Arranjo 75 14,6 25 22,9 0 6,2 0 52,1 0 4,2
Combinagéo | 47,9 6,2 52,1 27,1 0 8,3 0 47,9 0 10,4
Permutacao 91,7 50 8,3 14,6 0 0 0 354 0 0
Produto 91,7 12,5 8,3 27,1 0 4,2 0 43,7 0 12,5
cartesiano

Tabela 1: Percentuais de tipos de resposta em cada tipo de problema no teste inicial e no teste final.

Fonte: (BARRETO, 2012).

No que diz respeito ao uso das re-
presentagdes simbolicas, a listagem foi,
nos trés grupos, a estratégia mais utilizada
no teste final, at¢ mesmo no Grupo 2 que
trabalhou exclusivamente com a arvore de
possibilidades. Esse resultado aponta que
os estudantes deram preferéncia ao uso da
representacdo que ja utilizavam antes do
ensino e a aula os auxiliou no aprimora-
mento do uso dessa forma de representa-

¢ao.

Consideracoes finais

Os resultados apontam que apenas
uma aula de aproximadamente duas horas
de duracdo pode auxiliar expressivamente
no desenvolvimento do raciocinio combi-
natorio de estudantes de anos inicias da
EJA, ja que os participantes do estudo fo-
ram capazes de perceber distingdes entre
os problemas e usar formas de representa-

cdo eficientes para resolvé-los. Possivel-

mente, mais algumas aulas resultariam em
maiores avang¢os ainda no desenvolvimen-
to do raciocinio combinatorio. Portanto,
uma das principais contribuigdes do pre-
sente estudo, trata-se em apresentar evi-
déncias de que conceitos em que os estu-
dantes apresentam baixos desempenhos
podem ser desenvolvidos e ter suas difi-
culdades significativamente superadas,
desde que o professor possibilite um traba-
lho sistematico que auxilie as reflexdes
sobre esses conceitos, por meio do uso

eficiente de representagdes simbolicas que

fazem sentido para os alunos.

Mesmo sem instru¢do anterior em
problemas multiplicativos menos comple-
X0s, a instru¢ao em problemas combinaté-
rios mostrou-se eficiente, pois os alunos
puderam compreender as situagdes apre-
sentadas, baseando-se em seus conheci-
mentos cotidianos e na aula da qual parti-

ciparam, a qual ressaltou como representa-

SOCIEDADE BRASILEIRA DE EDUCACAO MATEMATICA



Educaciao Matematica em Revista

Pagina 31

ESTUDANTES DE ANOS INICTAIS DA EDUCACAO DE JOVENS E ADULTOS RESOLVENDO PROBLEMAS
COMBINATORIOS COM LISTAGENS E COM ARVORES DE POSSIBILIDADES

¢oes simbolicas podem ser utilizadas na
compreensdo de propriedades e relagdes
combinatorias. Destaca-se, também, a re-
levancia do trabalho com os diferentes ti-
pos de problemas, pois os estudantes tém a
oportunidade de compara-los, percebendo
e diferenciando as propriedades de cada
situacao, melhorando também a sistemati-
zacdo das representagcdes simbolicas e,
consequentemente, podem apresentar de-
sempenhos melhores. Nesse sentido, res-
salta-se a importancia de se considerar as
trés dimensdes conceituais apresentadas
na Teoria dos Campos Conceituais defen-
dida por Vergnaud (1986): situacdes que
dao significado aos conceitos, proprieda-
des e relagdes dos conceitos e simbolos

utilizados em sua representagao.
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