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Artigo Teorico

Hierarquia na
Aprendizagem de
Medidas: Mito
ou Realidade?

Lilian Nasser!

Resumo

Este artigo ¢ uma homenagem a Dra Kathleen Hart, pesquisadora inglesa que se dedicou a
formagdo de professores de Matemadtica e a producdo de material didatico, que faleceu em
abril de 2013. Era membro atuante do grupo internacional de Psicologia da Educagdao Mate-
matica, que presidiu de 1993 a 1995. Foi coordenadora do projeto Conceitos em Matematica
e Ciéncias no Curso Secundario (Concepts in Secondary Mathematics and Science — CSMS)
do Chelsea College, da Universidade de Londres. Para investigar se a aprendizagem de
conceitos de medidas obedece a uma hierarquia ¢ usado neste trabalho um recorte dos resul-
tados da pesquisa do CSMS, no que se refere a aprendizagem de Grandezas e Medidas. Os
resultados mostram que nao hd uma hierarquia no dominio do conhecimento de medidas de
comprimento, area ¢ volume, como pode parecer. Por isso, recomenda-se, por exemplo,
que no Ensino Fundamental os conceitos de area e perimetro sejam explorados
simultaneamente.

Palavras-chave: Educacdo Matematica, conceitos de medidas, grandezas e medidas.

Introduciao

O conteido de “grandezas e
medidas” ¢ considerado um dos mais
importantes do curriculo da matematica
escolar. Ao ensinar um topico tao
abrangente, o professor deve pensar
atentamente na sequéncia de apresentacao
dos conceitos, habilidades e processos
inerentes ao topico, de modo que a
aprendizagem seja ao mesmo tempo
eficiente e agradavel. A equipe do projeto

de pesquisa Conceitos em Matematica e

Ciéncias no Curso Secundario (Concepts
in Secondary Mathematics and Science —
CSMS) do Chelsea College, Universidade
de Londres, investigou a existéncia de
uma hierarquia de habilidades em medidas
e em dez outros ramos da Matematica,
comuns no curriculo da escola secundaria
britanica (idades de 11 a 16 anos).
Detalhes de todas as hierarquias estdo no
livro CSMS (1980), coordenado pela Dra.
Kathleen Hart. Este artigo enfoca apenas o

trabalho de grandezas ¢ medidas (HART,
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1984).

A pesquisa do CSMS se
desenvolveu em trés fases: (1) a
elaboracdao dos problemas, (2) entrevistas
usando esses problemas, e (3) aplicagdo de
testes escritos contendo 0s mesmos
problemas. As hierarquias de conceitos e
habilidades foram relacionadas a tdpicos
particulares na resolu¢ao de exercicios de
medidas: comprimento, drea e volume.
Esses problemas incorporavam ideias
chave de cada topico particular e ndo
foram apresentados aos alunos
imediatamente apds o ensino de um
contetido. Os cdlculos foram reduzidos ao
minimo, ¢ os problemas foram criados
para testar conhecimentos bdasicos das
ideias de medidas, em vez de habilidades
em medidas.

Trinta estudantes (idades de 12 a
15 anos) foram entrevistados em cada
topico. Eles deviam resolver os problemas
e descrever os métodos usados. Suas
respostas, que foram gravadas,
frequentemente se apoiavam em métodos
ingénuos ou estratégias aplicadas na
escola primaria, mais do que em
algoritmos que faziam parte do ensino
secundario.  Os testes escritos foram
aplicados a uma amostra de criancas

inglesas, representativa dos coeficientes

de QI, de diversas escolas, ¢ diversas

faixas etarias. No caso de Grandezas e
Medidas, 20 escolas forneceram alunos:
169 com 12 anos, 444 com 13 anos e 373
com 14 anos. As escolas que se
ofereceram como voluntarias eram de
areas urbanas e rurais.

A investigacao em medidas limitou
-se a avaliar a habilidade das criancas em
resolver problemas nos tdopicos de
comprimento, area e volume. Alguns
desses problemas foram adaptados de “A
Concepcao de Geometria na Crianga” de
Piaget (1960). Muitos dos outros itens
seriam reconhecidos pelos professores
como o tipo de questdes dadas a criangas
com idades de 12 a 15 anos. Um numero
de palavras técnicas usadas em medidas,
como drea, perimetro ¢ volume, foram
descritas (com ilustragdes) na primeira
pagina do teste.

Os resultados do teste foram
usados para formar a hierarquia. Primeiro,
os itens foram classificados de acordo com
a facilidade, a porcentagem de respostas
corretas. Depois, os itens foram agrupados
em conjuntos com aproximadamente a
mesma dificuldade. Se um aluno era bem
sucedido em um item de um grupo, entdo
era esperado que também fosse bem
sucedido nos demais itens do mesmo
grupo. Os itens nos quais 1sso nao

aconteceu foram descartados. Os alunos
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eram considerados como bem sucedidos
num determinado nivel se eles resolviam
dois ter¢os dos itens daquele nivel. O
termo hierarquia pressupde que os alunos
bem sucedidos num grupo de itens mais
dificeis também sejam bem sucedidos em
todos os grupos mais faceis. Na hierarquia
de medidas, 97% da amostra seguiu o
modelo de respostas.

Piaget e outros pesquisadores de
Genebra apresentaram a teoria do
desenvolvimento cognitivo baseados em
respostas das criancas a  tarefas
apresentadas em entrevistas clinicas. As
respostas sdo divididas em categorias
representativas de certos estagios de
desenvolvimento: pré-operacional (de 1,5
a 7 anos de idade), operacional-concreto
(de 7 a 11 anos), e formal (de 11 anos ou
mais). Apesar de as idades sugeridas por
Piaget terem sido questionadas por muitos
pesquisadores, a ordem dos trés estagios €
em geral aceita. Algumas pesquisas
(Hughes, 1979) tendem a mostrar que,
apesar de uma crianca responder uma

tarefa no nivel operacional-concreto, a

mesma crianga pode responder a uma

tarefa diferente num nivel diferente.
Logo, ha evidéncias de que o estagio pode
ndo ser um nivel genérico de
desenvolvimento, mas depender da tarefa.
As atividades de Piaget para avaliar a
conservacdo de comprimento, area e
volume sdo baseadas na habilidade da

crianga de raciocinar que a medida ndo se

altera com a mudanca de posigao.

1. Comprimento

O comprimento de um segmento
de reta ¢ obtido pela contagem do niimero
de vezes que uma unidade de medida pode
ser repetidamente colocada ao longo do
segmento, sendo que o numero de
unidades depende do tamanho da unidade.
O uso de uma unidade padrio de
comprimento (o centimetro, por exemplo)
facilita a comunicacdao. O comprimento de
um segmento de reta ndo muda se o
segmento ¢ movido ou se 0s extremos nao
estdo alinhados. A compreensao deste
ultimo conceito foi testada pelo CSMS,

pela apresentagdo de dois exemplos

(fig.1).

@ |E
(b) C // —
D

1. Alinha E é mais comprida. O indice de
2. Alinha F ¢ mais comprida.

3. Ee Ftém o mesmo comprimento. acertos para 0
4. Nada se pode afirmar.

problema (a)

A linha E é mais comprida.

1.

2. A linha F é mais comprida. da ﬁgura 1
3. Ee Ftémo mesmo comprimento.

4. Nada se pode afirmar. ficou entre

Tabela 1: Testes de conservagao de comprimento.
Fonte: Arquivo pessoal.
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72% e 82%, enquanto para o problema (b)
ficou entre 42% e 52%. Nas entrevistas, as
criangas que afirmaram que C e D tinham
0 mesmo comprimento quase sempre
citaram um numero.

Esse desejo de usar nimeros para

embasar um argumento ao custo de todas
as outras consideragdes estava presente
quando duas unidades de medida
diferentes eram wusadas para medir os
mesmos caminhos. Considere os itens da

figura 2, por exemplo.

Caminho A
Caminho B

13 bengalas
14 2 bengalas

O caminho B é maior que o caminho A.
O caminho C é maior que o caminho B.
O caminho D é maior que o caminho C.

Verdadeiro Falso
Verdadeiro Falso
Verdadeiro Falso

Jodo mede os comprimentos dos caminhos A e B usando uma bengala. Depois ele
mede os comprimentos de C e D usando uma vara de metal.

Caminho C
Caminho D

15 varas
12 ¥, varas

Marque a resposta que vocé acha que é verdadeira em cada questéao

Nao é possivel dizer
Nao é possivel dizer
Nao é possivel dizer

Figura 2: Medindo comprimentos com diferentes unidades de medida.

Apesar de 90% da amostra ter da-
do a resposta correta para as afirmativas 1
e 3, 50% das criancas de 12 anos, 34%
das de 13 anos e 27% das de 14 anos dis-
seram que C era maior que B na afirmati-
va 2. Muitos dos que deram essa resposta
justificaram pelo fato de que “15 ¢ maior
que 14 5", mesmo quando perguntados
“15 o que? 14 2 o que?”. Esses erros in-
dicam uma incompreensdao fundamental
da natureza da medigdo, possivelmente
refletindo uma insisténcia precoce de que

um numero € sempre a resposta pedida.

2. Area

Na medida de area, usualmente €

empregada uma unidade quadrada, que
pode ser usada de duas maneiras: cobrin-
do a figura com quadradinhos ou dese-
nhando a figura em papel quadriculado e
contando o nimero de quadrados cober-
tos. Ambos os processos envolvem con-
tagem, apesar de que, no caso do retangu-
lo, levam naturalmente ao estabelecimen-
to da formula da area = comprimento x
largura. O mosaico pode ser estendido
para incluir a combinacdo de partes de
quadrados para formar unidades inteiras.
Os alunos ficaram confusos quando a per-
gunta era sobre o numero de quadrados
necessarios para cobrir um retangulo, da-

dos dois tamanhos diferentes de quadra-
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dos. Apesar de 87% da amostra total ter
sido capaz de dizer quantos quadrados de
1 cm de lado eram necessarios para cobrir
um retangulo de 4 cm por 2 cm, 60% da
mesma amostra simplesmente dobrou a
resposta quando a pergunta era sobre o
nimero de quadrados de 2 cm x 2 cm
necessarios, mesmo que ambos os tama-
nhos tenham sido mostrados.

Embora a formula para a area do
retangulo seja ensinada na escola primaria
inglesa (7-11 anos), evidéncias considera-
veis sugerem que o método de contagem

¢ usado pelos alunos ao longo da escola

secundaria.
(a)
A
Areade A =
(b)
4 cm
3cm
Areade A=

Figura 3: Area do triangulo.

E interessante observar a diferenca
no desempenho da questdo sobre area da
figura 3. Uma figura estd na malha quadri-
culada e a outra, ndo, o que sugere que o
primeiro problema foi resolvido por conta-
gem ¢ o segundo, ndo. Os indices de acer-

tos em (a) foram de 78%, 87% ¢ 94%, res-

pectivamente para alunos de 12, 13 e 14
anos, enquanto em (b) os indices foram de
31%, 29% e 48%.

Um dos itens elaborados para ava-
liar as ideias das criancas em conservacao
de area aparece na figura 4. Os indices de
acertos foram de 80%, 85% e 85% para
alunos de 12, 13 e 14 anos, respectiva-
mente. Ao serem perguntados se os peri-
metros eram os mesmos, entretanto, 36%
dos alunos (12 anos), 29% (13 anos) e
20% (14 anos) responderam que sim.

Um quadrado 4 ¢ cortado em 3 pecas, arrumadas

sem superposicao para formar uma nova figura B
CoOmo a seguir:

B

O que ¢é possivel afirmar sobre a area das figuras
A e B? E sobre os perimetros?

Figura 4: Teste de conservagdo da area e perimetro

Durante a entrevista, muitos alunos
que receberam um cartdo com a figura 4
ndo podiam acreditar que os perimetros

eram diferentes, apesar das areas serem
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iguais. Eles diziam, “eu ndo devo estar

medindo direito, eles devem ser iguais”.

3. Volume

Todas as questdes sobre volume
envolviam o volume de um cubo ou de um
prisma triangular. No teste escrito, diagra-
mas de figuras tridimensionais foram dis-
ponibilizados, mas blocos reais foram
apresentados nas 30 entrevistas que se se-
guiram. Foi encontrada pouca diferenga
nas respostas das duas formas de teste. A
conservagdao de volume foi avaliada no
teste escrito pela apresentagdo de duas
configuragdes diferentes do mesmo niime-
ro de cubinhos, uma em forma de um
bloco retangular, e outra numa pilha
desordenada. Um nimero consideravel de
alunos, quando entrevistados, visualiza-
ram uma camada de cubinhos e contaram
camadas para encontrar o volume do bloco
e também para a pilha desordenada.

Achar o volume de um prisma
triangular foi um dos itens mais arduos do
teste (veja figura 5). Os indices de sucesso
para alunos de 12, 13 e 14 anos foram de
15,4%, 21,2% e 32,2%, respectivamente.

Cerca de 16% da amostra deu a resposta

incorreta 24. As formulas para volumes
ndo eram necessariamente parte do

repertorio das criangas, que usavam

contagem.
B
3cm
4 cm
2cm
Ovolume de B é

Figura 5: Prisma triangular

4. Hierarquia em medidas

A hierarquia resultante da pesquisa
do CSMS depende, ¢ claro, dos itens parti-
culares propostos aos alunos. Os métodos
usados pelos alunos para cada nivel cons-
tam do Quadro 1.

Os itens provenientes da pesquisa
de Piaget ndo correlacionaram bem com
os outros itens do nosso teste de medidas.
Entdo, ndo foi possivel afirmar que a
hierarquia em medidas reflete os niveis de
desenvolvimento de Piaget. Piaget sugere
que a conservagdo operacional de

area aparece depois da de distancia e

comprimento.

Professor,

Envie suas experiéncias em sala de aula!
Teremos prazer em publica-las!!
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Nivel 1 Encontrar a area pela contagem de quadrados e meio-quadrados.

indice de acertos: 73-89%

Encontrar o volume de um paralelepipedo quando ha apenas
Um cubo em cada camada, como na figura. 35 cm

1cm

Nivel 2
indice de acertos: 58-69%

Encontrar o volume de um paralelepipedo por meio da contagem de
cubinhos, quando nem todos estdo visiveis. Usar a formula da area do

Nivel 3 Achar o volume de um paralelepipedo quando as dimensdes

Indice de acertos: 40-53%

triangulo.

sdo dadas, mas os cubinhos ndo sdo mostrados. Usar a
formula da area do retangulo para encontrar a area de um

4 cm

3cm

Nivel 4
Indice de acertos: 15-24%

Usar uma adaptagdo das formulas, tanto de retangulos quanto de parale-
lepipedos, por ex, para um prisma triangular.

Quadro 1: Hierarquia em medidas (Hart, 1984)
Fonte: Arquivo pessoal

Se a crianga nega a igualdade
quando um palito ¢ empurrado para o la-
do, entdo a crianga ndo reconheceu a con-
servacao de comprimento. Esse reconhe-
cimento ¢ estabelecido no nivel 3
(operacional-concreto). Pouco antes disso
(nivel 2b-3), a crianga percebe que uma
curva e uma reta com extremos alinhados
ndo sao iguais em comprimento.

A conservacao de area ¢ testada
por meio de dois quadrados congruentes
dados (terrenos), em cada um dos quais o
proprietario constréi o mesmo numero de
casas. Num dos casos, as casas sdo cons-
truidas numa fila, e no outro, elas sao es-
palhadas pelo terreno. A questdo ¢ se a
crianga reconhece que a mesma quantida-
de de grama permanece em cada terreno

(figura 6).

A
B DD
ood
O
0 U

Figura 6: Conservacdo de area)
Fonte: Arquivo pessoal

No contexto do teste do CSMS, as
criancas que parecem dominar a ideia de
comprimento sdo aquelas que respondem
corretamente a ambas as questdes da figu-
ra 8.

Setenta e trés por cento da amos-
tra (N = 986) responderam corretamente a
essas questdes. Os que tém a ideia correta

da conservagao de area sdo definidos co-
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mo os que foram bem sucedidos nas ques-
tdes da figura 9 e da figura 4. Setenta e
dois por cento da amostra total sabem re-
solver corretamente essas questoes. Entre-
tanto, 70 por cento das criangas que ndo
dominam a conservacao de comprimento
souberam resolver os dois problemas de
area. Do mesmo modo, 70% daqueles que
ndo conservam area dominam a conserva-
¢do de comprimento. Portanto, parece que
uma habilidade nao ¢é pré-requisito para a
outra.

A conservacdo do volume é uma
ideia dificil (nivel 4, ou operatdrio formal
em termos piagetianos). Dos alunos que
conservam comprimento ou darea, 52%
conseguem acertar o problema da torre
(tabela 1), enquanto apenas 26% dos ndo
conservadores acertam. E de se esperar
que aqueles que conseguem lidar com o
problema da torre fossem bem sucedidos
nos conjuntos de itens de conservacao de
comprimento e area. Essa expectativa nao
¢ correta. Cento ¢ vinte € nove criangas
(445 acertaram ao todo) acertaram a ques-
tao da torre, mas ndo conservaram compri-
mento e area (Hart, 1984, p. 27).

A progressdo através de compri-
mento para area e depois para volume, que
aparece em muitos textos ¢, portanto, um
mito. Apenas porque a crianga parece do-
minar um tépico nao significa que se deve
esperar que ela seja capaz de lidar com

=

outros topicos que acreditamos serem pré-
requisitos. Portanto, para que o ensino
seja eficaz, ¢ necessaria uma analise cui-
dadosa das ideias das criancas sobre medi-
das. Assim, recomenda-se que os concei-
tos de area e perimetro sejam explorados
simultaneamente, como no exercicio da
Figura 4. O trabalho com o Tangran tam-
bém ¢ util para promover a conservagao
de area, embora os perimetros das figuras
formadas sejam variados. Para a conserva-
¢ao de volume, além do trabalho com em-
pilhamentos variados de cubinhos, ¢ inte-
ressante explorar recipientes de varias for-
mas, com a mesma capacidade, levando o
aluno a concluir que o mesmo volume de
liquido pode ocupar recipientes com for-
mas distintas.
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