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Funcdes Exponenciais e Logica Recursiva com Torre de Hanbi:
Pensamento Computacional e Construcionismo
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Resumo: Esta pesquisa analisa o processo de constru¢do do conhecimento de funces exponenciais,
empregando o desenvolvimento ldgico-recursivo das pecas da Torre de Handi e transformac@es gréficas
computacionais no contexto da formagdo em Matematica do Ensino Médio. Conduzido no Laboratério
de Inovagbes do IF-Goiano, os participantes elaboraram representacdes de torres de Handi e
desenvolveram modelos computacionais recursivos. Os dados, provenientes de ferramentas
computacionais, fotografias e entrevistas, foram analisados qualitativamente a luz do Pensamento
Computacional e Construcionismo. Através da Triangulacéo de Dados, foram estabelecidas categorias
de andlise interdependentes. Os resultados indicam que a construgdo do conhecimento da Fungdo
Exponencial é um processo dindmico e ndo-linear, que envolve a reflexdo-argumentacéo de conceitos
intuitivos-recursivos e ldgicos matematicos. A construgdo ocorre por meio da transi¢do bidirecional da
depuracdo de significados conceituais-procedimentais e algébrico-geométricos, valorizando campos
semanticos compartilhados. Esses resultados reforcam a relevancia de um contexto de aprendizagem
intelectualmente ativo, evitando que os estudantes se tornem meros reprodutores de informacdes.

Palavras-chave: Funcdo Exponencial. Geogebra. Logica Recursiva. Construcionismo.

Exponential Functions and Recursive Logic with Tower of Hanoi:
Computational Thinking and Constructionism

Abstract: This research examines the knowledge construction process in exponential functions,
employing the logical-recursive development of the Tower of Hanoi puzzle pieces and computational
graphic transformations in the context of high school Mathematics education. Conducted at the
Innovation Laboratory of IF-Goiano, participants crafted Tower of Hanoi representations and developed
recursive computational models. Data, derived from computational tools, photography, and interviews,
were qualitatively analyzed through the lenses of Computational Thinking and Constructionism.
Through Data Triangulation, interdependent analysis categories were established. Results indicate that
the construction of Exponential Function knowledge is a dynamic and nonlinear process, involving
reflection-argumentation of intuitive-recursive and mathematical logical concepts. Construction occurs
through the bidirectional transition of refining conceptual-procedural and algebraic-geometric
meanings, emphasizing shared semantic aspects. These findings underscore the relevance of an
intellectually active learning context, preventing students from becoming mere information reproducers.

Keywords: Exponential Function. GeoGebra. Recursive Logic. Constructionism.

Funciones Exponenciales y Ldgica Recursiva con la Torre de Hanoi:
Pensamiento Computacional y Construccionismo

Resumen: Esta investigacion examina el proceso de construccion del conocimiento en funciones
exponenciales, empleando el desarrollo légico-recursivo de las piezas del rompecabezas de la Torre de
Hanoi y transformaciones graficas computacionales en el contexto de la educacién matematica de la
escuela secundaria. Realizado en el Laboratorio de Innovacion del IF-Goiano, los participantes
elaboraron representaciones de la Torre de Handi y desarrollaron modelos computacionales recursivos.
Los datos, provenientes de herramientas computacionales, fotografias y entrevistas, fueron analizados
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cualitativamente a la luz del Pensamiento Computacional y el Construccionismo. A través de la
Triangulacion de Datos, se establecieron categorias de analisis interdependientes. Los resultados indican
que la construccion del conocimiento de la Funcion Exponencial es un proceso dindmico y no lineal,
que implica la reflexion-argumentacion de conceptos intuitivos-recursivos y logico-matematicos. La
construccién ocurre mediante la transicion bidireccional del refinamiento de significados conceptuales-
procedimentales y algebraico-geométricos, enfatizando aspectos semanticos compartidos. Estos
hallazgos subrayan la relevancia de un contexto de aprendizaje intelectualmente activo, evitando que
los estudiantes se conviertan en meros reproductores de informacion.

Palabras clave: Funcion Exponencial. Geogebra. Légica Recursiva. Construccionismo.
1 Introducéo

A funcgdo exponencial é um campo de estudo fundamental no contexto de formagéo em
Matematica no nivel do Ensino Médio, cuja relevancia se estende por diversas areas, incluindo
economia, modelagem de crescimento, analise de fenémenos térmicos, medicina, estatistica e
computacdo. Em consonancia com essa importancia, é imperativo favorecer abordagens
pedagogicas que capacitem os estudantes do Ensino Médio a desenvolverem um entendimento
significativo sobre as funcBes exponenciais. Nesse sentido, ao propor novas formas de aprender
Matematica, defendemos a nao restricdo da formacdo em Matematica a dicotomia pergunta-
resposta, mas a investigacdo de problemas abertos, o desenvolvimento de solucdes e a
construcdo ativa de modelos matematicos em-uso. O conhecimento matematico em-uso torna-
se “[...] valorizado pelo estudante por ser util, por ser possivel compartilhar com outras pessoas
e por combinar com o estilo pessoal e criativo de cada individuo” (Papert, 2008, p. 173).

A aprendizagem da funcéo exponencial pode ir além dos limites impostos pelo contetdo
programatico, das burocracias contraproducentes e testes estandardizados (Freitas, 2012), a fim
de proporcionar aos estudantes a capacidade de pensar, formular hipdteses e solucionar
situacOes-problema de forma intelectualmente significativa (Azevedo, 2022). Nesse interim,
torna-se fecundo possibilitar situacdes para que os estudantes “[analisem] e estabelecam
relagdes, com apoio de tecnologias digitais, entre as representacdes de fungdes exponencial (...)
expressas em tabelas e em plano cartesiano, para [resolver problemas]” (Brasil, 2018, p. 539).

Partimos do principio de que os estudantes do Ensino Médio sdo capazes de
desempenhar um papel ativo na construcdo do conhecimento de func¢des exponenciais, mesmo
diante da imprevisibilidade dinamica inerente ao processo de aprendizagem e a producéao
intelectual em Matemaética. Nesse contexto, destacamos a producdo de Torres de Hanodi e a
investigacdo ativa de transformacdes isométricas como estratégias para explorar fenémenos
exponenciais. A compreensdo dos movimentos minimos envolvidos nos fendmenos das Torres

de Hanoi e nas transformac6es geométricas pode incorporar elementos l6gicos e integrados de
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algebra e geometria, sem considerar essas estratégias como solugdes absolutistas/definitivas.

Essa abordagem pode proporcionar aos estudantes uma compreensdo menos restritiva
da funcdo exponencial e de suas transformacBes geométricas, permitindo-lhes construir
conhecimentos matematicos de forma problematizada e ativa. Com base no exposto, o objetivo
deste trabalho ¢ analisar o processo de construcdo do conhecimento de funcBes exponenciais,
utilizando o desenvolvimento I6gico-recursivo das pegas da Torre de Handi e transformacdes
gréaficas computacionais no contexto da formacéo em Matematica do Ensino Médio.

A pesquisa foi conduzida com estudantes do 1° ano do Ensino Médio no Laboratério de
Inovacdes do Instituto Federal Goiano. Durante o processo, os participantes foram engajados
na elaboracdo de representacdes das torres de Handi e na criacdo de modelos computacionais
recursivos. Os dados obtidos, provenientes de uma variedade de fontes, incluindo ferramentas
computacionais, fotografias e entrevistas, foram submetidos a uma analise qualitativa,
contextualizada a luz do Pensamento Computacional (PC) e pelo Construcionismo. Com base
nessas consideracdes iniciais, que delineiam a motivagéo subjacente a este estudo, avangamos

para a proxima secdo, na qual serdo apresentadas as lentes tedricas desta pesquisa.

2 Lentes Teoricas que subsidiam a pesquisa

A perspectiva tedrica adotada para analisar o processo de construcdo do conhecimento
matematico, com foco particular na funcdo exponencial, estd enraizada nos principios do
constructo teérico do Construcionismo. Essa abordagem, de forma integrada, estabelece um
didlogo consistente com os fundamentos do Pensamento Computacional (PC), utilizando
métodos de analise de padrdes, algoritmos e abstracdo para explorar a natureza recursiva e
exponencial por meio do software Geogebra. Proveniente das contribuigBes tedricas e
epistemoldgicas de Seymour Papert (1980; 1996; 2008), o Construcionismo desconsidera a
visdo mecanizada de aprendizagem como mera transmissao de conhecimento, defendendo uma
abordagem mais ativa, reflexiva e intelectualmente engajada dos estudantes (Azevedo, 2022).

Essa perspectiva tedrica corrobora a concepcao de que o estudante constroi o seu proprio
conhecimento e o0 seu desenvolvimento cognitivo € empreendido como um processo ativo de
construgdo das estruturas mentais, no qual o conhecimento ndo pode ser simplesmente
transmitido de uma pessoa a outra ou vice-versa. Até porque, mesmo quando parece que
estamos “transmitindo com sucesso informagdes, dizendo-as, se pudéssemos ver 0S processos
cerebrais em funcionamento, observariamos que nosso interlocutor estd reconstruindo uma

versdo pessoal das informacdes que pensamos estar transferindo” (Papert, 2008, p. 137, grifos
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do autor). Nenhum conhecimento “(...) pode ser depositado de maneira incélume na cabeca do
estudante de forma a caracterizar uma transmissao direta” (Lévy, 1999, p. 79).

O conhecimento construido se conjuga atraves das vivéncias historico-culturais e
imagéticas do estudante e leva em conta as suas vivéncias e intepretac6es individuais de mundo,
que podem ser ricas ou ndo, dependendo exclusivamente do trabalho do professor. O
Construcionismo preconiza que “[...] quanto mais liberdade de expressdo os alunos
experimentarem, mais fiel a sua propria constituicdo a expressao serd” (Blikstein, 2008, p. 847,
traducdo nossa). Ao valorizar o significado e o sentido que os estudantes atribuem aos artefatos
€ 0 seu engajamento cientifico, o Construcionismo reverbera que “[...] o conceito de construgao
ativa se torna mais rico e mais multifacetado e muito mais profundo em suas implica¢des”
(Papert, 1991, p. 1, traducdo nossa), haja vista que o significado e o sentido dos fendmenos se
constituem ao longo do processo de construcdo intelectualmente ativa e ndo s6 no resultado
final. O Construcionismo se opde ao entendimento de que “[...] para uma melhor construgdo de
conhecimento matematico deve haver um aperfeicoamento da instrucdo, sem, no entanto,
colocar em duvida o valor da instru¢@o como tal. Isso seria tolo” (Papert, 2008, p. 124).

Em sintonia com a abordagem Construcionista, o Pensamento Computacional se
evidencia por Papert, na década de 1980, como possibilidade de forjar ideias intelectuais a
construcdo de conhecimento em distintas areas, entre as quais se inclui a Matematica. Um
entendimento comum consiste na questdo de que pensar computacionalmente pressupde 0 uso
do computador, confundindo esse pensamento com a manipulacdo de maquinas ou
desenvolvimento de um programa de computador. O PC pode ser visto como um modo de forjar
ideias como pensador intelectualmente inventivo (Papert, 1996). A autora Wing (2010, p. 1,
tradugdo nossa) corrobora esse entendimento e situa o PC “na formulagdo de problemas e suas
solugdes para que elas sejam representadas de forma que possam ser efetivamente realizadas e
aplicadas em situagdes reais”, desmistificando a ideia de que PC se limita & capacidade de
manusear linguagem de programacao (e.g. Python, Scratch) e executar tarefas algoritmicas.

Embora haja varias defini¢cdes do Pensamento Computacional que atribuem significados
proprios, ha um consenso de que ele poderia vir a ser reconhecido como capacidade de gerar
ideias e transforméa-las em um processo sistematico no qual se constroi solugdes para problemas
encaminhados, ndo necessariamente derivados da ciéncia da Computacdo, mas apliciveis em
qualquer dominio do conhecimento a sociedade (Barba, 2016; Wing, 2011; Papert, 1996;
Azevedo, 2022; Azevedo; Maltempi, 2020; 2021; 2022; 2023; Azevedo, Araujo, 2024).

Nessa perspectiva, situamos a abstracdo a partir da viséo decorrente do Pensamento
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Computacional, em harmonia com o constructo teérico do Construcionismo, acerca do pensar
sobre o pensar, possibilitado pelo confronto das ideias iniciais do estudante com o resultado
obtido na execucdo de um programa (Torre de Handi), que o leva a tragar novas estratégias para
a solucdo buscada, favorecendo o aprofundamento da compreensdo légico-analitica de um
determinado conhecimento. O pensar com as maquinas [e o pensar sobre o pensar] contribui
para que o estudante se torne um epistemologo; e que possa ter uma forma alternativa de pensar.
A respeito disso, as ideias do Pensamento Computacional se estruturam na concepgao
de que os alunos possam: coordenar e construir novos conhecimentos (Papert, 1996);
desenvolver a ldgica de programacdo — analise, abstracdo e depuracdo (Wing, 2011; Barba,
2016; Denning, 2017); e propor ideias e solugbes a problemas encaminhados em sociedade
(Azevedo, 2022). Na particularidade da construgao de conhecimento de fungéo exponencial, no
que tange a construcdo de Torre de Hanoi e simulagdes de fungdes exponenciais correlatas no
Geogebra, o trabalho com o Pensamento Computacional ndo € o de se limitar ao codigo em si
e seus derivados procedimentais. Pelo contrério, € o modo de aprimorar o encadeamento da
I6gica e desenvolver a concatenacgdo de ideias para resolver problemas de forma significativa.
A convergéncia entre a perspectiva do Pensamento Computacional e os principios
fundamentais do Construcionismo € evidente, ressaltando a énfase na construcdo ativa do
conhecimento pelo aprendiz. Essa abordagem capacita os individuos a pensarem de maneira
critica, desenvolverem soluces e resolverem problemas de forma auténoma e intelectualmente
significativa. Ao considerarmos essas duas correntes tedricas como base, avangcamos para a
préxima secdo do presente estudo, na qual serdo explorados sistematicamente 0s cenarios,

participantes e metodologias adotadas, especificamente no contexto da Formagdo Matematica.

3 Percurso Metodolégico de Pesquisa

Com o objetivo de analisar a construgdo de conhecimento de fungdes exponenciais por
meio da elaboracdo das Torres de Handi e do desenvolvimento de modelos graficos, esta
pesquisa se fundamenta nos principios qualitativos de pesquisa (Bogdan; Biklen, 1994). Isso
ocorre porque buscamos explorar aspectos humanos sem depender de medi¢cfes, sem adotar
métodos pré-definidos e, portanto, sem ficar limitados a quantificadores e calculos repetitivos.

Reconhecemos que sempre hd um aspecto subjetivo a ser considerado durante a
investigacdo naturalistica. O estudo foi conduzido no laboratério de inovagGes, com a
participagdo de 30 estudantes do Ensino Médio do Instituto Federal Goiano (IF-Goiano),

campus Ipameri. O trabalho pedagdgico aconteceu em cinco encontros, com duragédo de trés
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ey
horas cada. Utilizamos ilustracdes e transcri¢cdes dos discursos dos participantes para enfatizar
0 contexto de Formacdo em Matemaética. Os dados foram registrados por meio de diario de
campo, fotografias, filmagens e artefatos (Torres de Hanoi e modelos gréficos), além de

programas computacionais. Ressaltamos que a Torre de Hanoi é um quebra-cabeca matematico

composto por trés hastes verticais e discos de diferentes tamanhos, conforme ilustracéo a seguir.

Tabela 1 - Torre de Handi e suas regras de jogabilidade
Torre de Hanoi Regras do jogo

1. E permitido movimentar somente um disco por vez
no jogo da Torre de Hanoi.

2. E proibido colocar um disco de tamanho maior em
cima de um disco de tamanho menor.

- I 3. Para movimentar os discos, é necessario utilizar a

haste intermediaria, caso seja preciso transferir os
discos de uma haste para outra.

Fonte: Elaborada pelo primeiro autor.

A Torre de Hanoi foi empregada como uma ferramenta auxiliar para promover a
compreensdo de conceitos relacionados com fungdes exponenciais, recursividade e
transformacdes geométricas no Geogebra. Utilizamos materiais customizados para construir as
torres. Os didlogos gravados durante o processo de aprendizagem foram transcritos com o
software de 1A da Reshape. Os dados foram organizados e categorizados no Excel conforme
padrdes evidenciados. Apds a tabulacdo e pré-analise do material coletado, selecionamos
criteriosamente as partes que apresentavam convergéncia direta com o objeto desta pesquisa.

Realizamos a sistematizacdo dos dados provenientes de uma variedade de instrumentos,
explorando o processo de construcdo do conhecimento de fungdo exponencial por meio de
sistematizacdo, descricdo e inferéncias analiticas. Estabelecemos conexdes entre os dados,
apresentando-os de maneira contextualizada e sequencial na se¢do de Apresentacdo e Analise
dos Dados. Essa convergéncia de multiplos registros em torno de um mesmo ponto focal adota
uma abordagem qualitativa de pesquisa naturalistica, sendo concebida como Triangulacéo dos
Dados. De acordo com Denzin e Lincoln (2000), a Triangulagdo contribui para conferir maior
rigor, abrangéncia, complexidade e profundidade a pesquisa, ndo sendo encarada como uma
estratégia de validacdo, mas sim como uma alternativa a validacao e a credibilidade dos dados,
conforme proposto por Flick (1998). Os instrumentos utilizados auxiliaram no registro das

observagdes, permitindo-nos fazer descri¢fes detalhadas de cenarios, producfes e dialogos
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sucessivos. A seguir, apresentamos um fluxograma que sintetiza o processo de triangulacgéo.

Fluxograma 1 —Triangulacdo de dados — Organizacdo dos dados
Analise de Dadas

Observagho participante o
Anotagdes N0 cademo de Campo w—"

40 professoe-pesqusador -{ )]

\ Convergéncia
< P " de dados \——

L R

Dialogos e Depoimentos ¥ -~ "". )
com alunos do Eraine MWdko <. - Filmagens & fotogralins
sotew ¢ bo Deserrohmento da Torre de

constiugio de corbmomento ~ Hanot - chingBo de algontmo no
g lungdo expocenciy Geoyetra

Organizagao S Categorizagao

Fonte: elaborado pelo autor.

Conforme o Fluxograma 1, consideramos trés pilares de analise de dados convergentes:
(i) observacdo participante, (ii) didlogos e depoimentos, e (iii) registros midiaticos (fotografias,
videos). Essa Triangulacdo de Dados permitiu-nos realizar descricbes minuciosas, analises
criticas, identificacdo de padrdes convergentes e inferéncia de resultados (Yin, 2001). Ao longo
da andlise, direcionamos nossos esfor¢os para identificar evidéncias, contextos e caracteristicas
relevantes, bem como para detectar padrdes que nos levassem ao objetivo desta pesquisa.

Asseguramos a integridade semantica original das transcrigcdes, realizando correcfes
pontuais de erros sem comprometer o significado das mensagens. Na secdo de apresentacao e
analise dos dados, destacamos trechos significativos das discussfes entre os participantes da
pesquisa. Utilizamos o simbolo ( ) para indicar omissdes de didlogos e colchetes [ ] para
fornecer contexto adicional as falas. Essa abordagem visa proporcionar uma visao detalhada
dos dados analisados, contribuindo para uma compreensdo mais consistente. Este estudo,
resultante da pesquisa de Pds-Doutorado com énfase na area de Educacdo Matematica, obteve
aprovacdo no Comité de Etica (CEP) da Universidade de S&o Paulo (EACH/USP). Seu
protocolo CAAE € 67106322.3.0000.5390 e o parecer foi atribuido sob o c6digo 5.941.184.

4 Apresentacdo e anélise de dados

Nesta secdo, apresentamos e analisamos os dados da pesquisa sobre a formacdo em
Matematica com o objetivo de investigar a constru¢do do conhecimento relacionado a funcéo
exponencial. Inicialmente, os estudantes foram incentivados, em etapas sequenciais, a construir
réplicas das Torres de Hanoi com materiais de baixo custo, familiarizando-se com as pecas, 0

formato de encaixe e 0s movimentos dos discos. Em seguida, introduzimos o propo6sito do jogo
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e suas regras, estimulando os grupos de alunos a registrar o0 numero minimo de movimentos
necessarios para mover 1, 2, 3... pecas (discos) da Torre de Hanoi. Durante esse processo, 0s
estudantes puderam expressar suas ideias, identificar erros, registrar seus célculos e estabelecer

relacGes matematicas. Esse recorte pode ser visualizado na llustracdo 1 e nos excertos a seguir:

llustracédo 1A — Torre de Hanoi: producéo estratégica e jogabilidade
[Ideacdo] Producdo de Torres [Organizagéo] ideias e estratégias [Depuracao] Jogabilidade
Mao na massa: Producdo e Métricas Regras do jogo e estratégias Simulagdes, estratégias e andlise

Fonte: Dados da pesquisa.

Professor Temos uma missdo especial! Vamos descobrir qual é o nimero minimo de movimentos para mover
uma peca da torre de Hanoi de um lado para o outro. Por exemplo, com apenas um disco, 0 movimento
minimo é um. E direto, ndo tem mistério. Mas, e com duas peg¢as? Seguindo as regras do jogo, obtemos
trés movimentos minimos? VVamos investigar? [Grupos testam e confirmam a hipotese]. E, agora, com
trés pecas? Quantos movimentos minimos sdo necessarios? Essa etapa € um pouco mais desafiadora!

David Com trés pecas, nos fizemos 8 movimentos. Ha outra solucéo diferente? Alguém conseguiu menos?
Andreza Obtivemos 7 movimentos. Nosso grupo fez assim [mostra a possivel solugdo, movendo-se os discos]...
David Consegui visualizar meu erro aqui... mexi uma pega desnecessariamente. De fato, sdo 7 movimentos!

Andreza Professor, nessa tabela, que estamos construindo, ha alguma magica por trds dela, ndo tem?
[Discusséo]. E possivel determinar o proximo nimero da sequéncia dos nimeros minimos gerados?

Laura H& um padrédo de crescimento, certo, professor!? [verbaliza: 1> 1; 2> 3; 3> 7; 4> 2, ...].

Victor Acreditamos que o valor é igual a 15, ndo é?! Porque, se hd um padréo ldgico sequencial, verificamos
que a cada nimero é gerado pelo dobro do nimero anterior adicionado mais uma unidade [Tempo].

[Estudantes sdo incentivados pelo professor a testar/analisar o nimero de movimentos igual a 15] (...)

Victor Conseguimos encontrar o nimero igual a 15. Logo, com 5 discos, o valor serd iguala15x2 + 1 =
30 + 1 = 31.(...) dividi o problema em partes menores, movendo os discos em etapas até chegar a
solucéo final. Com essa l6gica, basta pegar dobrar o Gltimo resultado e somar com uma unidade...

Isabelle [Discussdo] Exato! Entdo, agora, 0 nosso proximo desafio é encontrar 63 movimentos minimos com a
estratégia discutida com o professor (...) [Manipulagéo feita também no software Geogebra a turma].

Mateus [nteressante! Isso significa que o desafio da Torre de Handi fica cada vez mais complexo a medida que
adicionamos mais discos. [Risos] O nimero cresce exponencialmente [Concordancia entre os alunos].

O dialogo e as ilustracGes evidenciam o engajamento dos estudantes durante o processo
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de construcdo de conhecimento matematico por meio do problema da Torre de Handi, mediado
pelo professor. Eles formulam hipéteses e criam estratégias I6gicas para solucionar o desafio
proposto. Observamos que o nimero minimo de movimentos para resolver o problema da Torre
de Hanoi foi originado por meio da discussao coletiva entre os participantes, na qual o erro se
mostra como um elemento do processo de construcao do conhecimento matematico, conforme
excertos destacados: “com trés pecas, noés precisamos de oito movimentos” e “consegui
visualizar meu erro aqui... mexi uma peca desnecessariamente, sdo sete movimentos minimos”.

Nesse contexto, o processo de analisar o erro e buscar estratégias para corrigi-lo aponta
a autonomia do aluno. A luz do Construcionismo, é essencial que os alunos possam se despojar
da postura de meros ouvintes e assumir a participacdo comprometida com sua aprendizagem.
Isso deve ocorrer em um ambiente de aprendizagem que promova a confianca e possibilite
depuracdo-compartilhada. Um aspecto relevante a ser considerado, nesse recorte, € a
habilidade dos estudantes em mobilizar a ideia intuitiva para deduzir uma relacdo Matematica
que represente a sequéncia dos nUmeros minimos de movimentos de discos necessarios.

A estratégia por recursividade foi utilizada de forma intuitiva pelos estudantes para
resolver o problema, conforme se pode observar nos trechos “Ha um padréo de crescimento,
certo!?” e “(...) h& um padréo légico sequencial... percebemos que a cada nimero é gerado
pelo dobro do nimero anterior adicionado mais uma unidade”. Tais conhecimentos intuitivos
valorizados pela reflexdo e andlise compartilhadas sdo fundamentais a formalizacdo de
conhecimentos matematicos, ndo se limitando apenas aos aspectos puramente axiomaticos ou
formulas prontas e decoradas (D’ Ambrosio; 2013; Resnick, 2017; Azevedo, 2022).

No excerto “/...] com 5 discos, o valor serd igual a15x2 + 1 = 30 + 1 = 31.
Dividi o problema em partes menores (...) com essa légica, basta pegar o ultimo nimero e
dobra-lo e somar com uma unidade”, reiteramos a estratégia do estudante em inferir resultados
a partir da sua propria légica intuitiva, antes de formalizar a lei de formacdo Matematica. Essa
situagdo de argumentacdo matematica pode permitir que o estudante explore e,
consequentemente, compreenda a logica por tras do problema. A formulagéo e a validacdo de
hipdteses, bem como a conducdo de experimentos, desempenham um papel significativo na
construcdo do conhecimento matematico em ambiente de participacdo intelectualmente ativa.
No entanto, € imperativo destacar que tal processo ndo deve se restringir unicamente ao
trindbmio tradicional definicdo-exemplo-exercicios sem sentido (Azevedo, 2022). A seguir,
aprofundaremos no processo de construcdo ativa de conhecimento, destacando a importancia

da exploracdo e investigacéo de conceitos intuitivo-l6gicos matematicos em sala de aula.
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llustracdo 1B — Torre de Hanoi: Investigacdo e construcdo de conhecimento Matematico

Fonte: Dados da pesquisa.

Professor Maravilha, pessoal! Observe que o valor é obtido pela recorréncia do célculo do nimero anterior.
Damos o0 nome desse processo como recursividade. Observamos que o nimero é sempre o dobro (2x)
do termo anterior (an), acrescido de uma unidade. Podemos pensar assim: a; = 1; a, = 2.a; + 1 =
2141 =3;a3=2.a, +1 =23 +1 =7;[..] ... Qual seria o formato dos proximos termos?

Vitoria Hum... Penso assim... [Verbaliza:ay =2.a3+1=27+1=15; ag =2.a,+1=215+1=31
E s6 pegar o termo anterior [a,_4] e multiplica-lo por 2, acrescentando a unidade... D4 certo! Legal!

Professor Isso mesmo! Mantendo-se a ldgica, podemos generalizar as informagdes obtidas por: a, = 2.(a,_;) +
1, sendo a,, um valor genérico da nossa sequéncia e n 0 nimero da posi¢ao, e assim sucessivamente.
[A formalizacdo do conteudo é feita depois de intensa e sucessiva discussdo de ideias intuitivas].

llustracdo 1C — Torre de Handi: Logica recursiva e registros colaborativos
Recursividade | Ideias intuitivas | Padrdo de crescimento produzido na folha de rascunho pela estudante

W
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Fonte: Dados da pesquisa.

Com base nos trechos e ilustracbes (1B/C), é possivel observar que o grupo de alunos
explora ativamente seu conhecimento intuitivo para generalizar modelos algébricos com
recursividade. O professor destaca a observagdo de que o nimero € sempre o dobro (2x) do
numero anterior, acrescido de uma unidade, exemplificado pelos calculos: “[...] Podemos
pensar assim: a; = 1; a; = 2.(a;) + 1 = 21+1 = 3;[...] ..”. O estudante contribui
com a expressdo “[Estudante] Hum... Penso assim... [Verbaliza]: a4 = 2.(a3) + 1 =2.7 +
1 =15]...]. O professor, entdo, formaliza a generalizagdo: “[...] Mantendo-se a ldgica,
podemos generalizar as informacGes obtidas por: a,, = 2.(a,_1) + 1”. Nesses fragmentos,

em especial, compreendemos que a “formalizacdo conceitual [de um conhecimento] é vista
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como consequéncia da exploracéo e compreensao, e ndo como pré-requisito compulsério para
que o estudante progrida em seu conhecimento matematico” (Azevedo, 2022, p. 164).

A construcdo de conhecimentos matematicos ndo segue uma uniformidade desde a
definicdo robustamente formalizada até a execugdo. Nesse contexto, adota-se uma abordagem
inversa, valorizando as ideias intuitivas em algebra e ldgica de recursividade para a
compreensdo e interpretacbes semanticas do objetivo de estudo em sala de aula. Observamos
que o processo de construcdo de conhecimento inclui a rejeicdo de hipoteses equivocadas e a
reinterpretacao de estratégias, visando a generalizacdo dessas ideias matematicas. Entendemos
que essa discussdo se constitui como uma “oportunidade de aprender e usar a Matematica
através de um modo ndo [demasiadamente] formalizado” (Papert, 2008, p. 22). Sao ideias
intuitivas que partem de uma linguagem ndo necessariamente tedrica para um pensamento
sistematizado (Denning, 2017; Barba, 2016; Wing, 2011; Azevedo, 2022; Azevedo; Maltempi,
2023; Azevedo; Araujo, 2024), referindo-se especialmente ao uso de sequéncia logica intuitiva
e ordenada de etapas de modo a desenvolver a solugéo do problema. Sintetizamos tais ideias
intuitivas & formalizacdo da lei de formag&o recursiva da Torre de Handi na Tabela 2 abaixo:

Tabela 2 - Formalizacdo das ideias Matematicas: Generalizacao e Recursividade

Ne de discos (1) 1 2 3 4 5 6 n

Ne. minimo de
movimentos (a,) 1 3 7 15 31 63 a,=2.(a,_1)+1

Fonte: Elaborada pelo primeiro autor.

Os dados de inferéncia da Tabela 2 apresentada evidencia a correlagéo entre 0 nimero
do disco e o nimero minimo de movimentos necessarios. Essa relacdo foi trabalhada ndo de
maneira direta no contexto, mas de forma investigativa, visando destacar interpretacfes e
promover discussdes entre os estudantes. A partir dos excertos dessa discusséo, inferimos que,
embora ndo seja uma regra absoluta, a inversdo da sequéncia conceito-exemplo-exercicio para
exploracao-compreensdo tende a influenciar a construcdo do conhecimento matematico.

Isso ocorre porque os alunos tém a oportunidade de manipular objetos, formular
hipdteses, criar conjecturas e representar expressdes matematicas, ao invés de apenas receber
informacdes prontas do professor. Nesse sentido, estabelecer relacdo entre os objetos concretos
“fisica e mentalmente, em ambientes naturais ou se valendo de estratégias de representacao
[com a Matematica], ¢ um caminho possivel e promissor [no processo de aprendizagem]”
(Papert, 2008, p. 11). Com base nessa premissa, notamos que os estudantes empreenderam

esforcos para representar modelos matematicos na resolucdo do problema da Torre de Hanoi
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(fisica e mentalmente), recorrendo a formalizacdo de ideias recursivas por meio do software
Geogebra. Nesse processo, foram empregadas representacdes gréaficas exponenciais
(transformacdes isométricas). Os dados relativos a esse recorte estdo dispostos abaixo:

llustracdo 2A — Visao geral das atividades com a Funcdo Exponencial: Torre de Hanoi e Geogebra
[Explorag&o] Torre de Hanoi [Grupos] Exploragdo [Argumentacdo] f(x) =b + a*
Registro e calculos Construcdo de gréaficos no Geogebra Transformacao — Translacéo

Professor

Vitoria

Professor

Isabelle

Mateus
Professor
Victor
Mateus

Professor

Andreza

David

Professor

A partir das representacdes visuais e excertos proporcionados, o desenvolvimento do

Educacdo Matematica em Revista

Fonte: Dados da pesquisa.

[Perguntas norteadoras]. Vamos juntos investigar um modelo matematico exponencial que represente
os valores obtidos com nimeros minimos na tabela que construimos com recursividade? Utilizando a
variavel no exponente do nimero, como podemos escrever esse modelo? Uma das estratégias pode ser
representar 0s pontos no Geogebra, a fim de visualizar melhor o comportamento dos dados [resultados
da Torre] e, assim, facilitar a identificacdo de padrdes matematicos [Tempo].

[Tempo] Professor, cresce igual a curva exponencial... 0 modelo seria: 2*[Palpite]

Vamos tentar?! Explica no quadro-branco: Veja que 2! = 2 e 22 = 4, logo, nio é a lei de formagéo
que estamos buscando, pois os resultados sdo diferentes do nimero minimo de movimentos...
Precisamos manter o padrdo 1-> 1, 2-> 3, e assim sucessivamente... [Tempo prologado de discusséo].
Veja que os resultados estdo apresentando uma unidade a mais... como podemaos resolver esse desafio?

[Tempo] nosso grupo chegou na seguinte conclusdo... podemos escrever assim [Explica os 3 primeiros
valores] [1 peca] 21 — 1 = 1; [2 pecas] 22 — 1 = 3 ; [3 pegas] 23 — 1 = 7... Vamos testar 4 agora...

[...] Vocés estdo usando a base igual a 2... Entdo, com 4 pegas seria 2* —1 =16 —1 = 15...
Otimo, e se tivermos 5 pegas, como ficaria a expressao, sem calculos? [Mediagdo Pedagdgica].
Encontramos 32, porque 2° = 32 pegas... [Erro] Mas, esta estranho! O resultado & par...

Vocé nido subtraiu a poténcia por 1... [Mostra e conversa com o colega 25 — 1]. [Depuragéo].

Observem que os valores da expressdo sdao especificos (...) a base é igual 2 e 0 expoente igual ao
numero de pecas. O que mais podemos encontrar de padrdo? [Repeti¢do]. Vamos testar mais valores?

Além da poténcia de base 2, sempre diminui uma unidade nas expressdes. E um padréo de repetico!

Entdo, com 6 pegas, a expressao vai ficar assim: 2° — 1 [mostra na folha] (...)

Vamos, agora, generalizar esses valores em funcgdo de x. Vamos pensar juntos: se tivermos x pegas na
torre o expoente serd qual valor? E a base? Podemos criar um modelo para isso [Discusséo].
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entendimento acerca de expressdes exponenciais entre professores e estudantes, bem como
entre os proprios alunos, concretizou-se por meio da anélise critica e identificacdo de
regularidades nos resultados apresentados. Os estudantes conduzem a analise detalhada
(decomposicdo) do problema para discernir a lei subjacente a formacdo exponencial dos
valores, conforme explicitado nas passagens subsequentes: [Professor] “[ Vamos investigar] um
modelo matematico exponencial (...)?”, [estudante] “[...] Veja que 2 = 2 e 22 = 4, logo, ndo
é a lei de formacéo (...) os resultados sao diferentes”; [Estudante] “(...) n0sso grupo chegou a
seguinte conclus&o... podemos escrever assim [1 peca] 21 — 1 = 1”; (...) e “[Professor] e se
tivermos 5 pecas, como ficaria a expressao? [Mediacdo Pedagdgica e tempo para discusséo]”.

Esse contexto ressalta a importancia fundamental da identificacdo de padrdes na
elaboracdo de argumentos matematicos, através de um processo metodico de investigacao e
decomposicdo do problema em componentes mais granulares. A capacidade de discernir
padrdes matematicos ndo apenas promove a compreensdo mais profunda de fendmenos
exponenciais, mas também constitui um aspecto essencial no desenvolvimento de habilidades
analiticas e na formulacdo precisa de modelos matematicos. Nesse interim, conforme Wing
(2011), a identificacdo de padrdes e andlise de regularidades contribuem significativamente
para a fundamentacdo légica e consistente das conclusdes alcancadas durante a resolucéo de
problemas matematicos, consolidando, assim, uma abordagem mais cientifica e estruturada.

E possivel observar a construcéo de conhecimento matematico a partir da abstracéo dos
resultados e da busca por uma expressao que represente de forma geral o padrdo exponencial
identificado. Um desses caminhos que se destaca ¢ quando o estudante menciona que: “(...) ha
32 movimentos, porque 2° = 32", mas percebe que o resultado ¢ par e reflete sobre 0 processo
de pensamento. Em seguida, ele identifica a l6gica dos resultados impares da sequéncia,
considerando informac6es plausiveis e refutando hipotese da solucdo omitida. Ele depura o
raciocinio e o compartilha com o colega, que menciona que € preciso subtrair a poténcia por 1,
resultando em [ 2°>—1]. Nesse contexto, 0 uso do Pensamento Computacional como
ferramenta corrobora a abstracdo como um processo de pensamento, possibilitando a analise,
reflexdo e depuracdo de informagOes. Essa abordagem favorece o desenvolvimento do
pensamento analitico em relacdo ao artefato, conforme destacado por Papert (2008).

A construcdo de significados particulares é orientada por perguntas direcionadas pelo
professor, como ilustrado nos exemplos anteriores em que o professor estimula os alunos a
identificar padrdes na expressao, testar diferentes valores e generalizar os resultados em relagéo

a X. Nesse sentido, os alunos buscam compreender regularidades lo6gicas, como no caso da
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ey
poténcia de base 2 e na simplificacdao de uma expressdao com 6 pegas: [Estudante] “(...) poténcia
de base 2, sempre diminui uma unidade nas expressoes... € um padrdo! (...) com 6 pecas, vai
ficar assim: 26 — 1” e [Professor] “(...) se tivermos x pecas na torre o expoente sera qual
valor?”. A respeito desse contexto, a depuracdo compartilhada do nimero de pecas necessarias,
por meio do algoritmo da funcdo exponencial, permitiu ao grupo de alunos buscar informagdes
adicionais que lhes faltavam. Esse processo proporcionou reflexdo e a geragéo de novas ideias.

Nesse caso, em especial, abordamos de maneira mais detalhada a depuragdo compartilhada nas

discussoes e ideias, conforme evidenciado nos excertos e ilustracdes subsequentes:

llustracdo 2B — Diferentes representacfes Matematicas e construcdes coletivas realizadas

Deducéo da lei de formagéo | f(x) =2*—1 Geogebra: Valores discretos | (x,y) € N
Rastros dos célculos registrados pelo grupo de estudantes Atividade conduzida pelo professor com os alunos
-"" & ~r=(11) 50 o
B B = (2, 3)
- 25
) C=(3,7)
- 20
D = (4, 15)
15 o
' ) E=(5,31)
10
' Y F = (6, 63) ®
é 5
= o
5 G = (0, 0) [
N
o® 5 10

Fonte: Elaborada pelo primeiro autor.

Professor Conseguimos constatar o modelo matematico que presente o crescimento [f(x) = 2¥ —1] (...).
Podemos representar os resultados obtidos em um plano cartesiano. Ao ligar os pontos, é possivel
gerar um gréfico exponencial explorando a lei de formacdo. No entanto, é importante notar que
estamos lidando com um conjunto de nimeros reais continuos, e ndo com resultados discretos da torre.
[...] a fungdo nédo representa necessariamente os movimentos da Torre, ja que nela as pecas sdo nimeros
inteiros positivos (discretos), enquanto no grafico sdo valores continuos (Exploragdo e explicacao)

Ana E um caso geral.... Com o modelo podemos gerar a curva (...) ela vai para o infinito. [Discuss&o]
David [egal! O grafico da funcdo ndo tem fim... E cada pega corresponde a um valor [Definicdo de funcéo].

Professor Vejaqueafungio f(x) = 2*¥ —1 éatranslagio dafuncio f(x) = 2. E se, ao invés de subtrair uma
unidade, adicionarmos 1 unidade, como ficara o formato da curva? Vamos comparar os dois graficos?

Victor Asduas curvas, [ f(x) =2* —1 e f(x) = 2* + 1] tém 0 mesmo formato... Posic8es mudam....
Arthur Ah, massa! Elas foram apenas deslocadas verticalmente a y [Em relacdo ao eixo y]. [Discusséo].

Professor |sso mesmo! Entéo, nés podemos dizer que o deslocamento ocorreu porque adicionamos uma unidade
ao valor de y em todos os pontos da funcéo original. E se subtrairmos por 2 [-2]? Como fica?

Vitoria A funcso fica do mesmo jeitinho! S6 desce duas unidades em relagio a funcio base [ £(x) = 2*]
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Andreza (..)Se f(x) = 2%, ogréficopassanoy =1; f(x) = 2* + 1, o gréfico passa noy = 2, [continua]...

David [Fungdo f(x) = 2*] tem valores como poténcias de 2... Verbaliza [1, 2, 4, 8, 16...] ... Aqui, é um
contexto quase igual ao nimero de bactérias que trabalhamos, né, professor? [Problema similar].

Grupos [Exploracéo e apresentacdo das translagdes dos grupos a frente (llustragdo 2A) ]. (Continua).

Com base nos trechos selecionados e na llustracdo 2B, é possivel observar que o
engajamento com problemas analogos de Matematica se destaca no processo de construcao de
significados. Ao associar problemas similares, o estudante David destaca: “A fungéo f(x) =
2* tem valores como poténcias de 2...” e expressa verbalmente como “/1,2,4,8,16...] (...) é
semelhante ao numero de bactérias” [Comparagdo]. O professor acrescenta “Observe que a
funcéo f(x) = 2* —1é a translacdo da funcdo f(x) = 2*”, enquanto o estudante Victor
destaca que “as duas curvas [ f(x) =2*—-1 e f(x) =2* + 1] tm o mesmo formato...
Posi¢Ges mudam”. Por fim, a estudante Vitoria complementa “a fungéo fica do mesmo jeitinho!
S6 desce duas unidades em relacdo a funcéo base [ f(x) = 2* — 2 ]”. Com base nos dados, a
proposta de elaborar situacBes nas quais 0s alunos possam associar e comparar objetos é
considerada exequivel. Tal estratégia, conforme Resnick (1991, p. 51, traducdo nossa), “busca
proporcionar aos alunos maior controle sobre a comunicacdo dos problemas que exploram”.

Compreendemos que a abordagem néo se resume a direcionar os alunos a seguir passos
predefinidos na resolucdo de problemas. Em vez disso, visa a criar ambientes que “permitam
aos alunos associar problemas similares ja abordados em sala de aula, considerando 0s
elementos de interpretacdo, analise-sintese e estabelecimento de estratégias, erros (depuracéo)
que interagem de maneira sintonica e integrada” (Azevedo, 2022, p. 131). No ambito da
representacdo grafica, os alunos realizaram a analise dos pontos minimos da Torre de Handi
(representacdo de valores discretos) e também a generalizaram os resultados a partir da fungédo
f(x)=2*¥—1 (valores continuos em R). No decorrer da pesquisa, 0s participantes
engajaram-se em discussOes acerca de erros identificados, colaborativamente corrigindo-os,
conforme evidenciado no diélogo entre os estudantes Andreza ¢ Arthur: “Se f(x) = 2%, 0
grafico passanoy =1; f(x) =2* + 1, o grafico passa no y = 2” e [Estudante Arthur] “Ah,
massa! Elas foram apenas deslocadas verticalmente a y [eixo y].” A Ilustragdo 2C apresenta

uma sintese do contexto de discusséo e abordagem das funcgdes trabalhadas em sala de aula.
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llustracdo 2C — Representac6es graficas da Funcdo Exponencial no Geogebra

Funcdo Exponencial | f(x) =2* -1 Funcdes Exponenciais — Transformagdo Geométrica
x € R | Fungdo Crescente |a > 1. f(x)=b.a*tk,sendoa > 1ea #1; b=1ek €R.

A=(11) 80

) C=1(3.7) P bl

Fonte: Elaborada pelo primeiro autor.

A prética de depuracdo compartilhada de funcbes exponenciais, com foco nas
transformacbes geométricas, particularmente nas translagGes, proporcionou aos estudantes a
busca por informacdes adicionais, viabilizando o desenvolvimento de novas ideias por meio do
continuo processo de reflexdo metacognitiva. Nesse processo, entendemos gue novos conceitos
matematicos podem ser processados e aprimorados pelo estudante. Nao é “usar a regra que
resolve o problema [ou aplicar a formula pronta]; € preciso pensar sobre o problema que
promove a aprendizagem e a capacidade de lidar com problemas” (Papert, 2008, p. 91).

Nesse contexto, 0 Construcionismo pondera improvavel que os estudantes se envolvam
em atividades nas quais as ideias sdo sempre definidas por outra pessoa. Por meio dos excertos
e das ilustracdes (2B/C), percebemos que os estudantes ndo se limitaram a mera exploracao de
um material concreto, como a Torre de Hanoi. Eles também demonstraram habilidade ao
analisar e manipular diversas representacdes matematicas, incluindo tabelas, graficos e
registros escritos. Ao empregar o Geogebra, particularmente, exploraram os valores discretos
das pecas da Torre de Hanoi, dados e a translacao de diferentes curvas exponenciais a partir da
funcdo canbnica f(x) = 2%, envolvendo valores continuos no conjunto dos numeros reais (R).

Em vez de simplesmente memorizar a fungdo, os estudantes investigaram o ndmero
minimo de movimentos, f(x) =2* —1, assim como exploraram a familia de funcdes
exponenciais correlatas. Esse engajamento evidencia uma abordagem mais aprofundada e
consistente em relacdo ao tema. Ao longo do processo de interpretacdo e construgdo de
significados matematicos de forma atuante e ativa dos estudantes, compreendemos que nao se

exclui uma base ndo formalizada Matematica, mas a apreende como um fator importante no
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processo de construcdo de conhecimento e formacédo pela interacdo entre os estudantes. E €
justamente essa ideia que serve como alicerce “para a Matematica formal, [sem] interrupgao
para uma melhor aprendizagem” (Papert, 2008, p. 30), na qual o processo de Formacdo em

Matematica se constitui no discurso informal de ideias geradas entre os participantes.

5 Discussao dos Resultados

Com base nos dados obtidos nesta pesquisa, e em conformidade com o objetivo
proposto, compreendemos que a construgdo do conhecimento acerca da fungdo exponencial se
efetua por meio da participacdo ativa dos estudantes no contexto de sala de aula. Essa
participacdo abrange o estabelecimento de relagdes semanticas entre problemas de associagdo
e comparacdo, a articulacdo de diversas representagdes matematicas e a integracdo da
linguagem algébrica e geométrica. A construgdo do conhecimento sobre a fung¢do exponencial
é dindmica e ndo linear, sendo influenciada diretamente pelo ambiente no qual os estudantes
estdo inseridos. Isso possibilita a estimulacdo de debates de ideias e a formulacdo de hipoteses
durante o processo de aprendizagem. O estudo ainda revela que a abordagem parte do principio
de que as ideias informais e intuitivas representam uma oportunidade para a construcdo do
conhecimento matematico, mesmo quando nao sdo necessariamente formalizadas.

Ressaltamos que ao proporcionar novas abordagens para a construcao do conhecimento
relacionado a funcdo exponencial, é imperativo evitar a limitacdo imposta pela dicotomia de
perguntas e respostas na sala de aula, assim como por problemas que seguem uma abordagem
de receita, onde os alunos sao instruidos a realizar tarefas mecanicamente sem compreensdo
profunda. Ao longo do processo de construcdo do conhecimento, os estudantes, ao plotar o
grafico de pontos com o nimero de discos no eixo das abscissas e a quantidade minima de
movimentos no eixo das ordenadas, comparando diferentes elementos e representagoes,
conseguiram realizar uma generalizacdo l6gica do crescimento exponencial. Este processo
transcende a mera abordagem dos conteddos de recursividade ou de Funcdo Exponencial,

relacionando-os de forma harménica. Tal relagdo é exemplificada na Tabela 3 abaixo:
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Tabela 3 — Correlacao de fungdes recursivas e exponenciais desenvolvidas em sala de aula

Termos Expressoes recursivas | Expressoes Exponenciais | Resultados
a, 1 1 1
a, 2.(a;) +1 27 —1 3
as 2.(a;)+1 27 -1 7
ay 2.(az)+1 2% —1 15
ac 2.(ay) +1 25 —1 31
a, 2.(3;-_1] +1 2" -1

Fonte: Elaborada pelo primeiro autor.

A Tabela 3 sintetiza as duas representacdes/expressdes l0gico-numéricas exploradas ao
longo do desenvolvimento da pesquisa com os participantes. Sob a perspectiva Construcionista,
essas distintas representacdes intuitivas-generalizadas oferecem aos alunos a oportunidade de
refletir e analisar, sugerindo abordagens variadas para a resolu¢ao de um mesmo problema com
perspectivas diferentes. Isso contrasta com a abordagem simples de apresentacdo de tabelas
com informac0es verticalizadas, desprovidas de discussdo, interpretacdes e analises pertinentes
no contexto da construcdo de conhecimento matematico. Conforme indicado pelos dados da
pesquisa, 0 estimulo ao questionamento e a analise dos fendmenos da funcdo exponencial tende
a propiciar a construgdo de propriedades dessa funcdo, estabelecendo uma conexao reciproca
entre Geometria e Algebra, preservando os aspectos matematicos complexos com significado.

Os resultados obtidos mostram que o processo de constru¢cdo do conhecimento
matematico transcende a simples exposicdo do professor, destacando-se como uma atividade
dindmica e interativa. A formalizacdo dos conceitos e ideias em Matematica emerge de dialogos
e questionamentos continuos entre 0s participantes, partindo da valorizacdo do conhecimento

intuitivo até a sistematizacdo da ldgica e da recursividade em um processo de generalizagéo.

Considerac0es finais

A luz dos resultados expostos nas se¢es precedentes, é evidente que o ambiente de
aprendizagem durante a construgdo do conhecimento de funcdes exponenciais por meio da
criacdo de representagdes das Torres de Handi e de modelos computacionais, no contexto da
formacdo em Matemaética no Ensino Médio, orienta consistentemente o enfoque do trabalho
para questdes abertas, exploratorias e investigativas, conforme alinhado as teorias em

consideracdo. Tal abordagem favorece a investigacao ativa dos estudantes e a capacidade de
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lidar com problemas similares, promovendo a construcdo de significados matematicos. Os
resultados deste estudo corroboram a importancia de valorizar situagdes nas quais os estudantes
enfrentam a imprevisibilidade, refinam diversas estratégias e desenvolvem solucbes para
contextos geometricos e algébricos de forma participativa, colaborativa e reflexiva-depurativa.

Nos dados analisados, é perceptivel a suspensdo da pratica de repeticdo desprovida de
significado, tipica de exercicios matematicos e formulas isoladas sem contextos. Os dados
corroboram a importancia dos estudantes relacionarem as ideias de recursividade e fungéo
exponencial, valorizando tanto as ideias l6gicas quanto as regularidades e padrdes matematicos
observados durante o processo de aprendizagem. Neste interim, é imperativo que o professor
possua conhecimentos matematicos substanciais, familiaridade com diferentes abordagens, e
disposi¢do para um aprendizado conjunto com os alunos. A producdo de Torres de Handi em
diversas configuracGes e a abordagem de topicos integrados, como recursividade e funcédo
exponencial, exigem comprometimento e corresponsabilidade na construcdo colaborativa de
significados. Portanto, a necessidade de uma abordagem mais profunda e significativa no
processo de ensino e aprendizagem revela-se essencial para transcender o mero formalismo,

promovendo uma Formacdo em Matematica mais ativa, atual e critica no Ensino Médio.
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