CONHECINMERTOS DE ALUNROS DA EDUCAGCAO BASICA
SOBRE A SIMEXRIA DE REFLERAD
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esumo: Este artigo tem origem em uma pesquisa’ desenvaolvida no ambito da Didatica da Matematica. Nele abordamos a problematica da criagéo
de um modelo que represente a forma como o aluno entende uma determinada nogdo estudada, o que a literatura vem denominando de modeli-
zagdn de conhecimentos de alunos (BALACHEFF 1933, GAUDIN 2005, MIYAKAWA 2003).
A modelizagao e conhecimentos é reconhecidamente objeto de estudo tanto das Cigncias Cognitivas quanto da Informética. No entanto, a pertinén-
cia dessa modelizagdo no campo da Didatica da Matematica ainda & uma interrogagéo; interrogagio que foi uma das teméticas da Xlle Feole dFte
de Didactique des Mathématigues en France em 2003 (MERCIER & MARGOLINAS 2008). o que mostra a forga dessa preocupagdo para os estudiosos
da area. Para Balacheff e Margolinas, “modelizar & dar uma forma que permite o raciocinio, o célculo, para compreender e decidir”. (BALACHEFF &
MARGOLINAS 2008, p. 104). £, portanto, nesta problemaética que se insere a pesquisa que ora apresentamos.
A principal motivagao para a realizagéo da modelizagéo de conhecimentos neste quadro foi subsidiar o estudo posterior sobre as decisies didaticas
tomadas pelos professores. "Chamamos de decisies diddticas aquelas decisies tomadas pelos professores com a intengéo de levar o aluno a
aprender um determinado conhecimenta” (LIMA, 2006, p.29). Nesse caso, o conhecimento visado é a nogéo de simetria de reflexén. Ressaltamaos,
porém, que neste artigo focalizamos a problemética da modelizagéo de conhecimentos dos alunos®.
Apresentamos, inicialmente, as razdes pelas quais escolhemos a simetria de reflexdo como nogdo matematica a ser estudada e o quadro tedrico-
metodoldgico de referéncia. Em seguida, apresentamos em linhas gerais o estudo tedrico, privilegiando os resultados de pesquisas precedentes e
simetria de reflexédo do ponto de vista dos liveos didaticos. 0 estudo experimental serd apresentado a partir da anélise da produgan de um dos alunos

participantes da pesquisa e, em seguida, trazemos uma sintese dos resultados da pesquisa, tomando como base esta produgéo.
Palavras-chave: Modelizagao de conhecimentos, Modelo cKg, Concepgéo, Procedimentos de resolugéo, Simetria de reflexén.

SIMETRIA DE REFLEXAO: CONTEXTO DA PESQUISA

A escolha da simetria de reflexao como nogéo matematica
foi motivada, em primeiro lugar, pelo papel importante que a
geometria ocupa nos estudos de modelizagéo de conhecimen-
tos do aluno, em particular, na Franga, onde foi realizada a pes-
quisa. Em segundo, as transformagdes tém um lugar privilegia-
do no ensino secundério naquele pais. Conforme as orientagoes
encontradas nos programas escolares em vigor*, o aluno deve
comegar a estudar as primeiras nogoes de simetria de reflexao®
a partir do segundo ciclo da escola priméria®. A aprendizagem
das transformagoes deve evoluir de maneira tal que, no fim do
ensino secundario, ele seja capaz de reconhecer a transforma-
cao de uma figura por uma simetria, uma translagéo, uma rota-
¢ao ou uma composicao dessas transformacoes.

Outra motivagao dessa escolha € certa homogeneidade
encontrada nos resultados das pesquisas anteriores com re-
lacdo as concepgoes dos alunos sobre a simetria de reflexao.
De fato, as concepcoes dos alunos foram amplamente estu-
dadas nas pesquisas; os resultados obtidos se caracterizam
como um dos pontos de partida para a realizagdo da modeli-
zacdo. Dentre os estudos realizados destacamos Hart (1981)
na Inglaterra; Grenier & Laborde (1987), Grenier (1988), Tahri
(1993) e Miyakawa (2005), na Franga.

Como exemplo de concepcéo identificada pelas pes-

quisas, citamos a concepgéo paralelismo. Segundo esta, 0s
alunos constroem a imagem de um segmento com relacao
a um eixo de simetria dado, paralelo a este segmento, inde-
pendentemente da orientacao do eixo na folha de papel. Uma
explicacdo dos pesquisadores para esse comportamento do
aluno € o amplo dominio de validade desta concepgdo. Com
efeito, a mobilizagéo desta mesma concepgao pode conduzir
0 aluno a dar uma resposta correta, dependendo dos valores
das variaveis do problema proposto.

No Brasil, 0 ensino das transformacgdes geométricas, em
particular da simetria de reflexdo, ainda se constitui em um
dominio de preocupacoes relativamente novas, tendo sido im-
pulsionado a partir da publicacao dos Parametros Curriculares
Nacionais - PCN (BRASIL 1997, 1998). Ressaltamos, porém,
que varias pesquisas vém sendo desenvolvidas neste dominio.
Entre elas, podemos citar as pesquisas de Aradjo & Gitirana
(2002, 2000) e Lima et al. (1999). Os resultados das pesqui-
sas respondem a varias questoes abertas sobre as dificulda-
des dos alunos em relagéo a esta nocéo. No entanto, ainda se
faz necessario aprofundar estes estudos, principalmente sobre
0s conhecimentos que os alunos mobilizam quando resolvem
problemas envolvendo a simetria e os procedimentos que uti-
lizam na resolucédo destes problemas.

5 Symétrie orthogonale.

" Universidade Federal de Pernambuco — UFPE. Centro Académico do Agreste — CAA.

2 Esta pesquisa foi desenvolvida no Laboratério Leibniz — IMAG, em Grenoble, na Franca, no quadro da tese de doutoramento de
Iranete Lima (LIMA, 2006 ) e financiada pelo Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnolégico - CNPq.

3 O texto completo pode ser acessado no seguinte endereco: http://tel.archives-ouvertes.fr/tel-00208015/fr/.

4 Programa em vigor na época do desenvolvimento da pesquisa: Programmes Scolaires (1996).

6 Este ciclo de ensino compreende a Educacao Infantil e os dois primeiros anos do Ensino Fundamental, no sistema de ensino brasileiro.
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MODELO CK¢ E QUESTOES DE PESQUISA

Para realizar a modelizagdo de conhecimentos do aluno,
utilizamos o Modelo cK¢ “Concepgao, Conhecimento e Con-
ceito”, desenvolvido por Balacheff (1995). Nesse modelo,
uma concepcao € definida como uma estrutura mental atri-
buida a um sujeito por um observador do seu comportamento,
e a aprendizagem € a passagem de uma concepgao a outra.
Na formalizacéo proposta pelo modelo, uma concepgéao C é
caracterizada pelo quédruplo (P, R, L, Z), em que P é um con-
junto de problemas sobre o qual a concepcéo C € operatoria,
R é um conjunto de operadores que permitem o tratamento
do problema, L é um sistema de representacao que permite
a expressao dos problemas (P) e dos operadores (R) e * é
uma estrutura de controle que assegura a ndo-contradicéo da
concepcao. Esta estrutura permite atestar a legitimidade e a
validade de uma agao do sujeito.

0 modelo cK¢ pressupde que um sujeito, diante de um
problema a resolver, pode dispor de varias concepgoes sobre
uma mesma nocdo e mobilizar uma ou outra em fungéo do
problema proposto. Estas concepgdes podem ser incomple-
tas, errbneas ou, ainda, local ou globalmente verdadeiras,
tendo em vista que cada uma delas tem um dominio de va-
lidade. Balacheff (ibid.) destaca o paradoxo da coabitagao
em um mesmo sujeito, observado em diferentes situacoes,
de conhecimentos contraditérios. Para ele, a agao racional de
um sujeito resolvendo um problema é localmente coerente.
Assim, ndo ha transferéncia natural de um conhecimento por
ele mobilizado, de uma situagao para outra, por mais evidente
que pareca o isomorfismo dessas situagoes aos olhos de um
observador. Dessa forma, uma concepcéo C é legitima numa
esfera da pratica, mas existem problemas que podem revelar
sua falsidade ou seus limites e problemas que permitem, me-
lhor que outros, reforcéa-la ou desestabiliza-la.

No processo experimental, estudamos, em particular, as
concepgoes de alunos de classes equivalentes ao oitavo ano
do Ensino Fundamental, como também os procedimentos que
esses alunos utilizam para resolver problemas de identificagao
e de construcao da imagem de figuras por simetria de refle-
xao. Porém, antes desta etapa, realizamos o estudo tedrico
que subsidiou a modelizagao.

Apoiada sobre a formalizagao proposta pelo modelo cKg,
fizemos a escolha de entrar na modelizagao de conhecimentos
a partir das estruturas de controle (X) de concepgoes sobre a
simetria de reflexdo. Considerando o carater a priori do estu-
do, essa escolha foi baseada na hipétese de que, dentre os
elementos de uma concepcao, estas estruturas tém um papel
de destaque no estudo de comportamentos dos sujeitos, ten-
do em vista que explicitam o seu funcionamento na condugao
da acdo por eles realizada (GAUDIN, 2005). Dessa escolha,
originaram-se algumas questdes de pesquisa, dentre as quais
citamos as seguintes:

- Como caracterizar o conjunto de controles de concep-

cOes suscetiveis de serem mobilizadas por um aluno na

resolugao de um problema relativo a simetria de reflexao?

- Que procedimentos os alunos utilizam para resolver de-
terminados tipos de problemas de simetria de reflexao?

Em seguida, apresentamos em linhas gerais o estudo ted-
rico realizado.

ESTUDO TEGRICO

Levando em consideragao a caracteristica a priori do es-
tudo, optamos por modelizar conhecimentos de um aluno ge-
nérico.

Em um primeiro momento, delimitamos as classes de
problemas de simetria de reflexao, as varidveis didaticas e 0s
valores destas varidveis que foram considerados na modeliza-
cao. Como exemplo destas variaveis e valores, citamos: natu-
reza da figura F (geométrica usual ou ndo, simples, complexa),
especificidade da figura F (possui segmentos paralelos ou nao,
possui eixos de simetria ou ndo); orientagdo do eixo de sime-
tria na folha de papel (horizontal, vertical, obliquo). Para tanto,
tomamos como ponto de partida os resultados de pesquisas
sobre a construgdo da imagem de um segmento por simetria
de reflexdo, as orientagdes dos programas oficiais em vigor na
Franca e o resultado da analise de livros didaticos adotados
nas escolas francesas.

Em um segundo momento, partindo da hipétese de que
as estruturas de controle (X) explicitam os critérios respon-
saveis pela escolha, decisao, adequacgao e validade de uma
acao do sujeito que resolve um problema (GAUDIN, 2005),
realizamos estudos do ponto de vista matematico e didatico
das classes de problemas escolhidas, em funcao da analise
dos livros didaticos.

Apresentamos, a seguir, alguns resultados das pesquisas
levados em conta neste estudo e alguns aspectos da andlise
dos livros didaticos.

RESULTADOS DE PESQUISAS

Ancorada na Teoria dos Campos Conceituais de Vergnaud
(1990), Grenier (1987, 1988) estudou amplamente as con-
cepgoes de alunos do ensino secundario sobre a simetria de
reflexdo. Nesses estudos, identificou as concepgoes a partir
dos procedimentos utilizados pelos alunos na resolugéo de
problemas.

Um aspecto questionado pela pesquisadora concerne a
transferéncia natural, ou ndo, de um conhecimento ja mobili-
zado pelo aluno na resolugéo de outro problema. Na busca de
respostas a esta questdo, ela propds aos alunos uma atividade
de construgao a mao livre de imagens de figuras formadas por
segmentos (um ou dois) e de figuras constituidas de pontos
isolados (um ou dois). A finalidade dessa atividade foi verificar
se um aluno que constréi o simétrico de um ou de dois pontos
isolados, com relagao a um eixo de simetria dado, seria capaz
de construir o simétrico de um segmento ou de uma figura
formada por dois segmentos. Os resultados da pesquisa mos-
tram que os alunos nao tiveram dificuldades para construir a
imagem de figuras formadas por pontos isolados, porém eles
nao reinvestiram esses conhecimentos para construir a ima-
gem de figuras formadas por segmentos.

Os resultados desses estudos mostram também que a
conservagao da natureza do objeto (imagem de um ponto €
um ponto e a imagem de um segmento € um segmento) é
um conhecimento estavel nos alunos, em revanche da con-
servagao do comprimento dos segmentos que se revelou um
conhecimento menos estavel.

Tomando como referéncia os resultados das experimen-
tacoes, Grenier & Laborde (1987) propuseram uma tipologia
de procedimentos susceptiveis de serem mobilizados pelos
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alunos na resolucao de problemas de construgdo da imagem
de uma figura por uma simetria de reflexao:

Direcéo ortogonal: a determinagédo de um ponto da
figura-imagem se faz em fungéo de uma diregéo ortogo-
nal ao eixo de simetria,

Diregéo por prolongamento: esse procedimento da
por imagem de um ponto um ponto situado no prolonga-
mento de uma dire¢ao materializada pela figura objeto,

“Diregéo horizontal” ou “diregéo vertical”: ddo por
ponto-imagem um ponto situado sobre uma mesma reta
horizontal ou uma mesma reta vertical que o ponto obje-
to (GRENIER & LABORDE 1987, p. 71-72).

Nessa mesma direcao, Tahri (1993) estudou as concep-
cOes dos alunos sobre a simetria de reflexdo. Seu estudo
comporta, por um lado, a elaboragédo de um estudo tedrico
de concepgoes dos alunos e, por outro, a elaboragdo de um
dispositivo experimental para modelizar as decisdes didaticas
tomadas por professores no contexto de aprendizagem em um
ambiente computacional. Para construir tanto o modelo ted-
rico quanto o dispositivo experimental, apoiou-se fortemente
sobre os resultados das pesquisas de Grenier e Laborde (ibid.).
Assim, a atividade proposta aos alunos de uma classe equiva-
lente ao sexto na do Ensino Fundamental consistiu na constru-
cao da imagem de um segmento por uma simetria de reflexao.
Segundo a autora, a construcao dessa imagem poderia se rea-
lizada por um dos trés tipos de procedimentos seguintes:

Procedimento global dizemos que o procedi-
mento de construgdo da imagem do segmento é global
se nesta imagem nao intervém outros objetos senao o
segmento construido.

Procedimento semi-analitico. dizemos que o
procedimento de construgdo da imagem do segmento
6 semi-analitico ou semiglobal se somente uma das ex-
tremidades do segmento é construida. O segmento em
seguida é construido “globalmente” apoiando-se nesta
extremidade;

Procedimento analitico: dizemos que o procedi-
mento de construgao da imagem do segmento ¢ anali-
tico se esta imagem é obtida depois da construcdo das
duas extremidades. O aluno constréi a imagem da pri-
meira extremidade, depois, da sequnda extremidade e,
em seguida, define 0 segmento imagem juntando estas
duas extremidades. (TAHRI, 1993, p. 49-50).

Em fungdo dos procedimentos de resolugdo que podem
ser eventualmente utilizados pelos alunos, Tahri (ibid.) propos
uma classificagao de concepgoes, dentre as quais citamos as
seguintes:

Concepgao simetria ortogonal (cf. Figura 1): a ima-
gem do segmento é obtida por simetria ortogonal com
relagao ao eixo.

Concepgao paralelismo (cf. Figura 2): 0 segmento e
Sua imagem sao paralelos e de mesmo comprimento.

Concepgao simetria central (cf. Figura 3): 0 segmen-
to imagem é obtido por simetria central, seja no prolon-
gamento do segmento objeto, seja paralelo e de sentido
inverso (TAHRI, 1993, p. 68-69).
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Figura 1: Concepgao simetria ortogonal
(simetria de reflexéo)

B B’

Figura 2: Concepcao paralelismo

Figura 3: Concepgao simetria central

Vale ressaltar que essa tipologia de procedimentos baseia-
se apenas na direcdo da reta suporte dos pontos objeto e ima-
gem, e a “distancia” ao eixo de simetria é tratada como sendo
implicita aos procedimentos de construgao.

Os resultados do estudo experimental mostram que 0s
alunos tiveram as mesmas dificuldades e mobilizaram as mes-
mas concepgoes (corretas, ou ndo, do ponto de vista da mate-
matica) identificadas nas pesquisas precedentes, mesmo uti-
lizando um ambiente computacional. Mostram também que
a distancia considerada pelos alunos é sempre sob a forma
de uma “distancia” ao longo de direcoes privilegiadas, como o
prolongamento de um segmento, por exemplo. Outras vezes,
essa “distancia” é percebida globalmente como uma posicao
de equilibrio entre as duas figuras (inicial e imagem) e o eixo
de simetria.

Os resultados obtidos e a tipologia de procedimentos e de
concepgdes acima apresentados se constituiram em elemen-



tos fundamentais para a realizacao da modelizacao no quadro
do nosso estudo. Salientamos, porém, que estas pesquisas
estudaram, em particular, as concepcdes dos alunos concer-
nentes a construcdo da imagem de segmentos dados, com
relacdo a um eixo de simetria. Dessa forma, as variaveis dida-
ticas consideradas nestes estudos sao intrinsecas a esta pro-
blematica. Na nossa pesquisa, além de trabalharmos com a
construgao da imagem de segmentos por simetria de reflexao,
interessamos-nos também pelos problemas de identificacao e
de construcdo da imagem de figuras mais complexas (forma-
das por segmentos, poligonos, etc.). Uma vez trabalhando com
estas figuras, questionamos-nos sobre as classes de proble-
mas que deviamos considerar no estudo e sobre as variaveis
didaticas e seus valores. A hipdtese subjacente é que outras
variaveis inerentes a estas figuras poderiam fazer emergir no-
vos procedimentos de resolugao no processo de modelizagao.
Questionamo-nos também quanto a generalizagdo (ou nao)
das concepcodes identificadas no contexto da construcao do
simétrico do segmento, para 0 caso das figuras complexas.
Dessa forma, o estudo objetivou a aquisicao de elementos de
respostas a estes questionamentos.

A SIMETRIA DE REFLEXAO NOS LIVROS DIDATICOS

Esta etapa do estudo teve como objetivo compreender
como a simetria de reflexao € introduzida nas classes de sixie-
me au college’. Assim, interessamo-nos particularmente pelas
definicoes e propriedades tratadas no ensino, pelos métodos
de construgao ensinados, pelos tipos de problemas propos-
tos, assim como pelas variaveis didaticas presentes nestes
problemas.

Os resultados mostraram que, em consonancia com 0s
programas oficiais, todos os livros analisados introduzem a si-
metria de reflexdo (como transformacao de figuras) a partir de
atividades preliminares, privilegiando a caracterizacao dessa
nocédo por dobradura e sobreposicao de figuras. Entretanto,
na parte de sistematizagao, encontramos, em todas as obras,
definicoes de figuras simétricas e de simétrico de um ponto. As
definices mais adotadas nestas obras sao:

Figuras simétricas: duas figuras simétricas com re-
lacdo a uma reta se sobrepéem por dobradura ao longo
desta reta.

Simétrico de um ponto: dois pontos distintos A e
A’ sdo simétricos com relagao a uma reta d quando a
reta d corta o segmento AA" perpendicularmente no
seu ponto médio (LIMA, 2006, p. 56)

Com relagéo as propriedades, a perpendicularidade (orto-
gonalidade) e a conservacéo de disténcias de pontos ao eixo
sao abordadas na maioria das obras analisadas de forma impli-
cita, pela construgéo de pontos simétricos e da mediatriz. Em
contrapartida, as propriedades de conservagédo séo abordadas
explicitamente em todos os livros. Sao elas: conservagéo de
comprimento, conservagéo da medida dos angulos, conserva-
¢do do alinhamento dos pontos, conservagdo de dimensaes,
conservagao das areas e dos perimetros das figuras. Vale
salientar ainda que a propriedade de invaridncia dos pontos

do eixo pela simetria é abordada nesses livros didaticos. No
entanto, a propriedade de mudanca da orientagéo dos angu-
los pela simetria de reflexao ndo é tratada explicitamente na
maioria das obras analisadas.

Observou-se também que, independentemente da defini-
céo de simetria de reflexao adotada, a construgao de um pon-
to simétrico é o primeiro método ensinado em todos os livros.
Seguido pelos métodos de construcéo de um segmento, uma
reta, um circulo, simétricos de eixos de simetria, da mediatriz
de um segmento e da bissetriz de um angulo. Estes métodos
sao geralmente ensinados através da utilizagdo dos instrumen-
tos de desenho (régua graduada, esquadros e compasso).

Os métodos de construcao do simétrico de um ponto pro-
postos nestas obras sdo o0s classicos:

1) Construgao do simétrico de um ponto utilizando o
esquadro e o compasso: tracar a reta perpendicular ao eixo
com a ajuda do esquadro e, depois, transferir a distancia do pon-
to ao eixo do outro lado deste com o auxilio da régua graduada
ou do compasso (cf. Figura 4). As propriedades subjacentes a
este procedimento sao perpendicularidade e igualdade de dis-
tancias ao eixo.

At

Figura 4. Construcao do simétrico de um ponto com esqua-
dro e compasso ¢

7 Série equivalente ao sexto ano do Ensino Fundamental. No sistema escolar francés, o ensino da simetria de reflexao é sistematizado
nesta série. Analisamos seis obras adotadas freqlientemente pelas escolas francesas nesta série.
8 MALAVAL, J. et al. Collection Transmath Math 6e, Ed. 2000, Paris : Nathan Colegdo Transmath, 6e, 2000, p. 198.
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2) Construcao do simétrico de um ponto utilizando
0 compasso unicamente: este método de construcéo se
apoia sobre a propriedade de eqdiidistancia.

Pour tracer le symétriaue A’ de A
par rapport & [d) :

M x

(1) Choisir les points M
et N sur I'axe {d).

(2) Tracer un arc de
cercle de centre M
passant par A.

M

(3) Tracer un arc de
cercle de centre N
passant par A :

les deux arcs de cercle
se coupent en A,

Figura 5. Construcdo do simétrico de um ponto com compasso’

Os métodos de construcao de figuras simétricas (segmen-
to, reta, circulo, triangulo) sdo comumente ensinados em to-
dos os livros analisados. Isto se faz a partir da construgao dos
simétricos de pontos caracteristicos da figura (extremidades
de um segmento, vértices de um tridngulo...) e se apoiando
sobre as propriedades de conservagao da simetria (alinhamen-

to, comprimento...), como mostra o exemplo a seguir:

A
/(d)
X > 4
8 C 3 //’:/_,
- ;/ o~ c'v "
= Al
BI

Pour construire le symétrique du tri-
angle ABC, on construit le symétrique
A', B, C" de chaque sommet A, B, C.
Le symétrique d'un segment est un
segment, donc le symétrique de ABC
est A'B'C’,

Figura 6. Construcéo do simétrico de um triangulo™

Com relacdo aos tipos de problemas propostos nesses
livros, todos os autores adotam uma metodologia comum,
possivelmente, no intuito de atender aos objetivos fixados no
programa oficial. Assim, 0os problemas mais encontrados sao
dos tipos seguintes:

* ldentificagdo de figuras simétricas com relagéo a uma reta r;

« Identificagéo de eixos de simetria;

« Construgao de figuras simétricas (a méo livre, sobre papel
quadriculado, utilizando instrumentos de desenho);

« Construgao de eixos de simetria (a mao livre, sobre papel
quadriculado, utilizando instrumentos de desenho).

Os problemas de identificac@o e de construgao de figuras
simétricas sao privilegiados com relagao aos problemas de
identificacéo e de construcéo de eixos de simetria. Esta sub-
sidiou a delimitagéo das classes de problemas consideradas
na modelizagdo dos controles e na elaboracdo do dispositivo
experimental.

0S CONTROLES (%)

Os resultados do estudo tedrico do ponto de vista das
pesquisas e do ensino se constituiram na principal ferramenta
para a atribuigao de critérios e de valores que podem ser con-
siderados pelo aluno na resolucao de problemas de constru-
cao de figuras simétricas. Os critérios e 0s valores atribuidos
S80 0s seguintes:

entdo o simétrico de ABC é A'B'C'.

9 CHAPIRON, G. et al. Collection Triangle mathématiques 6e, 2e Edition, Paris : Hatier Triangle, 6e, 2000. p. 285. Tradugao: para
tracar o simétrico A’ de A com relacéo a reta d: (1) Escolha os pontos M e N sobre o eixo d. (2) Trace um arco de circulo de centro M
passando por A. (3) Trace um arco de circulo de centro N passando por A: os dois arcos de circulo se cortam em A'.

1 MALAVAL, J. et al. Collection Transmath Math 6e, Ed. 2000, Paris: Nathan Transmath, 6e, 2000, p. 199. Traducédo: Para construir o
simétrico do triangulo ABC, constroi-se o simétrico do A’, B’, C’ de cada vértice A, B, C. O simétrico de um segmento é um segmento,
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« Diregao. ortogonal ao eixo de simetria, horizontal ou verti-
cal (com relacéo a borda do papel), prolongamento (de um
segmento), outra,

o Distdncia ao eixo de simetria.; conservada, nao conser-
vada;

o Tamanho da figura F: conservado, ndo conservado,
o Forma da figura F conservada, ndo conservada;
 Posicdo da figura F com relacdo a F-translagao, trans-

lacdo segquida de um “retornamento” da figura, rotacao, ro-
tacao seguida de um ‘retornamento” da figura, outra;

e Sentido. mesmo sentido, sentido inverso

Estes critérios e seus respectivos valores nos deram aces-
S0 a varios controles (corretos, ou nao, do ponto de vista da
Matematica) suscetiveis de serem mobilizados por um aluno
genérico na resolugao de problemas. Exemplos dos controles
modelizados sao os seguintes:

: X ortogonal (perpendicular): a figura (subfigura) simétrica de uma figura (subfigura)
Ortogonal ao eixo | ~—"."9"". y . e \
por simetria ortogonal é construida na dire¢do ortogonal a reta d.
“diregéo”
. 2 horizontal: a imagem de uma figura (subfigura) por simetria ortogonal é
Horizontal - S )
construida na dire¢éo horizontal.
A o, 2 dist: uma figura (subfigura) e sua simétrica estdo a mesma “distancia” do eixo de
disténcia ao eixo Conservada —
simetria.
“ " 2 tamanho: o simétrico de um segmento é um segmento de mesmo comprimento.
tamanho Conservado = DU . . ; .
2raio_circulo: o simétrico de um circulo € um circulo de mesmo raio.
“torma” 2 forma: uma figura e sua imagem por Simetria ortogonal tém a mesma forma (em
orma Conservada - T :
particular, o simétrico de um segmento é um segmento).
Translacéo X translagéo: a imagem de uma figura F por simetria ortogonal é obtida pela
“posicéo” translagao de F numa diregéo escolhida.
Outra 2 outra: a definir conforme o caso.

Tabela 1. Exemplos de critérios, valores e controles

Além dos controles associados aos critérios acima apre-
sentados, o0s resultados do estudo tedrico nos permitiram a
identificacéo de outros, tais como:

-Controleligado a utilizagao da dobradura. *dobradura_1:
uma figura e sua simétrica se sobrepdem por dobradura ao longo
de um eixo de simetria;

- Controle ligado a natureza da figura F’. natureza de F"
0 simétrico de uma figura é uma figura de mesma natureza;

- Controles ligados a relacao entre a Figura F e o
eixo de simetria r. Xponto_invariante: o simétrico de um
ponto sobre o eixo de simetria € ele mesmo. Zsemi_plan: o
simétrico de F estd situado do outro lado do eixo de simetria.

Procedendo dessa maneira, modelizamos quase que
exaustivamente os controles susceptiveis de serem mobili-
zados por um aluno genérico, do nivel de ensino predefinido,
na resolucéo de problemas de identificagdo e de construgao
da imagem de uma figura com relagdo a um eixo de simetria
dado. O estudo dos procedimentos de resolucéo, que apresen-
tamos a seguir, foi realizado com base nesses controles.

PROCEDIMENTOS DE CONSTRUGAO
DE FIGURAS SIMETRICAS

A partir da tipologia de procedimentos proposta pelas pes-
quisas precedentes para o problema de construcéo daimagem
de um segmento com relacdo a um eixo de simetria, e tendo
em vista nosso objetivo de estudar figuras mais complexas,

adaptamos esta tipologia a essa categoria mais larga de pro-
blemas. Assim, caracterizamos 0s tipos de procedimentos da
seguinte maneira:

Procedimentos globais. na construgdo da imagem néo
intervém outros objetos senéo a figura construida. A figura si-
métrica é construida seja perceptivelmente, a mao livre, por
exemplo, seja com a ajuda de instrumentos tais como a dobra-
dura ou papel de decalque.

Procedimentos semi-analiticos: um ou vdrios pontos-
imagens sdo construidos levando-se em conta somente seus
antecedentes e, em sequida, a figura é construida globalmente
a partir desses pontos, mobilizando as propriedades de con-
servagdo da simetria ortogonal (medida de angulos, de com-
primento...).

Procedimentos analiticos: a imagem da figura F é obti-
da depois da construgdo dos simétricos de pontos caracteris-
ticos da figura F (vértices de poligonos, centros de circulos...).
(LIMA, 2008, p. 86).

Como podemos constatar, esses procedimentos sao ine-
rentes aos problemas de construcao de figuras simétricas. De
fato, a antecipacéo da acao concreta que um aluno pode reali-
zar na construgao de uma figura simétrica nos permite desere-
ver a priori 0s procedimentos susceptiveis de serem utilizados
por este aluno. No entanto, para identificar a imagem de uma
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figura entre figuras candidatas, o aluno ndo executa necessariamente acées concretas sobre ela e, conseqiientemente, muito
raramente deixa indicios ou tracos das agdes realizadas no papel ou na tela do computador, por exemplo. Dessa forma, o carater
implicito da agdo do aluno na resolucao de problemas de identificagéo de figuras simétricas com relagéo a uma reta dificultou a
descricao a priori dos procedimentos de resolugdo. Na modelizagao, buscando contemplar o maior nimero de casos possiveis,
associamos 0s procedimentos globais, semi-analiticos e analiticos aos critérios e controles previamente identificados. Exemplo:

a) Construcao de F’ por dobradura: pode ser realizada ao longo da reta r ou segundo uma diregao escolhida (paralela a borda
do papel, por exemplo);

b) Construcao de F’ utilizando papel de decalque. Duas possibilidades se apresentam: a figura F e 0 eixo séo decalcados
ou somente a figura F é decalcada. Portanto, dois tipos de procedimentos sao esperados: decalque da figura F e da reta r (neste
caso, nds supomos que a reta r é representada por um segmento e que seja decalcado todo o segmento) e decalque da figura F
somente. Vale ressaltar que cada um desses procedimentos da origem a outros que podem estar relacionados a manipulacéo feita
pelo aluno: retornar o papel ou rotacionar o papel, por exemplo.

Utilizamos a modelizagéo de controles e de procedimentos de construgao como ferramenta metodoldgica nos estudos experi-
mentais realizados com os alunos e com os professores, com vistas a estudar as suas decisdes didaticas. Apresentamos, assim,
a produgao de um aluno e como utilizamos essa ferramenta para analisé-la.

EXPERIMENTAGAO: UM EXEMPLO

Cinglienta e um alunos da série equivalente ao oitavo ano do Ensino Fundamental participaram da experimentagao. Esco-
Ihemos os alunos desta série porque eles ja haviam estudado a simetria de reflexao. Estes alunos resolveram, em uma situagao
quotidiana de sala de aula, dois problemas de identificacao de figuras simétricas e dois problemas de construgao da imagem de
figuras por simetria de reflexao; pedimos-lhes que explicassem as respostas dadas. De posse das respostas, analisamos aspectos
referentes as construcdes realizadas, as argumentagdes e aos procedimentos por eles utilizados.

Seguem, portanto, as respostas dadas por um desses alunos aos problemas de construcéo e, também, uma breve analise
dessas respostas, em termos de controles e de procedimentos de resolugao.

Problema-segmento: Construa com os instrumentos de desenho o simétrico do segmento abaixo em relacao ao eixo d. Expli-

que sua resposta.
Resposta do aluno

segment construit
par Béatrice

“Llol thace So dreite B per-

PerdicuSune 4 % drecte

y'os repeté By
mextse de
R

QAvec € o -

segment donné ey 9& 4\ N

Figure 7. Resposta do aluno ao Problema-segmento’

Tanto a construcao do aluno quanto a sua explicacao indicam que ele utilizou um procedimento do tipo analitico. Ele explicou
que tragou “a reta A perpendicular a reta”. Analisando sua construcao, observamos que a reta a qual ele se refere é a reta 44"
, cuja perpendicularidade a reta d € indicada na construgao. Além disso, sinalizou a igualdade de distancias das extremidades do
segmento ao eixo de simetria, 0 que pode indicar a mobilizagao da propriedade de eqidistancia. Descrevemos, portanto, o proce-
dimento analitico suscetivel de ser utilizado da seguinte maneira:

1. Construir as retas perpendiculares a reta d passando pelas extremidades do segmento dado;
2. Construir os simétricos destas extremidades transferindo as distancias ao eixo sobre essas perpendiculares;
3. Construir o simétrico do segmento a partir das extremidades construidas.

Vale salientar, ainda, que o aluno nomeou 0 segmento inicial como BA' e 0 segmento imagem como AB'; os pontos A e Ben-
contram-se, assim, no semiplano acima do eixo de simetria e 0s pontos A" e B', no semiplano abaixo deste. Fazemos a hipdtese de

"Tradugao da resposta do aluno: “eu tracei a reta A perpendicular a reta, depois transferi a medida de a até a reta d com o compas-
so, depois efetuei a mesma coisa para o ponto B”.
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que ele construiu primeiro a figura simétrica sem nomear os pontos e, depois, no intuito de elaborar a explicagao pedida no enun-
ciado do problema, decidiu nomeé-los para facilitar a expressao da argumentacao. Notemos que sua explicagdo mostra algumas
dificuldades na utilizagdo da linguagem matemética; por exemplo, ele chama de “reta A" a reta 44". Nesta andlise, no entanto, néo
levamos em conta essas dificuldades. Considerando o procedimento analitico acima descrito, entendemos que os controles abaixo
relacionados (cf. tabela 2) podem ter influenciado a resolucao do problema:

X ortogonal (perpendicular): a figura (subfigura) simétrica de
“direcdo” Ortogonal ao eixo de simetria uma figura (subfigura) por simetria ortogonal é construida na
diregéo ortogonal a reta d.

2 distancia: uma figura (subfigura) e sua simétrica estéo a

“distancia ao eixo” Distancia ao eixo conservada A, . . .
mesma “distancia” do eixo de simetria

X segmento: Se as extremidades de um segmento sao simétricas
Outro controle das extremidades de outro segmento, em relagéo a uma reta r,
entéo esses dois segmentos sdo simetricos em relagéo a d.

Tabela 2. Problema-segmento: critérios, valores e controles identificados na produgao do aluno

Compreendemos que, nesta resolugao, os controles mobilizados séo corretos do ponto de vista da Matematica. Dessa forma,
0 aluno tem uma concepgao de simetria de reflexdo que é caracterizada pela mobilizagao de controles de perpendicularidade e de
conservagao da igualdade das distancias dos pontos da figura ao eixo de simetria.

Problema-casa: Construa com os instrumentos de desenho o simétrico da figura abaixo em relagéo ao eixo d. Explique sua
construgéo.

Resposta do aluno

1 'av Trace. Sa
—perpendcufain e
Aq e).dn&te ad
Panef o Fer
Authey.

Figure 8. Resposta do aluno ao Problema-casa'

Consideramos que, para construir a figura-imagem (cf. Figura 8: a direita da reta d), o aluno utilizou um procedimento do tipo
semi- analftico (parte da construcao é analitica e parte € global). As razoes desta hipétese sao explicadas mais adiante. Interpre-
tamos o procedimento utilizado pelo aluno nesta construgdo da seguinte maneira:

1) Construir a reta perpendicular a reta d, passando pelo vértice nomeado pelo aluno ponto A sobre a figura e construir o simé-
trico desse ponto (A’) sobre esta reta, conservando a distancia a reta d.__

2) A partir do ponto A’, e considerando a diregéo dada pela reta AA', construir globalmente a figura, conservando os compri-
mentos dos segmentos, a forma da figura inicial e invertendo a orientacao dos angulos.

Observamos que, nesta construgao, o aluno nao utilizou marcas para indicar a perpendicularidade entre as retas ou a igualdade
de distancias sobre a figura, como o fez no Problema-segmento. Porém, considerando a explicagao “eu tracei a perpendicular A a
reta d”, interpretamos que a reta A4" é perpendicular & reta d. Nossa hip6tese é a de que, para construir o ponto A', ele empregou

2 Traducgéo da resposta do aluno: “eu tracei a perpendicular A a reta d e o mesmo para os outros”.
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0 mesmo procedimento utilizado para construir as extremidades do segmento no problema anterior (cf. figura 7), um procedimento
do tipo analitico. Nessa perspectiva, a direcao escolhida para construir o ponto A" pode ser entendida como sendo perpendicular
ao eixo de simetria. Em seguida, a figura-imagem foi construida globalmente. Esta hipétese se apéia no fato de que os vértices B',
C' e D’ da figura-imagem néo correspondem aos simétricos dos pontos B, C e D, respectivamente.

Consideramos que os controles ligados aos critérios de dire¢do e de conservagao de distancias ao eixo de simetria foram exer-
cidos na construgdo de A', simétrico de A. Em seguida, a escolha do “lugar” na folha de papel para construir a imagem da figura,
com relacdo a figura inicial, é definida em funcao da direcao dada pela reta 44'. Nesse momento da resolucao do problema, entram
em jogo outros controles como aqueles ligados ao critério sentido para definir, por exemplo, onde construir a chaminé da casa. Vale
salientar que a especificidade da figura-casa (ndo possui eixo de simetria) colocou em evidéncia, com certa facilidade, que o aluno
considerou na sua construcdo a mudanca da orientacao dos angulos pela simetria de reflexao.

Continuando a andlise da producao do aluno, na perspectiva acima apresentada, concluimos que os controles que podem ter
influenciado sua construcdo sao o0s seguintes:

2 ortogonal: A figura (subfigura) simétrica de outra
“direcdo” Ortogonal ao eixo de simetria figura (subfigura) por simetria ortogonal é construida
na diregéo ortogonal a d.

Distancia dos pontos ao eixo,
conservada: pontual na construgéo X distancia: Uma figura (subfigura) e seu simétrico
do ponto A’, global na construgao da | estédo a mesma “disténcia” do eixo de simetria.

figura completa

“distancia ao eixo”

Ztamanho_1: O simétrico de um segmento é um

“tamanho” nserv. '
amanho Conservado segmento de mesmo comprimento.

2 _forma: Uma figura e sua imagem por simetria
“forma” Conservada ortogonal tém a mesma forma (em particular, o
simétrico de um segmento € um segmento.

2posigao outra : A imagem da figura é construida em

posigao Qutra fungéo de uma diregéo previamente definida.

Zsentido_inverso: uma figura e seu Simétrico tém

sentido Sentido inverso seus sentidos inversos.

Tabela 3. Problema-casa: critérios, valores e controles identificados na producéo do aluno

A evidéncia de que o aluno construiu corretamente o simétrico de um ponto da figura-casa mostra que ele reinvestiu os conhe-
cimentos utilizados na construgao do simétrico do segmento (Problema-segmento). No entanto, estes conhecimentos ndao foram
reinvestidos na construgao dos demais pontos da figura-imagem. Para construi-los, o aluno muda de procedimento de construgéo,
passando de um procedimento analitico correto para um procedimento semi-analitico incorreto. Considerando que, na construgao
da imagem do segmento (cf. Problema-segmento), esta mudanca nao ocorreu, pensamos que a complexidade da figura-casa pode
ter interferido de forma relevante na decisao do aluno. Em outros termos, o fato de a figura ser composta por varias subfiguras e
possuir diversos vértices pode ter levado o aluno a mudar de procedimento com o objetivo de simplificar a construgéo, porque o
procedimento analitico & mais longo e mais dificil de ser executado.

Assim, concluimos que as construgdes realizadas pelo aluno indicam que ele conhece as propriedades de igualdade das distéan-
cias dos pontos ao eixo e de perpendicularidade da simetria de reflexao e as utiliza para construir o simétrico de um ponto ou de um
segmento. No entanto, quando se tratou de uma figura complexa, ele recorreu a um procedimento do tipo semi-analitico e cons-
truiu a figura imagem tendo o cuidado de conservar o tamanho e a forma da figura inicial e de inverter a orientagao dos angulos.

Esta analise levanta algumas questdes concernentes as razées que levaram o aluno a abandonar os controles corretos (do
ponto de vista da Matematica) e adotar outros ligados a percepcéo global da figura inicial. Ao menos duas hipéteses podem ser
cogitadas: ou se trata da evolugéo de uma concepgao a outra ou da coabitacao de duas concepgdes no mesmo aluno. Estas hipo-
teses nao foram testadas neste estudo.

CONSIDERAGOES FINAIS

Ao longo deste artigo, apresentamos de forma sucinta a pesquisa realizada sobre a modelizagao de conhecimentos de alunos da
Educac@o Basica sobre a simetria de reflexao e de como tal modelo foi construido. Para isso, utilizamos a formalizagéo proposta pelo
modelo cK¢ (BALACHEFF, 1995), privilegiando a entrada nesta modelizacéo através das estruturas de controle (X) de concepcoes sus-
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cetiveis de serem mobilizadas por um aluno na resolucao de problemas. O estudo tedrico, realizado a priori, foi apresentado segundo a
Otica de pesquisas realizadas sobre a simetria e das abordagens escolhidas por livros didaticos adotados na escola francesa, pais onde
foi desenvolvida a pesquisa. Este estudo permitiu a identificagao de controles, no sentido atribuido por Balacheff (ibid.), e de procedi-
mentos de resolucao que podem ser utilizados pelos alunos na resolugéo de problemas de identificagao e de construgao de imagens
de figuras por simetria de reflexao. Em seguida, apresentamos a experimentacéo realizada com alunos de classes equivalentes ao
oitavo ano do Ensino Fundamental através do estudo da produgao de um aluno.

0 estudo experimental confirmou os resultados de outras pesquisas concernentes a influéncia de certas varidveis didaticas na
resolugao dos problemas de construgdo de imagens de figuras por simetria. Por exemplo, quando os segmentos dados tém orientagéo
vertical e horizontal na folha de papel, varios alunos escolheram a diregdo horizontal ou a direcao dada pelo prolongamento de um seg-
mento da figura na construcao da imagem. Observamos na produgéo de alguns alunos que as varidveis dos problemas favoreceram a
mobilizacdo de controles diferentes. E o caso, por exemplo, da producéo acima apresentada (cf. secao 4) em que a natureza da figura
(simples ou complexa) parece ter levado o aluno a mudar de controles €, conseqiientemente, de procedimento de construgao.

Com relacao aos procedimentos de construcéo utilizados pelos alunos na experimentacao, os resultados mostram que eles privi-
legiam os procedimentos do tipo analitico (corretos ou ndo) para construir as imagens de figuras por simetria de reflexao. Fizemos a
hipotese de que os instrumentos de desenho (régua graduada, esquadro, compasso...) colocados a disposicao podem ter contribuido
para esse resultado. Os procedimentos do tipo semi-analitico foram mais utilizados na construgao da imagem de figuras complexas,
em contrapartida da construcao da imagem de segmentos. Nossa hipdtese € a de que os alunos recorreram a estes procedimentos
buscando apoio sobre os elementos da figura, para em seguida construir sua imagem com base na percepgao global. Eles se apoia-
ram, entdo, espontaneamente sobre as propriedades de conservagao dos comprimentos dos segmentos e das medidas dos angulos
pela simetria.

Além disso, os resultados do estudo mostraram a pertinéncia e a eficacia da formalizacéo de controles que realizamos com o
objetivo de modelizar os conhecimentos de alunos sobre a simetria de reflexao. Com efeito, em certos casos nos quais as respostas
dos alunos pareciam confusas ou até mesmo contraditorias, gragas a analise em termos de controles, pudemos reconstituir um racio-
cinio coerente do sujeito na resolugao dos problemas. Pensamos assim ter colocado em evidéncia o interesse didatico de estudar a
atividade do aluno em termos de estruturas de controle.
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