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Resumo

Apresenta-se, neste artigo, uma analise sobre imagens conceituais relacionadas ao conceito
de limite de uma fung¢do. O estudo foi baseado em entrevistas realizadas com um grupo de
estudantes de um curso de licenciatura em matematica que acabara de concluir a disciplina
Célculo I, de modo que suas imagens conceituais evocadas permitiram identificar alguns
dos conflitos cognitivos relativos a esse conceito. Os resultados mostram que, dentre as
evocacdes apresentadas pelos sujeitos investigados, fizeram-se presentes compreensoes
voltadas para interpretagdes dindmicas do conceito, nas quais o limite ¢ considerado um
valor do qual se aproxima sem, no entanto, “alcan¢é-lo”, ou ainda, como um valor que
pode ser alcancado por meio de sucessivas aproximagdes. Foi evidenciado, também, que a
compreensdo de que o valor do limite em determinado ponto sempre coincide com o valor
da fungdo nesse ponto também foi mobilizada por alguns dos sujeitos da pesquisa.
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Abstract

We present in this paper an analysis about concept images of the concept of limit of a
function. We were based on interviews taken with a group of mathematics students that
had just finished a Calculus I Course. The subjects’ evoked concept images allowed us
identify some of the cognitive conflicts related to this concept. Their evocations presented
dynamic interpretations of the concept that characterizes the limit as a value in which we
get close to, but it cannot be reached or it can be reached through successive
approximations. We observed that the comprehension that the limit value at a point always
coincides with the function’s value at that point was also mobilized by some of the
research subjects.
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Consideracoes iniciais

As dificuldades relacionadas a compreensdo do conceito de limite de uma fungao
tém sido investigadas e discutidas por varios pesquisadores ao longo das ultimas décadas
(TALL; VINNER, 1981; PRZENIOSLO, 2004; JUTER, 2006; SWINYARD, 2011;
AMATANGELO, 2013; MESSIAS, 2013; DENBEL, 2014, e outros). Muitos estudos t€ém
apontado a existéncia de equivocos conceituais relativos a sua defini¢do formal e ao que
ela significa. Esse cendrio — e, também, nossas experiéncias anteriores como professores de
Célculo — tem nos motivado a investigar aspectos concernentes ao entendimento do
conceito de limite de uma fun¢do, dada sua importancia para o estudo da continuidade,
derivada, integral, dentre outros conceitos no ambito do Calculo.

Mas, afinal, quando um individuo compreende verdadeiramente um conceito?
Consideramos que o entendimento acerca de um conhecimento matematico depende da
maneira como o sujeito reflete sobre ele, como ele enxerga as abstragdes matematicas
envolvidas na definicdo e, principalmente, da maneira que sua memoria ¢ estimulada a
formar diferentes associagcdes ndo verbais que, por sua vez, baseiam-se em representacdes
visuais, figuras mentais, impressoes, propriedades, procedimentos e experiéncias anteriores
de aprendizagem relacionadas ao conceito. A essas associagdes ndo verbais ¢ dado o nome
de imagens conceituais (TALL; VINNER, 1981; VINNER, 1991).

Assumimos, nesse sentido, que entender um conceito significa formar uma imagem
conceitual coerente sobre ele (VINNER, 1991). Isso porque, propriedades e/ou
interpretagdes contraditorias podem levar um sujeito a composi¢do de uma imagem
conceitual sobre determinado conhecimento matematico que nao esteja em acordo com sua
respectiva teoria formal. A pratica excessiva do célculo de limites de fungdes polinomiais,
por exemplo, pode levar um estudante a incorporar a sua imagem conceitual a ideia de que
limx—>x0 f(x) = f(xO)-

Quando conhecemos os elementos que compdem a imagem conceitual de um
individuo sobre um conceito, temos a oportunidade de conjecturar sobre os conflitos
inerentes ao seu processo de apreensdo, fato que pode nos auxiliar na busca por estratégias
que possam viabilizar a compreensdo dos estudantes sobre determinado conhecimento
matematico. Por isso, temos o intuito de apresentar, nesse artigo, uma analise acerca das
imagens conceituais evocadas por estudantes no que se refere ao conceito de limite de uma

fun¢do. A fim de oportunizar o entendimento do leitor acerca da tematica escolhida para
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esse estudo, no topico a seguir, apresentamos uma breve descricdo sobre compreensdes
relativas ao conceito de limite que tém sido discutidas pela literatura da area ao longo dos

anos.

Compreensoes de estudantes sobre limite nas pesquisas e suas implicacoes no estudo
realizado

A maioria dos estudos tem revelado que, apesar do fato de alguns estudantes
fazerem uso de mecanismos algébricos para encontrar o valor do limite em diferentes
situacdes, poucos conseguem explicar o que esse conceito significa (OLIMPIO, 2007;
MESSIAS, 2013; MUTLU; AINDIN, 2013, dentre outros).

Amatangelo (2013), por exemplo, investigou Concepg¢des Potencialmente
Problematicas de estudantes relacionadas aos conceitos de limite e continuidade. A autora
verificou que, para os sujeitos de sua pesquisa, (i) a existéncia do limite em um ponto

qualquer garantia a continuidade da fungio naquele ponto e (ii) lim,._,, f(x) era sempre

igual a f(x,). Imagens conceituais semelhantes as apontadas por Amatangelo (2013)
foram destacadas em outras pesquisas, tais como a de Nascimento (2003), Przenioslo
(2004) e Karatas et al. (2011).

Przenioslo (2004) e Karatas et al. (2011) também observaram, em seus estudos,
evocagdes que condicionavam a existéncia de lim,_, f(x) ao fato de xy € Df(yy,
principalmente quando a funcdo era expressa graficamente. Nascimento (2003) e Messias
(2013) evidenciaram que os estudantes relacionavam indeterminagdes/emergéncia de
denominadores nulos a ndo existéncia do limite.

Observamos, ainda, mediante experiéncias anteriores na docéncia, que os
estudantes comumente evocam em suas imagens conceituais que o grafico de uma funcdo
definida por mais de uma sentenc¢a implica necessariamente em um salto em determinado
ponto. Para muitos sujeitos, isso significa que o limite ndo existe nesse ponto, pois a
funcdo seria descontinua, ou seja, descontinuidade implica na ndo existéncia do limite,
conforme destacado por Tall e Vinner (1981) e Juter (2006).

Brandemberg e Messias (2016) identificaram mobilizagdes semelhantes a essa
quando solicitaram a um grupo de alunos que avaliassem a existéncia de lim,_,; f(x),

4—x2x<1
sendo f(x) = (2) x + Z, 1 < x < 3. Um dos alunos respondeu que o limite ndo existia
x+3,x>3
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quando x — 1, ja que, para ele, havia um salto nesse ponto. No entanto, quando o grafico
de f(x) foi apresentado, o mesmo aluno afirmou que L existia quando x — 1, uma vez que
lim, .+ f(x) =lim,_;- f(x) = L.

A ideia de limite (in)alcan¢avel tem se manifestado como um dos elementos mais
marcantes da imagem conceitual de muitos estudantes, conforme apontado em diferentes
pesquisas, dentre as quais, destacamos Tall e Vinner (1981), Williams (1991), Nascimento
(2003), Juter (2006) e Sarvestani (2011). Nesses termos, o conceito ¢ mobilizado de
maneira dindmica, em que (i) existe uma aproximacao em relacdo a determinado ponto
sem, no entanto, alcanca-lo, levando a interpretacdo de que f(x,) # L ou (ii) o ponto ¢
alcangado, porém ndo pode ser ultrapassado (/imite como uma barreira).

Muito tem sido discutido acerca da relagdo entre as concepcdes dindmica e estatica
do limite. A primeira ¢ pautada em uma nogao intuitiva em que se atribui movimento a
funcdo por meios de expressdes, tais como, x se aproxima de ou x tende a determinado
valor. Oh (2014) ressaltou, inclusive, que essa visao exclusivamente dinamica do conceito
de limite pode levar muitos estudantes a condicionar a existéncia do limite em um ponto a
continuidade nesse ponto. A segunda ¢ associada a defini¢do formal com & e 6. A
dificuldade em estabelecer conexdes entre essas concepgdes ja fora apontada em algumas
pesquisas, como, por exemplo, em Zuchi (2005), Olimpio (2005), Rodriguez (2009) e Oh
(2014).

Os quantificadores envolvidos na definicdo, segundo alguns autores, t€m causado
expressivas dificuldades de compreensdo da definicdo com & e o, uma vez que o0S
estudantes raramente reconhecem o que tais quantificadores de fato representam (TALL;
VINNER, 1981; ZUCHI, 2005; JUTER, 2006; MESSIAS, 2013). Além disso, nossa
pratica docente tem nos mostrado que a relacdo entre € e d se configura como um fator de
conflito em potencial, conforme destacam Tall e Vinner (1981).

Nossa experiéncia na docéncia em Calculo, assim como o que tem sido discutido
na literatura da area no que concerne a compreensao de estudantes sobre o conceito de
limite, levou-nos a formulagdo de alguns questionamentos que, por sua vez, nortearam o

estudo realizado (ver Quadro 1).
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Quadro 1 — Implica¢des na formulagdo de questdes para o estudo

Compreensoes sobre limite
na literatura da area

Quem discutiu?

Questionamentos formulados
a partir dessas compreensoes

(i) existéncia do limite implica na
continuidade da funcao;
(ii) lim,_,,, f(x) é sempre igual a

£ (xq).

Amatangelo (2013)
Nascimento (2003)
Przenioslo (2004)
Karatas et al. (2011)

(iii) existéncia do lim,_, f(x)
condicionada ao fato de xo € Df(y.

Przenioslo (2004)
Karatas et al. (2011)

(iv) indeterminagdes implicam na
ndo existéncia do limite.

Nascimento (2003)
Messias (2013)

atribui-se ‘movimento’ a fungdo —
tende a, se aproxima de; chega perto
de.

(v) fungdes definidas em partes — Tall e Vinner (1981)

S ~ Lo Juter (2006)
descontinuidade — ndo existéncia do .
limit Brandemberg ¢ Messias

¢ (2016)
Tall e Vinner (1981)

(vi) limite ¢ ‘inalcangavel’ — Williams (1991)
f(xo) # L; Nascimento (2003)
(vil) limite alcancéavel, porém Juter (2006)
intransponivel. Sarvestani (2011)
(viii)  interpretagdo dindmica -

Tall; Vinner (1981)
Messias (2013)

I. Que elementos compdem a
imagem conceitual dos estudantes
investigados no que concerne ao
conceito de limite de uma fungao?

2. Os estudantes atribuem
concepgdes dinamicas a defini¢do de
limite? De que maneira?

3. Que compreensdes os estudantes
tém sobre a interpretacdo geométrica
da definigdo de limite?

Fonte: Revisdo bibliografica dos autores.

Uma vez estabelecidas as questdes que pudessem nortear esse estudo, refletimos

sobre como poderiamos estruturar os momentos de investigagdo junto aos sujeitos, de

maneira a identificar se eles evocariam em suas imagens conceituais elementos que nos

permitissem responder aos questionamentos elencados no Quadro 1 e, consequentemente,

conjecturar sobre suas compreensoes acerca do conceito de limite. Dedicamos o tdpico

subsequente a descri¢cdo dessa investigagao.

Breve descricao do estudo realizado

Com o objetivo de obter informagdes sobre as imagens conceituais associadas ao

conceito de limite, realizamos entrevistas junto a um grupo de trés estudantes do curso de
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licenciatura em matematica de uma universidade publica no estado do Para (Brasil). Esses
sujeitos ja haviam concluido a disciplina Calculo 1%,

Essa investigacdo teve como foco dois Topicos de Discussdo (TD). O primeiro TD
foi elaborado com o intuito de investigar as concepgoes dos estudantes relacionadas a ideia
de alcangar (ou ndo) o valor do limite em determinado ponto. Dessa maneira, nosso
objetivo foi verificar se seriam evocadas interpretagdes do tipo limite da func¢do quando
X > xq é sempre igual a f(xo) [lim,_, f(x) = f(x,); limite alcangavel] ou que nos
aproximamos de um ponto tanto quanto queiramos sem, no entanto, alcanc¢a-lo [f (xy) #
L; limite inalcangdvel], ou mesmo, a no¢do de limite intransponivel. Para tanto,

estruturamos um roteiro, conforme destacado no Quadro 2.

Figura 1 — Topico de discussdo 1

I. Perguntar o quelim f(x) =L significe,

X=X,

o O valor do limite pode ser alcangado?
o Observe a fungdo represertada abaixo e defimda em [-1,3] (mosttar a fungio representada na
figural)

o O valor do limite pode ser alcangado quando © — 27

o “O limite ¢ sempte alcangado em qualcquer ponto™. V océ concorda com essa afirmagdo?
o Seosyeito discordat, solicite wm exemplo.
o Se o syeito concordat, mostre a fungio represerdada na figura2:

4 .. .. . ~ .
Os sujeitos participantes da pesquisa ndo foram alunos dos autores deste trabalho. Por isso, foram
realizados alguns esclarecimentos no que concerne a linguagem utilizada pelos autores no decorrer das

entrevistas. Ressaltamos, também, que os trés sujeitos entrevistados haviam sido aprovados na disciplina de
Calculo L.
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e Observe a fungio. O valor do limite € alcangado quando x—27

0 Se o sujeito der uma resposta afirmativa, solicite que elefela justifique sua resposta.
0 Se o sujeito der wma resposta negativa, perguntar: A fingdo deve estar defivida em wn
ponfo p’para que o limife seja dcargado? O que acovtece se f ndo é definida em p?
0
2. Voce podetia escrever uma defindglo para lim, ., [(x) e, maisuma vez, explicar o que significa?

Fonte: Protocolos de pesquisa.

A partir do primeiro roteiro, tinhamos o intuito de verificar a forma em palavras
utilizada pelos sujeitos para especificar lim,_,, f(x) = L. Nossa expectativa, nesse
sentido, foi averiguar que elementos de suas imagens conceituais seriam evocados na
escrita de uma defini¢cdo conceitual pessoal de limite de uma fung¢do e, principalmente, se
0s sujeitos mobilizariam termos vinculados a uma compreensdo de que o limite ¢
(in)alcangavel e/ou intransponivel, conforme apontado em outras pesquisas (TALL;
VINNER, 1981; WILLIAMS, 1991; NASCIMENTO, 2003; JUTER, 2006;
SARVESTANI, 2011; MESSIAS, 2013).

Os graficos representados pelas Figuras 2 e 3 foram incluidos no roteiro com o
objetivo de verificar se os sujeitos evocariam — de maneira semelhante ao que fora
apontado por Przenioslo (2004) e Karatas et al. (2011) — que o valor do limite pode ser
alcangado em determinado ponto se a fun¢do estiver definida nesse ponto, ou ainda, se
relacionariam [limite (in)alcangdvel e (des)continuidade com a presenga do “buraco” no
grafico representado pela figura 2 do TD1.

Ressaltamos, também, que caso os sujeitos investigados apontassem os pontos das
extremidades do gréfico, isto ¢, x = —1 ou x = 3, como exemplos em que o limite ¢ (ou
ndo) alcangado, seria interessante verificar se a ideia de continuidade na extremidade de

um ponto foi evocada e se, para eles, um limite (in)alcangavel em determinado ponto esta
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intimamente relacionado com a (des)continuidade nesse ponto ou ao fato dele estar
definido no dominio da funcgao.

Com o segundo TD, tinhamos o objetivo de verificar se as imagens conceituais
evocadas pelos estudantes eram pautadas em interpretacdes estaticas e/ou dindmicas da
defini¢ao de limite com € e & (TALL; VINNER, 1981; JUTER, 2006; MESSIAS, 2013).

Para isso, elaboramos o roteiro apresentado no quadro 3.

Quadro 2 — Tépico de Discussio 2

1. Vocé poderia escrever uma definicdo para limite de uma funcio e, em seguida, explica-la?
2. Vocé concorda com a afirmagdo: 4 fun¢do alcanga o valor do limite por meio de aproximagoes.
Explique sua resposta.
3. Observe a defini¢do:

[Seja f (x) definida em um intervalo aberto em torno de X, , exceto talvez
em X, ] (PARTE 1). [Dizemos que f'(x)tem limite L quando x tende a X,
¢ escrevemos lim f(x) = L, se para todo & >0, existir um & >0] (PARTE

X=X,
2) tal que [para todos os valores de x, 0 < |x —x0‘< o= ‘f(x)—L|< €]

(PARTE 3).
a) Explique, com suas palavras, o que cada parte da defini¢do acima significa.

b) A defini¢8o evoca a ideia de aproximagdo? Explique.
¢) A definicdo evoca a ideia de que € possivel alcangar o valor do limite? Explique.

d) O que é o limite? O que ele representa?

4. Mostre a figura a seguir:

3 3

Te ;‘—o; At

xg— 8 Xo Xgt+ 8

Fig. 1

a) De que maneira vocé pode relacionar a defini¢@o anterior com a figura 1?

Fonte: Protocolos de pesquisa.

A defini¢do incluida no roteiro do TD2 foi de fundamental importancia, uma vez

que a partir dela foi possivel questionar os sujeitos sobre a presenca ou auséncia de
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dinamismo na defini¢do. Além disso, incluimos a figura nesse Tema de Discussdo com o
intuito de verificar como (ou se) seria estabelecida qualquer relagdo entre a definicdo de
limite e sua interpretacdo geométrica.

Embora tenhamos elaborado roteiros para cada um dos TDs, ndo descartamos a
possibilidade de abordar outras questdes, dependendo da particularidade de cada sujeito, de
maneira a obter informagdes adicionais para nossa analise. As entrevistas foram gravadas e
duraram, aproximadamente, 15 minutos. Ao longo das analises das imagens conceituais
evocadas, os sujeitos investigados serdo identificados como S01, S02, S03. A letra P sera

utilizada para identificar os pesquisadores.
Compreensiao dos sujeitos da pesquisa sobre o conceito de limite

Em se tratando do primeiro Topico de Discussdo, observamos evocacdes pautadas
na ideia de aproximacao. Nesse sentido, termos que atribuem movimento a fun¢do foram
utilizados pelos sujeitos investigados. Como exemplo, destacamos no quadro 4 o trecho da
entrevista realizada com o sujeito SOl que, por sua vez, mobilizou uma ideia de

aproximagao quando foi solicitado que ele explicasse o que lim f(x) = L significava para

ele.

Quadro 3 — Evocacgdes do sujeito SO1 sobre limite

P:Primeiramente, gostaria de saber o que lim f(x) = L significa pra vocé.
x—>x0

S01: E um valor que tende a L em um ponto ‘a’, ndo que alcance L, mas se aproxima de L.

P: Essa proximidade depende de que exatamente?

S02: Até onde eu sei, vocé se aproxima tanto pela direita quanto pela esquerda de tal modo
que eles quase se encontram, mas ndo chegam naquele ponto.

[..]

P: Entdo... eu vou te mostrar um exemplo de outra funcdo (figura 2 do TDI1). Nesse caso, o
que pode ser dito sobre o limite em x —2?

S01: Em x=2... ele existe. Tanto que existe uma aproximacdo pela direita e pela esquerda so
que ela (a fungdo) ndo é continua, porque em x=2 ela é um intervalo aberto.

P: E isso influencia o fato do valor do limite ser ou ndo alcan¢ado?

S01: Nao. Também ndo [ ...] A fungdo alcanca o limite, mas ela ndo é continua.

Fonte: Parte da transcrigdo da entrevista concedida pelo sujeito SO1.

As respostas do sujeito SO1 no Quadro 3 evocam expressdes dinamicas, tipicas de

uma imagem conceitual, caracterizada pela ideia de que o limite ¢ um valor do qual nos
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aproximamos sem, no entanto, alcangé-lo ou ultrapassa-lo. Em outras palavras, a ideia de
que f(xq) # L fez parte da imagem conceitual desse sujeito. Esse tipo de interpretacdo
também foi observado em pesquisas anteriores, como nas de Tall e Vinner (1981), Willians
(1991), Nascimento (2003), Juter (2006), Sarvestani (2011), Messias (2013). Ao mesmo
tempo, observamos que sua imagem conceitual entra em conflito quando ele afirma que “a
funcdo alcanga o limite, mas ela ndo ¢ continua”. Ou seja, o fato do limite ser ou ndo
“alcangado” se configurou para ele como um fator de conflito cognitivo’.

E importante ressaltar que SO1 nio condicionou a existéncia do limite a0 dominio
da funcdo. Nesse sentido, sua imagem conceitual difere dos apontamentos de Przenioslo
(2004) e Karatas et al. (2011). Para o sujeito, continuidade implica na auséncia de buracos
no grafico da funcdo. Ele ndo se atentou para o fato de que a fung¢do era continua em todo o

seu dominio e que x = 2, na verdade, ndo representava um ponto de descontinuidade, pois

ele ndo esta definido em f®.

O sujeito SO02 — assim como SO01 — mobilizou a ideia de que f(x,) # L (TALL;
VINNER, 1981; WILLIAMS, 1991; NASCIMENTO, 2003; JUTER, 2006;
SARVESTANI, 2011; MESSIAS, 2013). Essa evocacdo pode ser observada no trecho de

sua entrevista apresentado no Quadro 4 (a seguir).

> Terminologia utilizada por Tall (1988);
% Para melhor entendimento acerca da compreensdo de estudantes sobre (des)continuidade, sugerimos a
leitura de Karatas et al (2011), Messias e Brandemberg (2015) e Jayakody e Zazkis (2015 ).
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Quadro 4 — Evocacgdes do sujeito S02 sobre limite

P: Entdo, a primeira coisa que eu queria te perguntar é o que lim f(x) = L significa pra

x—>x0
vocé.
S02: E... (pausa) olhando assim para um grdfico, seria o valor que a funcdo teria no ponto, se
o grdfico dela passasse nesse ponto. Basicamente isso.
P: Ok. Tu podes entdo dar um exemplo de uma fungdo que ndo alcanga o valor do limite em
determinado ponto?
x,sex <1

S02: Essa fun¢do aqui, formada por f(x) = {3 o sex>

essa fun¢do ndo vai ser continua. Se eu for calcular o limite quando x tender a 1, no ponto
onde ela ndo é continua. Se eu for calcular o limite no caso como ela tem duas sentengas,
entdo o que a gente vai fazer, calcular os limites laterais. Os limites pela esquerda e pela
direita, ne? Entdo, se eu for calcular o limite pela esquerda, o que eu vou encontrar? Vou
encontrar 1. Se eu for encontrar o limite pela direita, vou encontrar 2. Os limites laterais sdo
diferentes, entdo o limite ndo vai existir, entdo como eu vou alcangar? Entdo o limite ndo
existe.

P: Entdo se o limite existir, entdo L pode ser alcangado?

S02:Sim. Perai. Deixa eu pensar um pouquinho. Vamos analisar. Se o limite da funcdo existe e
a funcdo alcanca o valor do limite é porque a funcdo tem que ser continua para poder
alcancar o limite no ponto dado. E, acredito que sim, se ela for continua, entdo ela alcanca o
valor do limite.

1(desenha o grdfico). No ponto 1,

[-]

P: (...) Como vocé definiria limite? Fique a vontade para escrever uma defini¢do.

S02: O limite é um valor que a fun¢do tem ou teria no ponto P, dependendo da continuidade.
Se ela for continua em P, entdo o limite dessa fungdo vai ser o proprio f(P). Se ela ndo for,
seria o valor que a fungdo teria, digamos assim, em P.

(nesse momento o aluno entrega sua defini¢do conceitual pessoal escrita)

P: Certo. Vocé coloca em sua defini¢do ‘seja f uma fun¢do e P um ponto no dominio de f.
Entdo P tem que pertencer ao Dominio da funcdo?

S02: Sim.

P: Certo. Ai, continuando, vocé colocou em sua defini¢do que f{(x) é a fung¢do e esse f(P) é o
limite?

S02: Sim...Se a fungdo for continua.

P: Entdo, para melhor ajustar aqui, quando vocé coloca |f (x) — f(P)| < € me dd a entender
que f(P) é o limite, entendeu? De que outra maneira vocé poderia escrever sua defini¢do?
S02: Tirando o modulo? (pausa). E o limite aqui. Vai ser f(P) se for continua.

Fonte: Parte da transcri¢@o da entrevista concedida pelo sujeito S02.

Mediante a transcri¢do destacada no Quadro 4, percebemos que o sujeito S02
mobilizou, inicialmente, a ideia de f(xy) # L (TALL; VINNER, 1981; JORDAAN, 2005;
JUTER, 2006; MESSIAS, 2013; MESSIAS; BRANDEMBERG, 2014). Em outro
momento, o sujeito evocou a relagdo entre limite e continuidade para explicar que,
dependendo da situagdo, o limite pode ser alcancado. Nesse sentido, de maneira

semelhante ao que fora apontado por Juter (2006), a ideia de que o valor do limite pode ser
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alcancado algumas vezes fez parte da imagem conceitual de S02. Desse modo,
evidenciamos um conflito entre essa evocacao e sua primeira defini¢do conceitual pessoal
(na qual mobilizou que f(x,) # L ).

Observamos, ainda, que, ao escrever uma defini¢do conceitual pessoal para limite,
o sujeito SO2 apresentou conflitos relacionados a existéncia do limite em um ponto P estar
vinculada ao fato de P estar definido no dominio da fungdo, conforme também destacado
por Przenioslo (2004) e Karatas et al. (2011). Ressaltamos que — diferente do que fora
apontado por Amatangelo (2013), Nascimento (2003), Przenioslo (2004), Karatas et al.
(2011) — S02 ndo evoca que a existéncia do limite em um ponto resulta, necessariamente,
na continuidade nesse ponto. Ou ainda, que descontinuidade implica na ndo existéncia do
limite, conforme verificamos em outros estudos (dentre eles, TALL; VINNER, 1981;
JUTER, 2006; BRANDEMBERG; MESSIAS, 2016).

No que concerne ao segundo tema de discussdo, apresentaremos, neste artigo,
trechos da entrevista realizada com o sujeito S03 (ver Quadro 5). Em suas evocagoes,
verificamos interpretagdes que também sugerem uma concepcdo dindmica do conceito de

limite, conforme apontado em Tall e Vinner (1981) e Messias (2013).

Educagdo Matematica em Revista, Brasilia, v. 23, n. 59, p. 6-23, jul./set. 2018. 17



Quadro 5 — Evocagdes do sujeito S03 sobre limite

P: Bem, eu gostaria que vocé escrevesse uma defini¢do para limite de uma fungdo e, em
seguida, explicasse essa defini¢do.

S03: Bem, pra mim, ¢ um valor que a fungdo se aproxima.

P: Eu vou fazer uma afirmagdo, e eu queria que vocé me dissesse se concorda ou ndo com ela.
“A fun¢do alcanga o valor do limite por meio de uma aproximagdo”.
S03: O limite é de certa maneira uma aproximacao.

P: Entdo, eu vou te mostrar uma definigdo, dividida em 3 partes. A primeira: “Seja f(x)

definida em um intervalo aberto em torno de X, exceto talvez em xy". O que ela significa pra

ti? (de certo, deve haver erro de digita¢do na afirmag¢do do pesquisador! Verificar...)
S03: Ela pode chegar no ponto xo ou ndo, né? No caso dela chegar, ela vai ser continua,
sendo, vai ser descontinua.

P: Certo. E a segunda parte: “Dizemos que f(x) tem limite L quando {ytende a X, e

escrevemos lim f(x) =L, se para todo x,>0, existir um[()>0". O que tens a dizer da
X=Xy

segunda parte?

S03: Até onde me lembro das defini¢oes, épsilon e delta sdo os intervalos.

P: Mas o que essa relagdo entre € e § significa pra ti?

S03: (...) épsilon é a aproximagdo no grdfico de x e xq e o delta, no caso, é a aproximagdo no

eixo das ordenadas.

[-]

P: Bem, dé uma olhada na defini¢do como um todo. Ela evoca a ideia de aproximag¢do?

S03: Sim, porque existe um intervalo entre x e x,.

P: Pela defini¢do, tu achas que ela evoca a ideia de que o limite pode ser alcan¢ado?

S03: Ndo tem essa ideia de que chega no ponto, porque é um intervalo aberto. A exclusdo do
ponto ndo tem essa ideia de que vocé pode chegar nele, e sim de que vocé pode se aproximar
dele.

P: Entdo, a partir da defmgao o que é limite? O que ele representa?

S03: E uma aproximagdo. E uma aproximagdo em um intervalo em x e f(x).

P: De que maneira tu podes relacionar essa figura com a defini¢do?

S03: Esse x definido nesse intervalo aqui... pode perceber que ¢ menor que delta, mas também
ndo ¢ zero. Acho que é isso... ndo sei... so sei que os valores ndo saem do intervalo.

Fonte: Parte da transcri¢@o da entrevista concedida pelo sujeito SO03.

O sujeito S03 mobilizou, em sua imagem conceitual, elementos pautados na ideia
de que o limite ¢ tanto um processo de constante aproximag¢do quanto um valor alcancado
pela fungdo. Além disso, evidenciamos que ele teve dificuldades em explicar a relagao
entre € e § € ndo percebeu a inversdo da relagdo entre os eixos presentes na definicdo de

limite’ (ZUCHI, 2005; JUTER, 2006). Observamos, nesse sentido, que para S03, “épsilon

7 Utilizamos a expressdo ‘inversio da relagdo entre os eixos’ ao nos referirmos ao fato de que, do ponto de
vista da defini¢do de limite de uma funcdo, tal a relagdo é estabelecida a partir do eixo das ordenadas (e néo
das abcissas), de modo que f(x)permanece no intervalo (L + €, L — €) para todo x # x, pertencente ao
intervalo (xy, — 6, xy + 6).
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¢ a aproximacdo no grafico de x e xy ¢ o delta, no caso, ¢ a aproximagdo no eixo das
ordenadas” (transcri¢do da resposta de S03 — quadro 6).

No que concerne a figura mostrada durante a entrevista, observamos que o sujeito
ndo correlacionou, de fato, a definicdo formal de limite e sua representacdo grafica
(ZUCHLI, 2005), mas entende que existe uma relagdo que ¢ estabelecida nos intervalos

compreendidos pela defini¢do, a qual o valor do limite pertencera.
Algumas consideracoes
Apresentamos, neste trabalho, uma analise das imagens conceituais evocadas por

trés estudantes acerca do conceito de limite de uma funcao. Os resultados obtidos em nossa

investigagdo nos levaram a algumas evocagdes sobre o referido conceito:

1 O limite ¢ um valor a ser alcancado pela funcdo através de constantes
¢ p
aproximagoes;
(i1) lim,_,,, f(x) = f(x); limite € alcangavel,

(iii))  Aproximamo-nos do limite sem, no entanto, alcangd-lo ou ultrapassa-lo;

f(xo) # L

(iv)  Se a € definido no dominio da fung@o, entdo lim,_,,, f(x) = f(xo) existe;

As imagens conceituais relacionadas a (i), (ii) e (iii) sdo semelhantes aquelas
obtidas por Tall e Vinner (1981), Nascimento (2003), Przenioslo (2004), Karatas et al.
(2011), Amatangelo (2013) e Messias (2013). As respostas dos estudantes nos permitiram
observar que eles, de fato, relacionam o limite com interpretagdes dinamicas que, por
vezes, se constituem como fatores de conflito em potencial, especialmente no que concerne
a discussdo sobre alcancgar (ou ndo) o valor do limite. A defini¢do conceitual pessoal de um
dos sujeitos condicionou a existéncia do limite ao dominio da funcdo (iv), tal qual fora
observado por Przenioslo (2004) e Karatas et al. (2011).

Ressaltamos, nesse sentido, que as respostas dos sujeitos foram pautadas
exclusivamente em elementos que compuseram suas imagens conceituais. Entendemos —
na mesma perspectiva de Vinner (1991) — que seja dificil treinar o sistema cognitivo com o
intuito de “for¢a-lo” a consultar defini¢des e, principalmente, refletir sobre a matematica
que as constituem enquanto formamos uma imagem conceitual e/ou somos submetidos a

tarefas que contemplem determinado conceito.
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Observamos, também, que alguns dos elementos que compuseram a imagem
conceitual dos sujeitos se mostraram incoerentes com a teoria formal, especialmente
devido as interpretagdes contraditérias relacionadas ao conceito de limite que foram
evocadas ao longo das entrevistas. As respostas intuitivas dos sujeitos S01, S02 e S03

podem ser esquematizadas conforme a |Figura 2.

Figura 2 — Resposta Intuitiva dos sujeitos investigados

Resposta ao estimulo

Imagem conceitual
Definicao Conceitual
Concepg¢do dindmica, limite (in)
alcangavel, limite intransponivel

limyey, £(x) = f(x0), f(x0) # L

Limite de uma funcao

Estimulo: Topico de discussao

Fonte: Elaboragdo nossa.

A Figura 2 representa a maneira como os individuos mobilizaram os elementos que
os auxiliaram a responder aos estimulos que, nesse caso, foram os questionamentos sobre
limite relacionados aos topicos de discussdo. Eles ndo consultaram a cela® da definigdo
conceitual no sentido de confrontd-la com suas evocagdes sobre o conceito para que, por
fim, eles pudessem responder o que lhes fora solicitado.

As respostas intuitivas dos individuos basearam-se em evocagdes que compuseram
suas imagens conceituais € que, por sua vez, podem ter sido concebidas mediante
experiéncias anteriores de aprendizagem que os tenham levado a formagdo de uma imagem
conceitual incompleta e/ou incoerente sobre o conceito de limite de uma fungao.
Ressaltamos, ainda, que o proposito deste estudo foi alcancado, ja que verificamos a
compreensdo de estudantes sobre o conceito de limite de uma func¢do, mediante a analise
de suas evocagdes ao longo da investigagcdo, fato que nos permitiu elencar alguns dos

elementos que compuseram suas imagens conceituais, verificar se (¢ como) atribuem

¥ Brandemberg (2010) utiliza tal expressio ao caracterizar a composi¢io do sistema cognitivo que, por sua
vez, possui duas celas (ou escaninhos), uma da defini¢do conceitual e outra da imagem conceitual.
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concepgdes dindmicas sobre limite, além de averiguar o entendimento desses sujeitos
acerca da interpretagdo geométrica de sua defini¢do formal.

Por fim, entendemos que os resultados apresentados neste trabalho sdo de
expressiva relevancia, uma vez que verificamos alguns dos conflitos cognitivos relativos
ao entendimento (ou falta dele) do conceito de limite de uma fun¢do. Esperamos, nesse
sentido, contribuir para o desenvolvimento de outras pesquisas que apontem para
estratégias pedagdgicas de maneira a viabilizar o aprendizado de estudantes no ambito do

y, 9 . . .
Célculo’, especialmente, em termos conceituais.
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