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INTRODUCAO

As discussdes de Raymond Duval sobre a aprendizagem matematica nos remetem a dois
aspectos fundamentais relacionados as atividades docentes e discentes: um aspecto diz respeito
as condicdes semiocognitivas para que a aprendizagem possa ocorrer; o outro, que € decorrente
dessas condigdes, também semiocognitivo, nos remete a uma analise das atividades didaticas
que possam ser desenvolvidas e analise da producéo discente em relacéo a essas atividades. No
que segue, procurou-se dar elementos tedricos em relagdo ao segundo aspecto, da analise de
atividades didaticas e da producéao discente em atividades propostas.

Duval (1995, 2004A)? consubstancia no primeiro capitulo do livro a sua ideia de
aprendizagem matematica de cunho cognitivo e semidtico. Para tanto, ele criou uma noc¢éo de
representacdo semiotica que denominou de registro para diferenciar de diversos autores que
tém como base também a representacdo semidtica. Para entender a proposta de aprendizagem
matematica desse autor sera necessario entender o que significa registro e outros elementos que
acompanham essa no¢ao. Esse sera o primeiro ponto que analisaremos a seguir.

Em um segundo ponto trataremos das fungbes discursivas que decorrem do uso da
lingua natural na aprendizagem matematica.

Outro momento sera dedicado a aprendizagem da geometria que guarda uma série de
operacgdes semiocognitivas especificas.

Cada capitulo contara com algumas referéncias para complementar e aprofundar os
assuntos discutidos.

Finalmente, analisaremos os elementos apresentados nos itens anteriores e proporemos
uma forma de refletir a preparacéo de aulas e analisar a producdo discente como na andlise a

priori e a posteriori nos termos da engenharia didatica de Douady (1986).

1 REGISTRO E HIPOTESE FUNDAMENTAL DE APRENDIZAGEM MATEMATICA

O registro de representacdo semidtica, ou simplesmente, registro, segundo Duval
(1995, p. 21; 2004A, p. 30) é um conjunto de representacdes que apresentam trés atividades
fundamentais: formacéo e duas opera¢fes semiocognitivas que denominou tratamento e
conversdo. O que significa dizer que o registro ndo € um conjunto qualquer de representacdes,

deve apresentar essas trés atividades. Para Duval (1995, p. 21; 2004A, p. 30),

2 Anotaremos dessa forma o livro de Duval publicado em 1995 em sua versdo original em francés e a
versdo em espanhol de 2004A.
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A questdo da relagdo entre semiose e noesis diz respeito apenas aos
sistemas que permitem essas trés atividades de representacédo, e ndo a
todos os sistemas semidticos.

Duval refere-se a semiose como a “apreensdo ou produgdo de uma representa¢do
semidtica; e noesis aos atos cognitivos como a apreensao conceitual de um objeto...” (1995, p.
2-3; 2004A, p. 14-15). Com isso ele enfatiza a importancia da nocao de registros. Veremos mais
adiante o porqué disso.

A formacdao de um registro diz respeito a maneira como esse conjunto de representagdes
semidticas é constituido. Por exemplo, o conjunto dos numeros racionais Q € bem formado: Q
= {p/q, sendo p inteiro e q # 0 inteiro}. Por essa defini¢do, os racionais contemplam a atividade
de formacéo.

O tratamento refere-se a uma operagao semiocognitiva no interior do conjunto Q. E bem
facil de ver que se pode operar com as quatro operag¢des basicas dois elementos quaisquer de
Q. Além disso, o resultado dessa operacéo é outro elemento desse mesmo conjunto Q.

A conversdo diz respeito a possibilidade de um registro relacionar-se com outro registro.
No caso dos racionais ha muitas possibilidades: citemos por exemplo a relacdo dos racionais
com areas em figuras geométricas.

Um outro registro, 0 mais importante de todos, € o registro da linguagem natural:
contempla essas trés atividades, sendo a atividade de formacdo uma constante aprendizagem.
A parafrase € uma das operages internas a esse registro, € um tratamento, mas existem outros
tipos tratamentos. A conversao pode ser dar, por exemplo, entre o enunciado de um problema
e a equacao ou expressdo matematica equivalente ao enunciado.

Alguns registros exigem muito da aprendizagem da sua formagdo como € o caso, por
exemplo, do sistema de numeragao decimal posicional: os problemas de “empresta um” ou “vai
um” sdo bastante problematicos em operagdes basicas com esse sistema e para supera-los sera
também necessario a aprendizagem da formacdo do registro e ndo s6 do tratamento em si
mesmo.

O tratamento estd intimamente ligado a atividade cognitiva de formacgdo, como
consequéncia disso, a conversao também tem forte dependéncia da formacéo do registro.

Alguns conjuntos semidticos ndo chegam a ser um registro, e podem ser classificados
em sistematico ou assistematico. Em Moretti (a ser publicado) ha um estudo sobre esses tipos
de conjuntos e mostra que reconhecé-los tém implicac6es didaticas importantes.

O Quadro 1 apresenta uma pluralidade de registros, ndo sao apenas quatro, outros podem

ser pensados no interior de cada um deles.

RECEM - Revista Catarinense de Educacdo Matematica



Quadro 1: classificacdo de diferentes tipos de registros utilizados em matematica.

Caracteristica dos Caracteristicas
Registros Tipos de tratamentos das

tratamentos «
representacoes

Associacgdes verbais (conceituais)
Descricéo, definicdo, explicacéo.

Raciocinio: - argumentacéo a A ox Discursiva.
. : ~ Néo séo
Lingua natural partir de observacdes, de NP
algoritmizaveis. . .
Crencas... Multifuncional.
- dedugdo valida a partir de
definicdo ou de teoremas.
Figuras Apreensdo operatoria e ndo
geométricas P P . . .
somente perceptiva. N Discursiva.
planas ou em Néo séo

Construgdo com instrumento.
Modelizacdo de estruturas fisica:
(exemplo: cristais, moléculas...)

perspectivas de
formas em 0D,
1D, 2D, 3D

algoritmizaveis. . .
9 Multifuncional.

Sistema
algébrico.
Sistemas de
escrita: numeéricas . L. Nao discursiva.
T . , . . Sao principalmente
(binaria, decimal, | Calculo literal, algébrico, formal... P P

o algoritmizaveis. .
fracionaria); g Monofuncional.

algébricas,
simbélicas
(linguas formais)
Gréficos . Nao discursiva
. Mudanca de sistema de o
cartesianos Sao principalmente
coordenadas.

(visualizacéo de
variacoes)

algoritmizaveis. Monofuncional.

Interpolacdo, extrapolacgéo.

Fonte: do autor a partir de Duval (2004B, p. 52).

A partir desse quadro, fazemos as seguintes observagoes:

- 0s elementos dos registros sao representaces que podem ser classificadas como discursivos
ou ndo discursivos, e algoritmizaveis ou ndo: “os registros discursivos permitem descrever,
inferir, raciocinar, calcular, enquanto os registros ndo discursivos permitem visualizar o que
ndo é dado de maneira visivel (Duval, 2004B, p. 51);

- 0s registros multifuncionais (tratamentos ndo algoritmizaveis) tém uma larga utilizacdo até na
vida cultural e social, prestam-se a uma gama muito grande de operacdes de tratamento que,
em geral ndo se prestam a transformacdo em algoritmo. J& os registros monofuncionais
(tratamentos algoritmizaveis) sdo especializados em algum tipo de tratamento — possuem um

carater iminentemente técnico.
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1.1 Por que o uso de representagdo em matematica? A hipotese fundamental de
aprendizagem.

O uso de representacOes semiodticas em matematica € obrigatério, por uma razao
bastante simples, 0s objetos matematicos sdo ideais. Diferente de outras disciplinas em que a
criacdo de instrumentos, que permitem ter acesso aos objetos real de estudo, como foi o caso,
por exemplo, do microscopio na biologia que deu o acesso aos elementos de uma célula, e a
luneta na astronomia inventada por Galileu Galilei que lhe permitiu ver com proximidade os
objetos celestes e estudar seus movimentos. J4 a matematica cria 0s seus proprios registros
como foi 0 caso do sistema cartesiano de Descartes.

No entanto, ndo podemos nos esquecer, conforme afirma Granger, que “... muitas vezes
0s conceitos matematicos foram forjados a proposito de questdes colocadas pela observacao
empirica;” (1994, p. 59).

O esgquema da figura abaixo retrata a proposta de aprendizagem matematica segundo

Duval.
Figura 1: Modelo de representacdo centrado na funcgéo de objetivacéo.

Conceito, objeto cognitivo

representado
Tratamento Tratamento
Conversio coordenada
de A para B
Registro A > Registro B
f Conversio coordenada \
. de B para A
Formacao Formacio

Fonte: do autor a partir de Duval (1995, p. 67; 2004A, p. 68).

A Figura 1 apresenta dois registros, e por serem registros possuem as atividades de
formacéo, tratamento e conversdo. Nao é uma relacdo de conversdo simples entre esses dois
registros para que a aprendizagem possa ocorrer, essa relacdo deve ser coordenada, e para isso,
é preciso reconhecer os elementos significantes em cada registros (formacéo), como operam
(tratamento) e como essa operacdo em um dos registros se relaciona com os elementos e

operagédo no outro registro (conversdo). Veremos, a seguir, um exemplo dessa situacao.
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Exemplo 1. Equacéo e gréfico da reta.

Consideremos as retas de equacdo y = ax + b, sendo a e b nimeros reais. Esse conjunto
de representac@es € um registro? Vejamos:

- formacéo. Esse conjunto é bem formado exatamente pela apresentacdo das retas de equagéo y
= ax + b, a e b nimeros reais;

- tratamento. As retas y = ax + b que estdo na forma reduzida, podem ser transformadas em
outras formas como a equacao geral, equacdo segmentaria etc. Com a equacdo da reta €
possivel, por exemplo, determinar algum ponto, o ponto de interseccdo entre duas retas etc.

- conversdo. As retas y = ax + b podem serem relacionadas com retas no plano cartesiano. De
fato, a gente pode pensar uma reta no plano cartesiano ou a equacéo dela.

Consideremos as retas y = ax + b, sendo a e b nimeros reais, posicionadas no plano
cartesiano. Esse conjunto das retas no plano cartesiano é um registro? VVejamos:

- formacdo. Esse conjunto é bem formado com as retas posicionadas no plano cartesiano;

- tratamento. Com uma reta no plano cartesiano € possivel determinar a interseccdo dela com o
eixo das abscissas; pode sofrer uma mudanca de posicdo como em uma translacéo etc.;

- conversao. As retas no plano cartesiano podem estar relacionadas com as retas de equagéo y
= ax + b do sistema algébrico.

Além das operac¢des que cada um desses registros pode efetuar, uma vez que o conjunto
das retas de equacdo y = ax + b € um sub-registro do “Sistema algébrico” e o conjunto das retas
no plano cartesiano é também um sub-registro dos “Graficos cartesianos” (ver Quadro 1),
destacaremos a operacdo de translagdo. Consideremos a reta na forma y — b = ax obtida a partir
da reta na forma reduzida y = ax + b, teremos no plano cartesiano: - translacdo vertical de y =
ax para cimaem b unidades, caso b > 0; - translacdo vertical de y = ax para baixo em b unidades,

caso b < 0; - no caso em que b = 0, a reta se mantém na origem do sistema.

Figura 2: eshboco do grafico de y = -3x + 5 a partir de y = -3x

Transla¢io vertical
algébrica y _ 5= _3x

y =-3x A

—IT X N

Transla¢io vertical
cartesiana

Fonte: do autor.
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Além das possibilidades que essas retas podem operar no interior de cada registro,
algébrico ou geométrico-cartesiano, hd uma operagdo que guia esses dois sub-registros que é a
translacéo vertical. Observemos o exemplo da Figura 2.

No sistema algébrico, a equacao retay = -3x + 5 é transformada em y — 5 = -3x. A reta
y = -3x é posicionada no plano cartesiano e sofre translacdo vertical em 5 unidades que
transformay = - 3x emy - 5 = -3x no sistema algébrico, e no plano cartesiano, o deslocamento
para cima em 5 unidades.

Essa ideia de esbogo de curvas baseia-se essencialmente na operagdo de translagéo.
Diferentemente de Duval (2011A)* que tratou do esboco de retas analisando as variagdes dos
coeficientes a e b da equacdo y = ax + b concomitante a variacdo posicional da reta no plano
cartesiano. Sao perspectivas diferentes para 0 mesmo problema:

- 0 uso da translagé@o pode ser facilmente estendido para outras fungdes ou equag6es. Equacdes
com mais de dois coeficientes, como é o caso por exemplo das fun¢des quadraticas, o estudo
das variagOes dos coeficientes pode se tornar muito confuso: para o caso de dois coeficientes
da reta, Duval (2011A) estudou 18 posi¢des qualitativas diferentes o que tornaria essa analise
impraticavel para um estudo com trés ou mais coeficientes. No entanto, a partir desse estudo,
ele estabeleceu uma possibilidade de esboco de curvas que valoriza as variagdes dos elementos
significantes em cada registro e a caracterizou como sendo “interpretagdo global de
propriedades figurais”, mais adiante em Duval (2004B, p. 66) passou a denominar
simplesmente de “apreensao global qualitativa”;

- 0 uso da translacdo como se pode observar no exemplo da Figura 2, valoriza o coeficiente
angular a, que nada mais é do que a taxa de variacdo (derivada de primeira ordem) de y = ax
+ b, coeficiente muito importante na interpretacdo de muitos problemas praticos. Sobre o uso
da translacdo e outros elementos no esboco de curvas, consultar o e-book Moretti e Sabel
(2023).

1.2 A nocdo de congruéncia semantica e equivaléncia referencial

Na transformacdo de uma representacdo a outra pode surgir um fenémeno
semiocognitivo que Duval denominou congruéncia semantica. Este fendbmeno pode ser ainda
mais sensivel em transformacdes de representacdes do tipo conversédo, ou seja, transformacgoes

que ocorrem entre dois sistemas semioticos distintos:

3 Este artigo é uma traducdo do artigo denominado “Graphiques et équations: L articulation de deux
registres” publicado por Duval em 1988.
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A passagem de uma representacdo a outra se faz de forma esponténea
quando as trés condicbes seguintes sdo preenchidas: (1)
correspondéncia semantica entre as unidades significantes que as
constituem; (2) a mesma ordem possivel de apreensdo dessas unidades
nas duas representacdes; (3) e para converter uma unidade significante
da representacdo de partida em uma s6 unidade significante na
representacdo de chegada (DUVAL, 1995, p. 5-6; 1004A, p. 17).
Duas representagdes podem ser congruentes, mas podem ndo possuir a mesma
referéncia, ou seja, o objeto a que elas se referem ndo s&o os mesmos. E bom destacar também
que duas representacGes podem ser congruentes quando da passagem em um sentido e ndo

serem congruentes no sentido inverso.

Exemplo 2. Problema das bolinhas de gude

Consideremos o seguinte enunciado de um problema:
Francisco tem 20 bolinhas de gude a mais do que Mariana. Francisco e Mariana tém juntos
230 bolinhas. Determine a quantidade de bolinhas que cada um deles tem.
Se designarmos F a quantidade de bolinhas de Francisco e M a de Mariana,
F+20=M,
¢ congruente com a frase “Francisco tem 20 bolinhas de gude a mais do que Mariana”, mas o
valor verdade mudou, ou seja, ndo ha equivaléncia referencial. J& a expressdo matematica,
F-20=M
ndo € congruente, mas mantém a equivaléncia referencial, ou seja, o valor verdade, em ambos

0S casos, mantém-se 0 mesmo.

A expressao algébrica
F+ M =230,

é congruente e mantém a equivaléncia referencialmente com a frase “Francisco e Mariana tém
juntos 230 bolinhas.”.

A nocéo de congruéncia semantica é parte de um estudo maior, esté inserida no estudo
da compreensdo de texto (ver capitulo VI em Duval (1995; 2004A) e Moretti (2022B)):
- diz respeito a organizacdo redacional do texto. Esse aspecto esta relacionado aos trés critérios
da congruéncia semantica ja& mencionados anteriormente;
- relativo ao conteddo cognitivo que o texto pretende expressar. A isso relaciona-se, nos
critérios de congruéncia semantica, as unidades significantes em cada registro (MORETTI,;
BRANDT; ALMOULOUD, 2022A). No entanto essas unidades podem nao ser suficientes para

espelhar o contetido cognitivo como um todo. No caso das bolinhas de gude de Francisco e
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Mariana, consideramos “F + M = 230" congruente com a frase “Francisco e Mariana tém juntos
230 bolinhas.” mesmo que o critério de ordem de apari¢do das unidades significantes nao €
mantido. A razdo disso € que a frase em lingua natural é bastante comum e ndo acarretaria
algum problema na conversao para a equacao algébrica.

Os critérios de nocdo congruéncia elaborados por Duval (1995, 2004A) pressupde dois
registros, um de partida e outro de chegada. Em geral, se sabe o que se quer e a avalia¢do do
resultado fica mais evidente, basta verificar se a mudanca de representacéo foi feita a contento.
No caso do problema do Francisco e da Mariana, o registro de partida é a lingua natural, e o de
chegada é o algébrico, e quando o aluno chega as formulag6es corretas das equacdes, supde-se
que ele tenha compreendido o enunciado. Mas, a situacdo ndo € a mesma quando nao se pode
usar esses critérios e, neste caso, precisamos ir além e consultar a ideia de compreensédo de

texto.

1.3 Resumo do capitulo 1
Conceitos basicos da teoria semiocognitiva

Nessa primeira parte, temos algumas palavras-chave importantes na analise da produ¢édo
dos alunos e na preparacéo de atividades de ensino:
- registro; as atividades de formacao, tratamento, conversdo coordenada; unidades significantes;
congruéncia semantica e equivaléncia referencial.

Ainda no Exemplo 2 aparecem dois tipos de designacdo: F para Francisco, M para
Mariana; F —20 =M e F + M + 230 que séo operacdes da funcao referencial, e que trataremos

a seguir com mais profundidade no estudo das funcdes discursivas da lingua.

1.4 leituras complementares
(A ordem de apresentacao dos onze primeiros textos cientificos € uma sugestéo de leitura).

1 - DUVAL, R. Registros de representacdo semiotica e funcionamento cognitivo do
pensamento. Trad. Méricles T. Moretti. REVEMAT, v. 7, n. 2, 2012.

2 - MORETTI, Méricles T. O papel dos registros de representagdo na aprendizagem de
matematica. Contrapontos (Online), v.1, 2002.

3 - MORETTI, Méricles T. A Nocdo de Registro em Raymond Duval In: Moretti, Florilégio de
pesquisas que envolvem a teoria semiocognitiva de aprendizagem matematica de Raymond
Duval - parte 2. (Orgs. Méricles T. Moretti; E. Sabel). Floriandpolis: GPEEM/UFSC, 2023.
Disponivel em: https://repositorio.ufsc.br/handle/123456789/203982

4 - DUVAL, R. “Quel cognitif retenir em didactiques des mathématiques?”’. RDM, v. 16.3,
1996.

5 - Introducdo e capitulo 1 em DUVAL (1995, 2004A).
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6 - DUVAL, R. Gréficos e equacOes: a articulagdo de dois registros. Trad. de Méricles T.
Moretti. REVEMAT, v. 6, n. 2, 2011.

7 - DUVAL, R. Diferencas semanticas e coeréncia matematica. Trad. Méricles T. Moretti.
REVEMAT, v. 7, n.1, 2012.

8 - MORETTI, Meéricles T.; BRANDT, C. F.; ALMOULOUD, Saddo Ag. Congruéncia
semantica: um fendémeno semiotico e cognitivo a ser levado em conta na aprendizagem
matematica. Quadrante. v. 31, n. 1, 2022.

9 - MORETTI, Meéricles T.; BAERLE, L. D. M. O uso de Representacfes Auxiliares na
Aprendizagem Matematica: Um Olhar Semiocognitivo segundo Raymond Duval. Educacao
Matematica Pesquisa. v. 24, 2022.

10 - MORETTI, Méricles T.; BRANDT, Celia F. Dificuldades na resolucdo de problemas
aditivos a uma operacdo: ponto de encontro esclarecedor a luz da nogdo de congruéncia
semantica. Revista Acta Scientiae, v. 16, 2014.

11 - MORETTI, Méricles T. A Translacdo como recurso no esboco de curvas por meio da
interpretacdo global de propriedades figurais In: Aprendizagem em matematica: registros de
representacdo semidtica. (Org. S. D. A. Machado). Campinas: Papirus, 2011.

- MORETTI, Méricles T. A Regra dos Sinais para a Multiplicagdo: ponto de encontro com a
nocao de congruéncia semantica e o principio de extensdo em matematica. Bolema - Boletim
de Educacdo Matematica, v. 26, 2012.

- HILLESHEIM, SELMA F.; MORETTI, Méricles t. Congruéncia Semantica: implicacdes
didaticas no ensino da regra dos sinais. INTERMATHS: Revista de Matemaética Aplicada e
Interdisciplinar, v. 1, 2020.

- MORETTI, Méricles T.; A. A. THIEL. O ensino de matematica hermético: um olhar critico a
partir dos registros de representacdo semidtica. Praxis Educativa, v. 7, 2012.

- MORETTI, Méricles T.; FERRAZ, A. G.; FERREIRA, Vero6nica G. G. Estudo da conversdo
de funcdes entre registros simbolico e grafico no ensino universitario. Quadrante (Lisboa), v.
17, 2008.

- MORETTI, Méricles T.; BRANDT, Celia F. (Orgs.) In Florilégio de pesquisas que envolvem
a teoria semiocognitiva de aprendizagem matematica de Raymond Duval. Floriandpolis:
Revemat/UFSC, 2020.

Disponivel em: https://repositorio.ufsc.br/handle/123456789/203982

2 - AS FUNCOES DISCURSIVAS DE UMA LINGUA

O Capitulo I em Duval (1995; 2004A) é dedicado as fungdes discursivas de uma lingua.
Fixaremos o0 nosso olhar nas fung@es discursivas relacionadas principalmente a aprendizagem
matematica. Duval (1995, p. 91; 2004B, p. 88-89) elenca quatro fungbes discursivas que
resumidamente sao:

- a funcéo referencial que permite a designacédo de objetos;

- a funcéo apofantica que permite, sob a forma de uma proposicdo dizer alguma coisa dos
objetos que sdo designados;

- a fungdo de expansdo discursiva que permite a ligagdo de uma proposi¢cdo com outras

proposicgoes;
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- a funcéo de reflexividade que permite, por aquele que enuncia, estabelecer o valor, 0 modo
ou estatuto de uma expresséo.

Neste trabalho iremos tratar das fungdes apofantica, referencial e expansao discursiva.

2.1 A funcgdo apoféntica (enunciados completos)

Uma expressdo que preenche a func¢do apofantica deve proporcionar sentido completo
em que “a expressdo produzida toma um valor determinado no universo cognitivo,
representacional ou relacional dos interlocutores (DUVAL, 1995, p. 111-112; 2004A, p. 105).
Este valor pode ser l6gico (falso, verdade), epistémico (certeza, possibilidade, absurdidade etc.)

e social que obriga a uma resposta, uma ordem a ser executada etc.

Figura 3: a fungéo apofantica e operacdes.

Operacoes Valores

Predicacio Légicp )
Ilocugao Epistémico
Predic. e ilocuciio Social

Funcio apofantica

Fonte: o autor a partir de Duval (1995, p. 111-120; 2004A, p. 104-113).

Uma das operac¢des dessa funcdo é a predicacdo que permite ligar uma propriedade, de
uma relacéo a designacao de algum objeto. A segunda operacao refere-se ao ato ilocutdrio que
“por meio da producio de um enunciado confere a este enunciado um valor social de algum ato
gue engaja o locutor ou o destinatario (DUVAL, 1995, p. 113; 2004A, p. 107). Sdo exemplos
de ato ilocutorio, solicitar, ordenar, aconselhar, questionar, prometer etc.

Em relacdo as operacOes de predicacdo e ilocugdo, Duval (1995, 2004A) apresenta
diversas formas de expressdes em lingua natural associadas a estas duas opera¢oes:

- para a predicacdo a forma associada é a proposicao;

- para a ilocucédo, podem ser frases verbais ou nominais, uma s6 palavra, que tomam um valor
social de ordem, interpelacéo etc.;

- para a predicacgéo e ilocucdo, frase simples ou composta que prendem um valor social de

ordem, interpelacéo etc.

2.2 A funcao referencial - designacéo de objetos

Duval (1995; 2004A), a partir dos trabalhos de Frege (1892) e Russel (1905), nomeia
quatro tipos de operagOes da fungdo referencial e trés léxicos dessas operacOes, conforme

apresentamos na Figura 4 a seguir.
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- As operac0es de designagao

A designacdo pura é um ato de identificacdo de um objeto. Quando eu designo M como
sendo a quantidade de bolinhas de gude que Mariana possui, estou atribuindo a letra M uma
identificacdo que a letra escolhida ndo possui nenhuma significacdo, apenas, nesse caso, tem

uma caracteristica mnemanica por ser a letra inicial do nome Mariana.

Figura 4: a funcdo discursiva referencial, operaces e l1éxicos.

Operacoes
Léxicos
Designacio pura Sistematico
Associativo

Categorizacao simples
Determinacao
Descricao

De extensio semantica

Funciao Referencial

Fonte: o autor a partir de Duval (1995, p. 98-105, 2004A, p. 94-104) e Duval (2020, p. 40-41).

Em algumas situacdes se pode recorrer a diversas nomeag6es em uma mesma expressao,
como por exemplo, “seja h a altura relativa ao lado AB do tridngulo ABC”: o tridngulo possui
trés alturas, essa designacdo identifica uma delas. Essa mesma frase pode ser enquadrada
também como uma operacdo de categorizacdo simples uma vez que identifica o objeto por
uma de suas qualidades que € o fato de ser uma das alturas, aquela relativa ao lado AB.

A operacdo de determinacado é um tipo de designacdo em que o objeto é precisamente
identificado pela operacdo de categorizagdo, como por exemplo, “seja p Um numero par”. J4 a
operacao de descricdo, identifica um objeto por meio de diversas categorizagdes como por
exemplo “seja P o ponto de intersec¢do das medianas de tridngulo”. No caso, esse ponto tem
um nome que é baricentro. No entanto, uma lingua nem sempre tem nome para todos 0s seus
objetos, por essa razao é importante recorrer a operacao de descricao para designar um objeto.
Isso ocorre também na vida social em que alguém nédo lembra o0 nome do objeto, mas o identifica
por uma série de caracteristicas funcionais ou propriedades desse objeto: “eu ndo me lembro do
nome, mas fala que serve para apertar parafusos” por esquecer do nome “chave-de-fenda”.

Além dessas quatro operacdes de designacdo que muitas vezes se confundem, Duval
(2020) acrescenta uma outra, a operacdo de designacdo funcional. para equacionar um
problema, muitas vezes sera necessario saber apresentar duas expressGes simbélicas com

sentidos distintos:
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... uma letra sendo escolhida para designar um dos dados do problema,
a segunda, um sintagma operatdrio* construido com essa letra para
designar funcionalmente o outro dado do problema. Equacionar os
dados de um problema consiste em alterar o registro de representacao,
no qual os dados séo apresentados (DUVAL, 2020, p. 40-41).
No Exemplo 2, tratado anteriormente, designamos por F a quantidade de bolinhas que
Francisco tem, M a quantidade de Mariana e a designacao funcional F—20=Mou (F=M +

20) para a frase “Francisco tem 20 bolinhas de gude a mais do que Mariana.”.

- Os léxicos das operaces de designacao

Os léxicos referem-se as palavras, simbolos ou signos utilizados para permitir que uma
das operacdes de designacao possa ser efetivada. Para a operacao de designacgdo pura basta uma
um signo (uma letra, uma palavra), a Unica restricao é de que ndo se pode usar 0 mesmo signo
para mais de uma designacgdo. Ja os Iéxicos sistematicos sdo constituidos da seguinte maneira:
“considera-se um conjunto de objetos elementares e suas designacGes a partir de simbolos
arbitrarios, os objetos complexos séo entdo designados a partir desses tltimos” (GRANGER
(1979, p. 24)° citado por DUVAL (1995, p. 101; 2004A, p. 97)). A escrita de um niimero na
base decimal é um exemplo, qualquer um desses niUmeros comporta apenas signos de 0 a 9 da
base decimal. Para indicar outro numero que ndo seja natural, sera preciso adicionar outros
signos como um traco horizontal, por exemplo, para o caso de um nimero negativo. O que
mostra que para 0S racionais sera preciso acrescentar outros objetos elementares de base: traco
horizontal para o caso dos racionais negativos, barra de fragdo ou outro signo para representar
a divisdo, virgula para indicar um numero decimal e algum signo para indicar um racional na

forma de uma dizima periddica ou em notacdo cientifica.

2.3 A funcéo de expansao discursiva de um enunciado completo

Sdo0 duas as operacOes da expansdo discursiva e diversas formas, conforme
apresentamos na Figura 5. O célculo, a argumentacdo e a dedugdo sdo decorréncias do papel
dessa funcdo: na resolucdo de problemas, as fungbes discursivas referencial e apofantica
desempenham um papel semiocognitivo; a ponte com os elementos puramente matematicos de

resolucdo s6 vira com a fungdo de expansdo discursiva. No Exemplo 2, das bolinhas de gude

4 DUVAL (2020, p. 26) chama de sintagmas operatérios os escritos simbdlicos (expressdes numeéricas
ou algébricas).
> GRANGER, G-G. Langages et épistémologie. Paris: Klinksiek, 1979.
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da Mariana e do Francisco, a resolucdo do sistema formado é papel da expansdo discursiva:

veremos mais a diante como classificar esse tipo de expansao.

A Figura 5 a seguir apresenta as operacfes e formas da funcdo discursiva que é

completada pelo Quadro 2.

Figura 5: OperacOes e formas da funcao de expanséo discursiva

Operacgoes

Substituicio
Acumulacio

Formas
Similitude Similitude
interne externa
Similitude | Expansio Expansio
semiotica lexical formal
Similitude | Expansio | Expansio
semintica | natural cognitiva

Expansio discursiva

Fonte: do autor a partir de Duval (1995, p. 129; 2004A, p. 117).

Quadro 2: mecanismos de expansao.

Similitude Similitude
semidtica ou interna ou Algumas SituagBes encontradas
P caracteristicas ¢
semantica? externa?
Retomada de
-~ uma mesma L .
Semidtica: Interna: - . Associacbes verbais,
x L unidade lexical .
Expansdo certos continuidade sob a forma gracejo,
lexical significantes sem enunciado fonética- linguagem do
sdo retomados alvo - inconsciente
auditiva ou
gréfico visual.
e Externa: Recurso
Semiotica: L . L .
x continuidade exclusivo aos Raciocinio dedutivo,
Expanséo certos ., . ) .
formal significantes com simbolos: calculo proposicional.
~ enunciado notacdes, escrita | Calculo de predicados
séo retomados .
alvo algébrica etc.
Descricdo, narragéo,
argumentacao retérica
Semantica: Interna: Séo (silogismo aristotélico).
Expanséo significantes continuidade conhecimento (Proposicao de
natural | diferentes, mas | sem enunciado da lingua é estrutura rematica
0 mesmo objeto alvo suficiente. predicativa).
Raciocinio por
absurdo.
Exige Explicacdo
. Externa: 19 _EXplicacao
Semantica: - conhecimentos Raciocinio dedutivo
x L continuidade L -
Expansdo significantes com de definicdes, (Proposicao de
cognitiva | diferentes, mas enunciado regras para um estrutura rematica
0 mesmo objeto alvo dominio de condicional).

conhecimento.

Fonte: a partir de Duval (1995, p. 129, 2004A, p. 117).
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Em uma sequéncia de frases, as formas associadas a fungdo de expansédo discursiva séo
aquelas que permitem que se reconheca uma unidade de proposito. “O principio de uma relagio
de continuidade entre duas unidades apofanticas [unidades de frases completas] € simples,
repousa sobre a existéncia de uma similitude entre as duas frases.” (Duval, 1995, p. 126; 2004 A,
p. 125):

- similitude semiotica quando ha uma repeticdo de palavras, simbolos etc., repeticdo dos
mesmos significantes. No caso do problema das bolinhas de gude, os nomes das criangas
“Francisco” ¢ “Mariana” desempenham esse papel;

- similitude semantica quando frases, expressdes matematicas que possuem sentidos
diferentes, mas que remetem a um referencial equivalente. Por exemplo, 1, 10°, 6/6, 5 — 4.

Em geral, essas duas similitudes (semiotica e semantica) ndo sdo suficientes para
garantir a continuidade do discurso, pode ser que essa continuidade exija um enunciado alvo.
A isso, Duval (1995, p. 128-129, 2004A, p. 116-117) se refere a similitude externa, que ocorre
guando a passagem de uma frase a outra € feita de forma indireta, € preciso um enunciado alvo.
S&o desse tipo as expansdes na aplicacdo de teoremas, definic@es, regras de substituicao etc.

A similitude interna, € o caso mais simples em que uma frase passa para outra sem a
necessidade de uma frase alvo, isso ocorre na situacdo em que sdo suficientes conhecimentos

da lingua para que essa passagem possa ser efetuada. E o caso, por exemplo, das frases:

Choveu hoje. Vérios carros derraparam.

O termo chuva, que deixa a pista molhada, causa a derrapagem dos carros, € um
exemplo de expansdo natural: similitude semantica, por conta dos termos “chuva” e “pista
molhada”, associada a similitude interna uma vez que ¢ suficiente conhecer a lingua corrente,
ou seja, ndo ha exigéncia de conhecimentos especializados.

Na expansdo formal o recurso se da exclusivamente por meio de simbolos como no
calculo proposicional e calculo de predicados. Ja na expansdo cognitiva, ha exigéncia de
conhecimentos, defini¢des e regras de um dominio particular de conhecimento.

Uma diferenca radical entre a expansao natural e a cognitiva: é que a expansao natural
se caracteriza pelo emprego comum da lingua enquanto a cognitiva exige conhecimentos
especializados da lingua.

A expansao lexical ocorre por similitude interna, ou seja, ndo envolve enunciado alvo
e acontece com a retomado de um mesmo Iéxico fonético/auditivo ou grafico/visual.

A diferenca crucial entre a similitude semidtica e similitude semantica é que na

similitude semiotica hd a presenca de significantes enquanto na semantica sdo os sentidos
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diferentes para 0 mesmo objeto que tomam importancia. Ja as similitudes interna e externa
diferenciam-se pela presenca ou auséncia de um enunciado alvo.

Sobre essas formas da expanséo discursiva, Duval (1995, p. 129; 2004A, p. 117) ressalta
que ha uma forte oposicdo, duas a duas entre as formas mostradas nas diagonais do quadro
apresentada na Figura 5, ou seja, lexical versus cognitiva e formal versus natural, ndo havendo
ponto em comum entre elas: esse tipo de oposi¢ao acontece por conta da similitude interna ou
externa, ou seja, se ha ou ndo um enunciado alvo. No entanto, se olharmos em coluna, essas

formas podem ocorrer também de forma combinada.

2.4 As funcdes discursivas e o raciocinio

O raciocinio, na atividade em matematica, faz uso decisivo da linguagem. Para Duval
(1995, 2004A) o raciocinio diz respeito ao caminho que, a partir de uma ou mais proposicoes,
chega-se a uma outra proposi¢cdo como concluséo (p. 211; p. 187).

A demonstracdo em matematica € o raciocinio por exceléncia, “e somente 0s raciocinios
validos ¢ que tem forca de demonstracdo” (DUVAL, 1995, p. 212; 2004A, p. 188). Ja
argumentacdo nao obedece, necessariamente, aos critérios de validade, mas aos critérios de
pertinéncia uma vez que a argumentacdo tem como objetivo convencer alguém de alguma
coisa.

A Figura 6 mostra claramente que o raciocinio segue dois caminhos, 0 da expansdo
discursiva por acumulacao (ou composi¢do) e da expansdo por substituicdo que é caracteristica
do célculo. Ja a deducdo pode ocorrer tanto por substituicdo quanto por acumulacdo. A

argumentacdo quando obedece aos critérios de validade, se torna dedug&o.
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Figura 6: raciocinio e expansdo discursiva.

Expansao discursiva

\

Raciocinio

: Descrigao :

Explicac;éog

Expansao por
acumulacio =
(ou composicio)

Expansao por
substituicao

—
Grgmpmct: otn> | cois™>

REGISTRO DA LINGUANATURAL i REGISTROde
: ESCRITAS SIMBOLICAS
J \ i (escrita de nimeros,
: escrita de literais,
linguas formais...)

de proposicao,
de predicados,
diferencial.

Inferéncia
semantica

MODO ORAL MODO VISUAL
de expressao de expressao

Fonte: Duval (2004B, p. 106).

Segundo Duval “O raciocinio pode ser definido como a forma de expansdo discursiva
orientada para um enunciado alvo...” (1995, p. 233; 2004A; p. 204-205), que é o caso da
demonstracdo em matematica em que o enunciado esta sempre explicito, enquanto no caso da

argumentacao pode estar implicito.

2.5 Resumo do capitulo 2

As funcdes discursivas fornecem elementos importantes no detalhamento da analise a
priori e a posteriori. Sintetizamos no quadro abaixo esses elementos-chave:

Quadro 3: palavras-chave relacionadas as funcdes discursivas

Operacies Valores Operacdes

- Léxicos
Predicacio Logico o —
Ilocucio Epistémico Designacdo pura SlSieﬂ}ﬂt}CO
Predic. e elocucio Social Categorizacdo simples Associativo -
Determinacio De extensdio seméntica

Descricio

Desig. funcional

Funcio apofantica

Funcio Referencial
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Formas

Similitude Similitude
interne externa

Operagbes Similitude | Expansio | Expansio

semiotica lexical formal
Substituiciio
Acumulacio = . B
Similitude | Expansio | Expansio

semantica | natural cognitiva

Expansio discursiva

Fonte: a partir de Duval (1995, p. 88-132, 2004A, p. 86-121).

No caso ainda da expansdo discursiva, considerar o Quadro 2. Sobre o raciocinio, a

Figura 6 sintetiza os elementos-chave relacionados a expanséo discursiva no raciocinio.

2.6 Leituras complementares
(A ordem de apresentacao dos seis primeiros textos cientificos € uma sugestéo de leitura).

1 - SABEL, Eduardo; MORETT]I, Méricles T. Para além da comunicacdo em sala de aula: o
papel das fungdes discursivas na aprendizagem matematica. educacdo matematica em foco
(UFPB). v. 10, 2022.

2 - SABEL, Eduardo; BRANDT, Celia F.; MORETTI, Méricles T. As Fungdes Discursivas na
aprendizagem matematica segundo Raymond Duval In: Florilégio de pesquisas que envolvem
a teoria semiocognitiva de aprendizagem matematica de Raymond Duval - parte 2. (Orgs.
Méricles T. Moretti e E. Sabel). Florianopolis: GPEEM/UFSC, 2023.

Disponivel em: https://repositorio.ufsc.br/handle/123456789/203982

3 - MORETTI, Méricles T. Um estudo sobre a funcéo de expansdo discursiva e operacdes que
caracterizam o raciocinio segundo Raymond Duval. ReBECEM, v. 7, n. 4, 2023.

4 - DIONIZIO, Fatima Q.; BRANDT, Celia F.; MORETT]I, Mericles T. Emprego das functes
discursivas da linguagem na compreenséo de erros de alunos em uma atividade que envolve
nocOes de trigonometria. Perspectivas da Educacdo Matematica. v. 7, 2014.

5 - Segundo capitulo em DUVAL (1995, 2004A).

6 - Quinto capitulo em DUVAL (1995, 2004A).

- DUVAL, R. L'apprentissage de I'algébre et le probléme cognitif de la désignation des objets.
Actes du SFIDA, 1V, n°13-16. IREM de Nice, 2002.

- BRANDT, Celia F.; MORETTI, Méricles T.; SCHEIFER, Carine; DIONIZIO, Fatima A. Q.
A importancia da funcdo discursiva de designacbes de relacBes algébricas para o
desenvolvimento do pensamento algébrico. Educacdo Matematica Pesquisa. v. 20, 2018.

3 APRENDIZAGEM DA GEOMETRIA

A aprendizagem da geometria é pautada, segundo a teoria de Duval (1995; 2004A), em
diversas operacGes semiocognitivas. Aqui, iremos nos referir ao caso dos problemas de
geometria que envolvem enunciado com figuras. S&o trés os conjuntos de operagdes: - as

apreensdes em geometria; - os tipos de olhares; - a desconstrucdo geométrica — mudanca de
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dimensdo. H& ainda a apreensdo sequencial que é requerida na construcdo geométrica que nao

vamos nos referir aqui. uma vez que os estudos sobre essa apreensdo ainda sao muitos timidos.

3.1 As apreensdes em geometria

A apreensdo perceptiva é a mais importante das apreensées uma vez que todas as
outras dela dependem. Ha duas delas, conforme destaque de Duval (2012B), uma que é imediata
que depende com bastante exclusividade da organizacdo dos elementos visuais e outra
controlada que leva em conta o que consta no enunciado, ou seja, ela se junta a apreensao

discursiva:

Estas duas atitudes encontram-se geralmente em conflito porque a
figura mostra objetos que se destacam independentemente do
enunciado e que 0s objetos nomeados no enunciado das hipéteses ndo
s8o necessariamente aqueles que aparecem espontaneamente (DUVAL,
2012B, p. 120, 121).

Quadro 4: tipos de modificacdes em uma figura geométrica.

Fato ue
interfc. ... na
visibilidade

Tipo de modificagéo Operacdes que constituem
figural a produtividade heuristica

MODIFICAGAO _ Reconfiquracio - Caracteristica
MEREOLOGICA gurag CONVexa ou N&o

e . intermediéria
(decomposicdo da figura | Imersso convexa das partes

em subfiguras) elementares
MODIFICAGAO - Superposibilidade j aRriic;)lbrlmento
OTICA - Anamorfose parct x
- Orientacéo
B - Estabilidade das
MODIFICACAO DE - Rotacéo referéncias do campo
POSICAO - Translacéo perceptivo para o

suporte das figuras

Fonte: Duval (2012B, p. 127).

Em muitas situagfes, uma figura ainda ndo esta pronta para que a resolucdo possa ser
implementada. Nesse caso, entra em jogo a apreensdo operatoria que permite diversos tipos
modifica¢bes imaginadas na figura como mostra o Quadro 4. Entre essas modifica¢cdes em uma

figura, a mais comum ¢é a reconfiguracdo intermediéria.
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Moretti e Cans (2024) propdem uma releitura de algumas operagfes semiocognitivas
desenvolvidas por Duval (1995, 2004A) para a aprendizagem da geometria conforme mostra a

figura a seguir:

Figura 7: as apreensdes em geometria

A. perceptiva A. perceptiva  A. discursiva A. operatoria
imediata | ]

v

A. perceptiva
atentiva

v

A. heuristica

Fonte: Moretti e Cans (2023, p. 309).

Dividimos a apreensdo perceptiva em duas: uma que segue as leis da psicologia da
forma, apreenséo perceptiva imediata, algumas vezes mencionada por Duval (1995, 2004A).
Outra que denominamos de perceptiva atentiva que se organiza de forma simultdnea em volta
da figura e do enunciado do problema e ainda tem o papel fundamental de identificacdo
(veremos mais adiante exemplos dessa situacdo). Finalmente, a apreenséo heuristica que surge

da sinergia entre apreensao atentiva e a apreensao operatoria.
3.2 Principios gestaltico na organizacgao de figuras

Gomes Filho (2004) aponta diversos elementos de uma figura que podem ser
determinantes na organizacao quando a apreensao se da de forma espontanea, como é o caso da
apreensdo perceptiva imediata: Segregacao e unificagdo séo forgas mais simples que regem o
processo de percepgédo da forma visual (GOMES FILHO, 2004, p. 20); Descontinuidade na
formacdo de unidades figurais é necessario que haja descontinuidade de estimulacdo (ou
contraste); Fechamento em que “As for¢as de organizagdo dirigem-se, espontaneamente, para
uma ordem espacial que tende para a unidade em todos fechados, segregando uma superficie,
tdo completamente, quanto possivel do resto do campo” (GOMES FILHO, 2004, p. 21); Boa
continuagdo “...¢ a impressdo visual de como as partes se sucedem através da organizagdo
perceptiva de forma coerente, sem quebras ou interrupc¢des na sua trajetoria ou na sua fluidez
visual (GOMES FILHO, 2004, p. 33); Proximidade que “Em condigdes iguais, os estimulos
mais préximos entre si, seja de forma, cor, tamanho, textura, brilho, peso, direcdo, e outros,
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terdo maior tendéncia a serem agrupados e a constituirem unidades (GOMES FILHO, 2004, p.
34); Semelhanca em que “A igualdade de forma e de cor desperta também a tendéncia de se
construir unidades, isto é, de estabelecer agrupamentos de partes semelhantes (GOMES
FILHO, 2004, p. 35). Em uma figura, a proximidade e semelhanca concorrem para formacgéo
de subunidades figurais; Pregnéancia de forma ou forc¢a estrutural é uma lei basica da Gestalt,
tendéncia de uma estrutura resultante tdo simples quanto as condi¢bes permitirem, no sentido
da harmonia e do equilibrio visual.

Outros elementos gestélticos podem influir na organizacdo de figuras ou imagens, como
as cores, simetrias, perspectiva geométrica, ilusdo Otica, harmonia etc. Maiores
aprofundamentos podem ser encontrados no livro classico de Koffka (1936), em Guillaume
(1979) e Gomes Filho (2004).

3.3 Desconstrucdo geométrica e mudanca de dimensao

As mudancas de dimensdo sdo possibilidades bastante comuns na resolucdo de
problemas em geometria com figuras:

Figura 8: Unidades significantes figurais

Objeto visivel

/\

Dimenséo 0 Dimensao 1 Dimensao 2
Forma Forma
retilinea curva
Forma Forma Aberta Fechada Aberta Fechada

| L A0
, —//x o Q O

Ponto Reta ou parte Arco, Angulo, Triangulo, Curvacom  Oval,
de uma reta curva cruz quadrado, ponto duplo, redondo
retangulo  cuaspide
Fonte: Duval (1995, p. 177; 2004A, p. 159).
E interessante pensar na heterogeneidade dessas unidades figurais, por exemplo, um
ponto (OD) pode aparecer, por exemplo, em um triangulo (2D) no encontro de duas de suas

alturas (1D). Para Duval:
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A percepcdo visual impde sistematicamente o reconhecimento de
unidades figurais 2D contra todo reconhecimento de unidades figurais
1D, independentemente de pertencerem as unidades figurais 2D
reconhecidas. E essa desconstrucdo dimensional que é requerida pelo
discurso matemético nas defini¢Ges, por exemplo, assim como naquelas
unidades figurais 1D em conjuntos de unidades 0D (DUVAL, 2011B,

p. 94, grifos do autor)

3.4 Tipos de olhares em geometria

Duval (2022) classifica quatro tipos de olhares que vao desde o olhar icbnico ao ndo
icbnico, conforme tabela a seguir:

Quadro 5: tipos de olhares em geometria

VISUALIZACAO ICONICA

Botanista — aquele que permite reconhecer o contorno de formas,
diferenciar por semelhanca um triangulo de um quadrilatero ou um circulo

de uma figura oval. E um “olhar qualitativo”.

Agrimensor — aquele que faz medidas no terreno e consegue passar essas
medidas para o papel ou para 0 monitor. As atividades que exigem este tipo
de olhar sdo aquelas que passam de uma escala de grandeza a outra.

VISUALIZACAO NAO ICONICA

Construtor — aquele que se forma no uso de instrumentos de desenho.
Verdadeiramente o aluno pode tomar consciéncia que uma operagédo
geométrica ndo € apenas uma caracteristica perceptiva, mais uma verdade

justificada na teoria da geometria.

Inventor —aquele que, para resolver um problema, adiciona tragos na figura
dada, opera sobre a figura e a modifica para descobrir um procedimento

que resolva o problema.

Fonte: a partir de Duval (2022)

O que se pode perceber nessa classificacdo dos tipos de olhares, ha dois olhares que sdo

mais facilmente caracterizados que sdo os olhares iconicos em contraposicao aos olhares ndo

icOnicos:
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Quadro 6: olhares icdnicos versus olhares ndo iconicos

VISUALIZACAO ICONICA VISUALIZACAO NAO ICONICA

ISSO SE PARECE ao perfil de um objeto | E uma SEQUENCIA DE OPERACOES que
real ou se parece com um conjunto de | permite que se reconheca as propriedades
itinerérios ou um deslocamento sobre um | geométricas pela impossibilidade de obter
terreno ou um modelo tipico (padréo). | certas configuracdes ou pela invariancia das
configuracdes obtidas.

A figura mantém-se um objeto| A  figura ¢ uma  configuracdo
independente das operagdes que se | contextualmente destacada de uma rede de
pode efetuar sobre ela. uma organizacao mais complexa.

Olhar botanista | Olhar agrimensor Olhar construtor | Olhar inventor

Fonte: Duval (2022, p. 12)

3.5 Congruéncia semantica e geometria

Sobre a congruéncia seméantica em problemas de geometria que envolvem figuras, séo

ao menos dois momentos que sdo necessarios avaliar, conforme mostra a figura a seguir:

Figura 9: congruéncia semantica em problemas de geometria com figura.

Enunciado do problema <@——J» Figura do problema

Congruéncia semantica /¢

Procedimentos matematicos
de resolucio

Fonte: do autor.

O primeiro momento para olhar a congruéncia semantica é a passagem do enunciado
para a figura, e outro momento € se a combinacdo enunciado/figura favorece ou ndo algum

procedimento matematico de resolugéo.
EXEMPLO 3. Problemas LIV OU e CHAP.

Dois problemas propostos por Dupuis; Pluvinage Duval (1978) em uma pesquisa

envolvendo 116 alunos de 15 a 16 anos.

23
RECEM - Revista Catarinense de Educacdo Matematica



Versao LIV OU Versao CHAP

ABED e BCED séo paralelogramos. A'C” e AC sdo paralelos e
A’B’ e AB sdo paralelos e
Provar que B é meio de AC. B"C” e BC sdo paralelos.
Provar que A é 0 meio
de B'C.

A versao LIV OU, que fala em “paralelogramos”, palavra importante por conta do
procedimento matematico que deve usar propriedades do paralelogramo para deslanchar o
processo de resolugdo. Ja a versio CHAP ndo fala em “paralelogramos”, mas dé todas as
condigdes para que na figura sejam localizados os paralelogramos que s@o essenciais para a
resolucdo do problema como na versao LIV OU. Por conta dessa diferenga, em que um fala
explicitamente de “paralelogramos” enquanto a outra versao deixa implicito, ha uma diferenca
significativa de aproveitamento na versdo LIV OU com 34% de acerto enquanto na versao
CHAP o aproveitamento cai para 11%. Por conta dessa diferenca de aproveitamento, podemos
afirmar que a versdo LIV OU do problema é mais congruente do que a versao CHAP.

Pensamos que h& um terceiro ponto a ser considerado na questdo da congruéncia
semantica em um problema, é a natureza semiocognitiva do procedimento a ser implementado
na resolucdo desses dois problemas: em ambos 0s casos, temos demonstracdes matematicas que
se revelam complexas uma vez que precisam utilizar elementos semiocognitivas e diversas
passagens nos registros em lingua natural, geométrico e algébrico. E bem possivel que isso

explique também o baixo nivel de acerto de 34% na versdo mais congruente.

3.6 Resumo do capitulo 3
A aprendizagem da geometria

As apreensdes em geometria (Figura 7); mudancas de dimensdo (figura 8); tipos de
olhares (Quadros 5 e 6).

3.7 Leituras complementares

(A ordem de apresentacao dos textos cientificos € uma sugestdo de leitura).
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1 - Capitulo IV em DUVAL (1995, 2004A).

2 - DUVAL, R. As condicgdes cognitivas da aprendizagem da geometria: desenvolvimento da
visualizagdo, diferenciacdo dos raciocinios e coordenacéo de seus funcionamentos. (Trad. C. R.
M. ARINOS, J. L. M. FREITAS, Méricles T. MORETTI). REVEMAT, v. 17, 2022.

3 - DUVAL, R. Abordagem cognitiva de problemas de geometria em termos de congruéncia.
(Trad. Méricles T. Moretti). REVEMAT, v. 7, n. 1, 2012.

4 - MORETTI, Méricles T. Semiosfera do olhar: um espago possivel para a aprendizagem da
geometria. Revista Acta Scientiae, v. 15, 2013.

5 - MORETTI, Meéricles T.; BRANDT, Celia F. Construcdo de um desenho metodol6gico de
analise semidtica e cognitiva de problemas de geometria que envolvem figuras. Educacao
Matematica Pesquisa (Online). v. 17, 2015.

6 - MORETTI, Méricles T.; CANS, A. Releitura das apreensdes em geometria e a ideia de
expanséo figural a partir dos estudos de Raymond Duval. Jornal internacional de estudos em
educacdo matematica (JIEEM), v. 16, 2024.

4 - ANAL!SE DE ALGUMAS SITUAQ@ES ENCONTRADAS NA APRENDIZAGE DA
MATEMATICA

A seguir faremos analise de algumas situacdes encontradas na aprendizagem
matematica. As questdes foram analisadas de forma isolada, mas em contexto de uma atividade
de aprendizagem matematica é fundamental também reconhecer ser as conversdes entre 0s
sistemas semioticos sdo tratados de modo que haja coordenacao entre eles. Portanto, a analise
semiocognitiva precisa se dar ndo s6 nas atividades de forma isolada, mas de forma global para
reconhecer os elementos significantes nos sistemas utilizados e verificar a coordenacdo nas

operagdes de conversoes.

4.1 - Atividade 1: problema das bolinhas de gude de Francisco e Mariana

Francisco tem 20 bolinhas de gude a mais do que Mariana. Francisco e Mariana tém juntos

230 bolinhas. Determine a quantidade de bolinhas que cada um deles tem.

Consideremos o caso das bolinhas de gude de Francisco e Mariana. A analise se dara
retomando 0s aspectos que consideramos mais importante nos Resumos dos capitulos 1 e 2 ja

estabelecidos anteriormente.
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4.1.1 Analise semiocognitiva da atividade 1

- Conceitos basicos da teoria semiocognitiva (capitulo 1):

- que ha dois registros envolvidos nesse problema, lingua natural e algébrico;
- que a conversdo exigida se da apenas no sentido do enunciado do problema ao da escrita
algébrica;

- as unidades significantes no enunciado do problema estdo assinaladas a seguir:

Francisco tem 20 bolinhas de gude a mais do que Mariana. Francisco e Mariana tém juntos
230 bolinhas. Determine a quantidade de bolinhas que cada um deles tem.

O problema contém 3 frases:

Frase 1: Francisco tem 20 bolinhas de gude a mais do que Mariana.

Frase 2: Francisco e Mariana tém juntos 230 bolinhas.
Frase 3: Determine a quantidade de bolinhas que cada um deles tem.

- ha congruéncia semantica entre a frase “Francisco tem 20 bolinhas de gude a mais do que
Mariana.” e a expressdo matematica “F + 20 = M”, sendo F a quantidade de bolinhas de
Francisco e M a quantidade de Mariana. No entanto, ndo ha equivaléncia referencial.

- Diferentemente da equagéo F — 20 = M que ndo mantém a congruéncia semantica com a frase,
mas a frase e equacao sdo referencialmente equivalentes;

- a frase “Francisco ¢ Mariana tém juntos 230 bolinhas.” com a expressao F + M = 230, séo
congruentes e referencialmente equivalentes. Pensamos que esta frase € bastante comum e
supera 0 segundo critério de congruéncia que exige a mesma sequéncia dos elementos
significantes. Como falamos anteriormente, a no¢éo de congruéncia semantica esta inserida em
um estudo mais amplo que é a compreensdo de texto, e 0 aspecto cognitivo pode superar a
questdo da organizacédo do texto (sequéncia de elementos significantes) e se tornar determinante

na sua compreensao.
- As funcdes discursivas (capitulo 2):

- ha duas designac6es puras, F para a quantidade de bolinhas de Francisco e M para Mariana e
duas designacdes funcionais que sdo F —20 =M e F + M = 230;

- as trés frases do problema séo apofanticas, ou seja, sdo completas pois possuem sentido, o que
é de se esperar na formulagdo de um problema pelo docente;
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- a frase “Determine a quantidade de bolinhas que cada um deles tem.” ¢ apofantica predicativa
e ilocutoria, pois remete a uma ordem direcionada aos alunos quando pede para determinar a
quantidade de bolinhas que cada um tem;

- 0 problema exige a expanséo discursiva por acumulacdo para que as duas frases apofanticas
sejam consideradas: a segunda frase “Francisco e Mariana t€ém juntos 230 bolinhas.” acrescenta

novas informac@es ao problema sem a qual ficaria incompleto.

A Frase 1 ja inicia o tema do problema que se completa com as outras duas frases. As
frases 1 e 2 possuem uma estrutura rematica predicativa, os remas acrescentam informacdes
aos sujeitos: na frase 1, o sujeito é “Francisco” e na frase 2 o sujeito composto ¢ “Francisco e
Mariana”. Por conta da presenga dos Iéxicos “Francisco” e “Mariana” nas frases, a expansio,
que é o que liga as duas frases, se da principalmente por similitude semi6tica na forma lexical
(ver Quadro 2).

No entanto, também poderiamos pensar em uma expansdo natural uma vez que
bastariam conhecimentos da lingua natural para estabelecer a relacdo entre as duas frases que
se referem globalmente ao mesmo objeto algébrico. O que pesou para a classificacdo das duas
primeiras frases € o fato de que elas ndo tém um enunciado alvo, o que vai acontecer somente
com a terceira frase que é bem diferente, ela possui uma estrutura rematica condicional uma
vez que estdo colocadas condicdes implicitas para o calculo das quantidades de bolinhas de
gude do Francisco e da Mariana. A frase condicional poderia ser a seguinte:

“Uma vez que Francisco tem 20 bolinhas de gude a mais do que Mariana, e que
Francisco e Mariana tém juntos 230 bolinhas, determine, entdo, a quantidade de
bolinhas que cada um deles tem.”

Portanto, a segunda frase tem estrutura rematica, mas ela é condicional, uma vez que o
calculo se da levando em conta as condi¢des colocadas nas duas frases anteriores. Por esta
razao, a expansdo é cognitiva, € ela que faz a ligacdo com os elementos algébricos, no caso em
tela, com o sistema de equacdo F —20 =M e F + M = 230 tendo em vista o enunciado alvo que
é a determinacdo da quantidade de bolinhas que cada um deles possui (ver Quadro 2). Ja a
solucéo desse sistema F = 125 e M = 105, é papel da expansao discursiva por substituicao (Ver

Figura 6).
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4.2 - Situagéo 2: O problema do triangulo “retangulo”.

Calcule os valores possiveis de x na figura, dados os comprimentos na mesma unidade
de medida.

Fonte: Mello (1999, p. 65).
4.2.1 Analise semiocognitiva da atividade 2
- Conceitos basicos da teoria semiocognitiva (capitulo 1):

- ha dois registros envolvidos nesse problema, lingua natural e geométrico;
- a unidade significante no enunciado do problema “valores possiveis de x” ndo encontra na

figura o significante equivalente. Assim, enunciado e figura ndo sao congruentes, os “valores

possiveis de x” ndo aparecem de forma explicita na figura que € estatica.

- Operagdes semiocognitivas na aprendizagem da geometria (capitulo 2):

- 0 principio gestaltico do fechamento contribui para que a figura seja vista como um triangulo,
mas ela serd percebida como um tridngulo retdngulo devido ao mau habito didatico de
privilegiar as posicOes vertical e horizontal. Assim, a apreensdo perceptiva imediata leva o
aluno a considerar a figura de um triangulo retangulo, negligenciando o enunciado do problema,
e tentar calcular um Unico valor para X;

- a conversdo exigida se da considerando o enunciado do problema e a figura, que é o papel da
apreensao perceptiva atentiva obedecer a essa exigéncia. Uma vez reconhecido que o tringulo
é um triangulo qualquer - papel da apreensdo discursiva atentiva, a busca por elementos para

resolver o problema é papel da funcao de expanséo discursiva.

- As funcdes discursivas:

- uma vez reconhecido que o triangulo € um triangulo qualquer - papel da apreenséo discursiva
atentiva, a busca por elementos tedricos para resolver o problema é papel da funcdo expanséo
discursiva por expansao cognitiva uma vez que regras proprias de um dominio de objetos sdo
exigidas. Moretti e Cans (2023) observaram esse tipo de expansao em problemas de geometria

e denominaram de expanséo figural cognitiva;
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- no caso, essas regras sao as desigualdades triangular que podem ser resumidas para um
triangulo de lados a, b, ¢ da seguinte forma |b —c| <a<b +c;

- uma vez chegado a desigualdade triangular como dominio do objeto a ser aplicado, a solucao
se daré por conta da expansédo por substituicdo cognitiva, o que vai resultar 1 < x < 9. Notemos
que a solugéo x = 3 acorre apenas quando o tridngulo se torna um triangulo retangulo.

Esta questdo aplicada a 169 alunos da 8a série em duas escolas (uma publica e outra
particular), produziu o seguinte resultado: nenhum aluno acertou a questéo e 40 alunos, todos
eles da escola publica, ndo fizeram a questdo (Mello, 1999). Esta autora observa ainda:

- que 2 alunos reconheceram que o tridngulo nédo é retangulo e que 87 alunos (67% daqueles
que responderam, todos da escola particular) tentaram resolver usando o teorema de Pitagoras.
Isso so6 reforca o que foi comentado anteriormente na analise, a ndo congruéncia entre
enunciado e figura e, mais ainda, na identificagéo, por boa parte dos alunos, do triangulo como

sendo um triangulo retangulo.

4.3 - Atividade 3: O problema da folha de papel dobrada.

Uma folha de papel quadrada de area 16 cm?, branca de um lado e cinza de outro, foi
dobrada como indicado na figura abaixo. O ponto O é o centro do quadrado (ponto de
encontro das diagonais) e M é o ponto médio do segmento AB .

Figura | Figura Il

a) Qual é a area da regido branca na figura 1?
b) Qual ¢ a area da regido branca na figura I1?

Fonte: Campos e Moretti (2022, p. 43).

4.3.1 Analise semiocognitiva da atividade 3

- Conceitos bésicos da teoria semiocognitiva (capitulo 1), as fungdes discursivas (capitulo

2) e operagdes semiocognitivas na aprendizagem da geometria (capitulo 3):

- Trata-se de um problema gque envolve os registros geométrico e algébrico;
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- ha congruéncia semantica entre o enunciado e a figura - os elementos significantes em ambos
os registros sao facilmente identificaveis;

- A apreensdo heuristica entra em jogo para efetuar modificagdes possiveis sobre a figura;

- a questdo exige o olhar inventor;

- h& possibilidade de diversas mudancas de dimensdo: 2D (dimensdo 2 - &rea) para 1D
(dimensdo 1 - segmento de reta) e vice-versa - segmento AB (dimensdo 1D) e dois pontos
(dimenséo 0D) que séo os pontos O e M em um ambiente 2D;

- 0 enunciado contempla diversos tipos de designacOes de categorizacdo simples;

- as frases do problema proposto tém a propriedade de serem apofanticas, ou seja, sdo
completas, algumas delas sdo apofanticas e referenciais como, por exemplo, as frases “O ponto
O ¢ o centro do quadrado” e “M é o ponto médio do segmento AB”;

- as perguntas propostas a) e b) sdo apofanticas predicativas e ilocutérias, pois remetem ordens
direcionadas aos alunos. Poderiamos também pensar que cada questdo tem estrutura rematica
condicional, uma vez que para atender o que esta sendo pedido, sera necessario considerar as
condigdes colocadas no problema (enunciado e figura). Por esta razdo, a expansdo pode ser
considerada também como cognitiva (ver Quadro 2);

- 0 problema exige a expanséo discursiva por acumulacdo para que as varias frases apofanticas

do enunciado sejam consideradas.

- Resposta de Gustavo a atividade proposta

Essa questdo faz parte de um estudo empreendido por Campos e Moretti (2022) que
envolveu dois alunos medalhistas das séries finais do ensino fundamental que participaram de
um curso de extensdo de iniciacdo cientifica preparatdrio para a olimpiada da OBMEP.

Gustavo (nome ficticio de um dos alunos participantes) segue um caminho mais
geométrico de resolucdo ao item | da questdo e produz a seguinte modificacdo no primeiro

quadrilatero da figura fornecida:

- tal modificacdo mereoldgica por reconfiguracdo intermediaria vai repercutir na solugédo do

item | da questéo;
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- essa modificagdo € papel da apreensdo heuristica (apreensdo atentiva em sinergia com a
apreensdo operatoria);

- para efetuar as modificacdes ha varias mudancas de dimensdo, a figura do quadrado (2D)
exige que Gustavo tome os pontos médios de cada lado do quadrilatero (OD) para tracar os dois
segmentos de reta (1D).

Sobre a solugdo que empreendeu, Gustavo escreve:

“Dividimos a folha em quatro quadrados iguais como na figura [mostrada
anteriormente]. Entdo percebemos que a area da regido branca corresponde a 3/4 da
area do quadrado original, ou seja, 16 x 3/4 = 12 cm?”.

Gustavo apresenta varias frases apofantica que justificam a solucéo apresentada em um
processo de expansdo por acumulacdo pois cada frase acrescenta novas informacgdes que
objetivam descrever a solucdo utilizada. Finalmente quando ele percebe (papel da apreenséo
atentiva) que a &rea que procura corresponde a uma parte da area da folha, ele reconhece por
um processo de expansdo cognitiva que a area vale 16 x 3/4, e por um processo de expansdo
por substituicdo, que € caracteristica do calculo, produz a resposta 16 x 3/4 = 12 cm?
(observamos que ele coloca a unidade de medida em apenas um dos lados da igualdade).

Para a resolucdo do item Il da questdo, Gustavo ndo segue a mesma linha apresentada
no item I, mas constroi uma solucdo por um processo fortemente argumentativo baseada na
figura que ele trabalha acrescentando letras para algumas designacdes. Na figura original so
constavam as designacgdes por categorizacdes simples pelas letras A, B, O (centro do quadrado)

e M (ponto médio do segmento AB.
P P P

“Como a area do quadrado ¢ 16 cm?, um lado mede V16 = 4.
Como A é ponto médio de PO, PA mede 4 x % = 2cm?. Do mesmo modo BN mede

2cm? também.

Agora vamos ver onde foi feita a segunda dobra.

Chamamos o ponto médio de AB de G. A segunda dobra deve ser perpendicular a
GQ e deve passar pelo ponto médio de GQ. Logo a dobra estad no segmento CD. E
MC é perpendicular a PC, assim como MD e perpendicular a ND. (E e F séo pontos
médios dos segmentos PQ e NQ, respectivamente). C e D sdo pontos médios de PE
e NF, respectivamente.
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Como PC e ND medem 2 x % = 1cm temos dois retangulos brancos de area 1 x 2
na figura Il. Portanto, a area da regido branca na figura I1 é (2 x 1) x 2 =4 cm?2.”

- Analise semiocogntiva da resposta de Gustavo:

- a apreensdo heuristica € visivel nessa solucdo em varios momentos;

- a questdo exibe o olhar inventor que acrescenta tracos (CD) e reconhece elementos da figura;
- h& vérias mudancas de dimenséo entre 2D, 1D e 0D;

- as figuras funcionam como suporte heuristico - representagdo auxiliar, seja por decisdes que
possam ser tomadas ou por modificagOes a serem acrescentadas;

- a argumentacdo apresentada por Gustavo inclui diversas frases apofanticas, alguma delas
também referenciais, como por exemplo “Chamamos o ponto médio de AB de G”, que
caracteriza designagdo por categorizacao simples;

- a argumentacao se da por expansao discursiva cumulativa (ver Figura 6);

- finalmente, a solucéo 4 cm? se da por expanséo cognitiva por substituicdo (ver Figura 6).

Observacao: a demonstragdo de Gustavo néo justifica plenamente algumas afirmagdes, como
por exemplo, que “E e F sdo pontos médios dos segmentos PQ e NQ, respectivamente”.

4.4 - Atividade 4: O problema da determinagdo de um angulo.

Calcule o valor de x, sendo r // s.

40’ 1§

Fonte: Dolce e Pompeu (1993, p. 73).

4.4.1 Analise semiocognitiva da atividade 3

- Conceitos bésicos da teoria semiocognitiva (capitulo 1), as fung6es discursivas (capitulo
2) e operagdes semiocognitivas na aprendizagem da geometria (capitulo 3):

- 0 enunciado e figura sdo congruentes, as informacdes trazidas pelo enunciado s&o bastante
visiveis na figura. Além disso, a figura é bastante autbnoma, até o fato de que as retas r e s se
parecem paralelas séo bastante visiveis;

- 0 problema é apresentado em uma Unica frase composta que é apofantica de natureza
predicativa e ilocutoria, também referencial ao mesmo tempo;

- a compreensdo do problema ndo traz dificuldades, a dificuldade podera residir nos

procedimentos matematicos de resolucdo que véo exigir modificagdes na figura como por
exemplo a modificacdo apresentada na figura que segue.
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Para o caso da solugéo que apresenta essa reconfiguracdo na figura:
- h4 uma mudanga de dimensao importante em um ambiente 2D — prolongamento apresentado

pela linha pontilhada (1D) e descoberta do angulo y, com retorno ao 2D;

- o olhar do inventor ¢ requerido na solucdo desse problema;

- a letra y ¢ designada para o angulo obtido apds o prolongamento do segmento de reta;

- a expressdo x =y, ¢ uma designacao funcional (angulos alternos internos) fruto da expansao
discursiva cognitiva;

- a expressdo 112° = 40° + y, € designagdo funcional (112° é angulo externo do tridngulo
formado pelo prolongamento do segmento de reta) também fruto da expansdo discursiva
cognitiva;

- com as equagdes x =y e /12° = 40° +y a solucdo do sistema se concretiza no valor x = 72°
por meio da operacao de substituicdo da expansdo discursiva.

A Figura 9 a seguir reflete um quadro sinoptico de varios elementos ja apontados nessa
discussao.

Os procedimentos matematicos sO se tornaram aparentes apds o prolongamento ser
apresentado na figura (linha pontilhada): a apreensdo perceptiva atentiva (seta 1) em conjunto
com a apreensdo operatdria (seta 2) propicia o prolongamento do segmento de reta e a
identificacdo do angulo designado por y, e de 112° como sendo &ngulo externo ao tridngulo
assim formado. A seta 3 mostra a expansao figural cognitiva para a formacao do sistema de

equacOes e a seta 4 expansdo discursiva por substituicdo para a solugdo desse sistema x = 72°.

Figura 9: Apreensdo e expansdo para a solugdo apresentada

Apreensio heuristica

2 . Figura 2A
. Apreensio perceptiva €= Apreensio operatoria X=v
Enunciado stentiva x>
y 112=y+40
/ 2 Expansio figural
cognitiva 3 4| Expansio discursiva
por substituicio

Figura Segmento de reta Identificacdo do -
prolongado angulo denominado y, x=72

. 0 A
do triangulo e 112" angulo
externo a esse triangulo

Fonte: MORETTI; SCAN (2023, p. 306).
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CONCLUSOES

Os elementos da teoria semiocognitiva desenvolvidos por Duval (1995, 2004A) séo
suficientes para uma analise de atividades didaticas em matematica. As varias situacoes
apresentadas no capitulo IV confirmam isso. O Capitulo 1 (Registro e hipdtese fundamental de
aprendizagem matematica) e o Capitulo 2 (As func¢des discursivas de uma lingua), que trataram
dessa teoria sem especificar um campo especifico da matematica, permite que se possa analisar
as mais diversas situacdes de ensino e aprendizagem encontradas em matematica. E fato que os
assuntos desenvolvidos em matematica possuem uma certa organizacao hierarquica, mas o
mesmo nao ocorre com as operaces semiocognitivas desenvolvidas por Raymond Duval. Isto
quer dizer que um tema que se desenvolve, por exemplo, na geometria encontra elementos de
aprendizagem mais especificos a geometria (Capitulo 3) e outros elementos semiocognitivos
desenvolvidos também nos Capitulos 1 e 2. No caso da aprendizagem da algebra, ndo ha
elementos semiocognitivos tdo especificos como na geometria, mas se serve de forma bastante
fundamental dos elementos semiocognitivos desenvolvidos no Capitulo 1, e no Capitulo 2, em

particular, do caso da funcéo referencial.

Sempre é bom lembrar que a teoria de aprendizagem matematica desenvolvida por
Duval (1995, 2004A) tem como base, principalmente, o nivel de ensino fundamental. Isto ndo
quer dizer que ndo se possa ir além desse nivel, mas € importante ter isso em mente. Uma razédo
para esse cuidado é que o trabalho desenvolvido por Duval ndo possui pré-requisitos, mas uma
certa ordem no desenvolvimento semiocognitivo: veja por exemplo, a desenvolvimento do
olhar em geometria que passa de um olhar botanista para o olhar inventor, o que leva a uma

certa organizacéo nas atividades para promover esse desenvolvimento.

Enfim, os textos trabalhados nos quatro capitulos e as leituras complementares
apresentadas fornecem elementos para as analises a priori e a posteriori nos termos da nocéo

de engenharia didatica desenvolvida por Douady (1986).
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