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Resumo: O texto que segue resulta de um estudo hermenéutico do Capitulo IV, intitulado “Figuras
Geométricas e Discurso Matematico”, do livro “Sémiosis et pensée humaine. Registres sémiotiques et
apprentissage intellectuels” de Raymond Duval. Obra publicada inicialmente em francés, em 1995, e
republicado em 2004, em sua primeira versdo em espanhol. O que se pretendeu foi evidenciar os
tratamentos figurais e discursivos necessarios a atividade cognitiva requerida na aprendizagem da
geometria, a luz teoria semiocognitiva de Duval. A singularidade dos processos em geometria, apontada
pelo proprio autor, quando estes sdo comparados a outras atividades matematicas, é a base da discussdo
desse capitulo e a problematica que orientou o estudo. Uma vez que, de fato, a geometria trabalha de
forma simultinea e interativa com o registro das figuras e o registro da lingua natural.

! Este artigo faz parte de um conjunto de textos que estdo sendo produzidos acerca da obra “Semiose € Pensamento
Humano” de Raymond Duval e serdo publicados ao longo desde ano na RECEM. Cada artigo ira discutir um dos
capitulos da obra para que juntos possam ser um guia de estudos da teoria de Duval. Estes textos sdo oriundos do
grupo de pesquisa GPEEM/UFSC.
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Palavras-chave: Estudo Hermenéutico. Figuras Geométricas. Discurso Matematico. Aprendizagem
da Geometria. Aprendizagem da Matematica.

Abstract: The following text is the result of a hermeneutic study of Chapter IV, entitled “Geometric
Figures and Mathematical Discourse”, contained in the book “Sémiosis et pensée humaine. Registres
semiotiques et apprentissage intellectuels” by Raymond Duval. This work was initially published in
French in 1995 and republished in 2004, in its first Spanish verson. The aim of this study was to highlight
the figural and discursive treatments necessary for the cognitive activity required for learning geometry,
according to Duval's semiocognitive theory. The uniqueness of the processes in geometry, pointed out
by the author himself, when compared to other mathematical activities, is the basis of this chapter and
the problem that guided the study. Since, in fact, geometry works simultaneously and interactively with
the recording of figures and the recording of natural language.

Keywords: Hermeneutic Study. Geometric Figures. Mathematical Discouse. Learning Geomettry.
Learning Mathematics.

Resumen: El siguiente texto es el resultado de un estudio hermenéutico del Capitulo IV, titulado
“Figuras Geométricas y Discurso Matematico”, del libro “Sémiosis et pensée humaine. Registres
semiotiques et apprentissage intellectuels” de Raymond Duval. Esta obra se publico inicialmente en
francés en 1995 y se republicd en 2004, en su primera version en espaiol. El objetivo de este estudio
fue destacar los tratamientos figurales y discursivos necesarios para la actividad cognitiva requerida para
el aprendizaje de la geometria, seglin la teoria semiocognitiva de Duval. La unicidad de los procesos en
geometria, destacada por el propio autor, al compararlos con otras actividades matematicas es la base
de la discucion de este capitulo y el problema que gui6 el estudio. Ya que, de hecho, la geometria trabaja
de forma simultanea e interactiva con el registro de figuras y el registro de lenguage natural.

Palabras Clave: Estudio Hermenéutico. Figuras Geométricas. Discurso Matematico. Aprendizaje de
Geometria. Aprendizaje de Matematicas.

INTRODUCAO

E da esséncia ontologica da geometria, o entrelace entre as representagdes figurais ou
figuras geométricas e a linguagem natural ou discurso matematico. Uma dindmica que exige de
quem se dispde a apreender geometria habilidades especificas, que demandam um treinamento
dirigido. Isso deve acontecer para que essas habilidades sejam incorporadas aos gestos
cognitivos responsaveis pela expansdo do nosso saber. Duval (1995, 2004) em seu livro,
“Semiosis et pensée humaine. Registres sémiotiques et apprentissages intelectuels”, traz a
reflexdo as especificidades da aprendizagem da matematica a partir de uma perspectiva
semiocognitiva. Nessa publicagio, o autor dedica o Capitulo IV? para evidenciar o fato de que
a aprendizagem da geometria, de todos os saberes matematicos, ¢ o de maior custo cognitivo,

uma vez que exige atividades semiocognitivas em distintos registros de representacdo, entre

2 Capitulo IV, “Figures géométriques et discours mathématique”, Duval (1995, p. 173 - 207) versdo em francés,
e “Figuras geométricas y discurso matematico” Duval (2004, p. 155-183), primeira versdo em espanhol.
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eles podemos citar, principalmente, a linguagem natural e as figuras geométricas. Desta forma,
o capitulo sobre a aprendizagem da geometria trata dessa complexidade.

Para o autor a abordagem didatica para se ensinar a geometria deve considerar a forte
dependéncia de dois registros semidticos: 1) por meio da lingua natural enuncia-se as definicoes,
os teoremas, as hipoteses, enfim, este registro semiodtico permite reconhecer, mesmo que de
forma parcial, os objetos geométricos definidos na proposta didatica; ii) por outra parte, o
registro das figuras geométricas, através de suas representagoes figurais, permitem a designagao
das figuras, o reconhecimento de suas propriedades qualitativas (paralelismo,
perpendicularismo, angularidade etc.) e os possiveis tratamentos.

No entanto, Duval (1995, 2004) alerta para as graves rupturas de aprendizagem
decorrentes da incompreensdo do quanto a dualidade do acesso aos objetos geométricos exige
cognitivamente do estudante, quando se contempla um problema de natureza geométrica. De
acordo com o autor “a atividade cognitiva que requer a geometria € mais exigente, posto que,
os tratamentos efetuados de forma separada e alternativamente em cada um dos registros nao
sdo suficientes para que esse processo chegue a algum resultado: € necessario que se efetuem
simultaneamente e de maneira interativa transformagdes figurais e discursivas” (DUVAL,
1995, p. 173; 2004, p. 155). Desse modo as se¢des deste artigo seguem a estrutura do capitulo

estudado.

1 A PRIMEIRA BARREIRA NA APRENDIZAGEM DA GEOMETRIA

Em geral, a aprendizagem da geometria, por desconhecimento das exigéncias cognitivas
que essa modalidade de conhecimento requer, conduz os tratamentos dos registros semidticos
utilizadas no ambiente escolar, sejam eles discursivos ou figurais, pelo mesmo viés cognitivo
utilizado de forma natural, ou seja, respectivamente, comunicagdo direta e percepcao visual. De
forma alguma, essa conduta comum nas escolas, configurara uma capacidade de compreensao
significativa diante de um problema de geometria. Para Duval, o resultado disso ¢ o fendmeno
de falsa proximidade entre os tratamentos que sio naturais em cada um destes dois registros
e aqueles que realmente a atividade matematica exige (DUVAL, 1995, p, 174; 2004, p. 156).

De fato, diante de uma figura geométrica, por exemplo, a apreensao visual ou apreensao
perceptiva inicial tende a operar segundo os principios da Gestalt ou Teoria da forma?,

buscando de imediato o reconhecimento global da figura e a minimizagao do esfor¢o cognitivo,

3 Para estudo, a teoria da Gestalt encontra-se detalhada em Gomes Filho, J. Gestalt do objeto: sistema de leitura
visual da forma. 8 ed. Sdo Paulo: Escrituras, 2008.
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reduzindo, consequentemente, a identificagdo de elementos cruciais, determinantes para o
processo de compreensdao do problema geométrico que a imagem compde. De modo
semelhante, o registro discursivo, em matematica, embora possua um vocabulario préprio e
especializado, ¢ seguidor das mesmas regras da linguagem comum onde algumas expressoes
matematicas também sdo utilizadas para comunicagdo em outros meios.

Para Duval (1995, p. 174; 2004, p. 156) essa proximidade entre os tratamentos naturais
dos registros semioticos quando utilizados em outras areas e o modo de utilizagao requerido no
ambito da aprendizagem matematica — fendomeno da falsa proximidade, associado a
necessaria coordenaciio entre os tratamentos que provém do registro figural e os que provém
do registro discursivo, revelam os desafios para se aprender geometria.

Em outras palavras, Duval afirma que as dificuldades de aprendizagem em geometria,
originam-se da falta de conhecimento de operagdes semiocognitivas, enunciadas mais adiante,
e que para supera-las ¢ crucial ter consciéncia de que a interpretagdo correta de problemas
geométricos depende da conversdo e coordenacdo entre os registros figural e discursivo. Falhas
nessa sincronizagdo podem levar a solugdes equivocadas e sem fundamento conceitual.

Para esclarecer esse ponto, tomemos o problema proposto por Mello (1999, p. 65), um
caso classico de que sem a adequacdo de nossas habilidades de reconhecimento e
gerenciamento das informagdes inseridas no conjunto enunciado-imagem, o entendimento
parcial subsidiara todo o processo resolutivo, acarretando resultados inadequados como no
exemplo a seguir.

Calcule os valores possiveis de x, na Figura 1, dados os comprimentos na mesma

unidade de medida:

Figura 1 — Triangulo qualquer

Fonte: Mello, 1999, p. 65

E 6bvio que a disposi¢do visual da figura ¢ automaticamente indutiva a aplicagdo do
teorema de Pitdgoras por parte dos estudantes. A imagem de um tridngulo, aparentemente
retangulo, com lados horizontal e vertical, em associacdo com os valores x, 4 ¢ 5 remetendo a

triade pitagorica 3, 4 e 5, exerce forte influéncia sobre o raciocinio. Em outros termos, a
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percepcao visual da figura, descaracterizando o sincronismo eficiente entre os registros figurais
e discursivos, se sobrepde a analise textual do problema "Calcule os valores possiveis de x na
figura...", resultando na negligéncia da resposta a questao proposta, pela maioria dos estudantes.

A decisao por utilizar o teorema de Pitagoras, nesse caso em particular, ndo caracteriza
uma falha conceitual inicialmente, mas se associarmos a motivacdo pelo uso sendo

predominante oriunda somente da percepg¢ao do registro figural, ndo restard duvida de que:

entre as principais fontes de dificuldade na aprendizagem da geometria, ndo vem em
primeiro lugar os conceitos, mas sim o parasitismo produzido pela proximidade de
tratamentos relevantes e ndo relevantes praticados no interior de um mesmo registro,
bem como da auséncia de coordenacdo entre os tratamentos que provém de registros
diferentes (DUVAL, 1995, p. 174; 2004, p. 156).

Com efeito, Duval (1995, 2004) destaca o papel central das representagdes semioticas
no processo de ensino e aprendizagem da matematica e argumenta que, qualquer abordagem
para a aprendizagem da geometria demanda a capacidade de tratar um mesmo objeto
matematico tanto no interior de um registro quanto entre diferentes registros semioticos. Sob
essa perspectiva, torna-se fundamental reconhecer que em cada registro semidtico existem
unidades elementares ou unidades significantes, que possibilitam o estabelecimento de
conexdes conceituais entre os registros figural e discursivo. A explicitagdo dessas unidades e
dos tratamentos que as interligam revela-se crucial para a compreensdo do processo de

resolucdo de problemas em geometria.

2 AS UNIDADES CONSTITUTIVAS DE UMA FIGURA GEOMETRICA

E caracteristico de uma figura geométrica permitir modificacdes sobre seus elementos
constitutivos (pontos, retas e planos) uma caracteristica de grande relevancia e que norteia as
inferéncias de tratamento para resolucao de problemas no registro figural. Contudo, enxergar
essas modificacdes constitui-se um grande desafio para a percepg¢ao visual, uma vez que, somos
induzidos a utilizar as leis psicologicas da Gestalt, principalmente, da continuidade e do
fechamento e, nesse sentido, a figura geométrica ¢ vista de forma icOnica, intocavel, acarretando

uma a¢ao heuristica reduzida e muitas vezes insuficiente ou mesmo anulada.
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Ao discorrer a respeito do ato de “ver”, Duval (2005, 2022)* afirma que ¢ preciso
executar duas acdes totalmente distintas e independentes, todavia, de forma sincronica, ou seja,
cognitivamente a nossa percepc¢ao precisa discriminar as formas geométricas e identificar
todos os objetos correspondentes as formas reconhecidas, um retdngulo pode ser identificado,
por exemplo, por dois triangulos retangulos, por seus lados, suas retas suportes, seus vértices
etc. A percepcdo icOnica opera restritivamente no reconhecimento da forma, assim como ocorre
com o reconhecimento dos objetos a nossa volta. Assim, um dos fatores necessarios para
expandir a capacidade interpretativa, a partir de um estimulo visual, ¢ ser capaz de identificar
as unidades elementares da figura dentro do contexto geométrico em que ela esta inserida.

A seguir, na Figura 2, expomos segundo Duval uma classificacdo sistematica dessas
unidades figurais elementares (0D, 1D e 2D), oportunamente inserimos também modelos

tridimensionais.

Figura 2 — Unidade elementares na geometria destacadas de modelos 3D

Objeto visivel

Dimensio 0 Dimensio | Dimensio 2 Dimensdo 3
Forma Forma Forma Forma Forma Forma
retilinea curva retilinea curva
, \ 5 \ Reta Curva
Aberta Fechada Aberta  Fechada Poliedros  Sdlidos

A \A_ O e Piramides Redondos
: —/ /Ix o Q o O C

Ponto  Retaouparte  Arco, Angulo, Triangulo, Curvacom  Oval, Cubo Cilindro
deumarcta  curva cruz quadrado, ponto duplo, redonde  pjsmide  Cone
retingulo  cispide A

Fonte: a partir de Duval, 1995, p. 177; 2004, p. 159

Duval afirma que “para criar uma figura ou um grafico é necessario que haja um
contraste sobre um suporte material homogéneo (folha de papel, tela de video ...), para que se
destaque algo identificavel em tal campo perceptivel” (DUVAL, 1995, p. 175; 2004, p. 157).

Dito de outro modo, tudo que reconhecemos a partir da percepg¢do visual de uma figura ocorre

4 Ressaltamos que, além do livro base “Sémiosis et pensée humaine. Registres sémiotiques et apprentissage
intellectuels”, Duval complementa sua teoria em outros livros e artigos cientificos. Assim, essa hermenéutica
procura ver a teoria de Duval por uma lente ampliada em suas produgdes.

6

RECEM - Revista Catarinense de Educacdo Matematica



em funcdo da descontinuidade ordenada de estimulos, que modula algumas variagdes visuais.
Para o autor, essas variagdes permitem definir os elementos constitutivos de uma figura: “toda
figura aparece como uma combinacdo de valores para cada uma das variagdes visuais destes
dois tipos, dimensional e qualitativa” (DUVAL, 1995, p. 175; 2004, p. 157). Como compilado

no Quadro 1.

Quadro 1 — Elementos visuais dimensionais e qualitativos associados ao registro figural

Tipos de variacdes visuais

Dimensao 0 — ponto
Variacgao Associa-se a dimensdo em que o objeto Dimensao 1 — linha

dimensional geométrico estd definido Dimensao 2 — superficie

Dimensao 3 — espaco definido

Variacdo de forma — linha reta, curva
ou mista; linha aberta ou fechada;

representagdo estrutural ou macica de

um solido geométrico

Variacdo de tamanho — maior ou
menor, ampliagdo ou redugdo

Variacgao Vincula-se ao aspecto visual do registro

litati fi 1 - . ~ ~
qualitativa gura Variacdo de orientacdo - com relacdo

ao plano frontoparalelo

Variacdo de granulacdo — linha cheia,
pontilhada, tracejada, negrito etc.

Variacao de cor

Fonte: a partir de Duval, 1995, p. 175; 2004, p. 157

A distingdo entre as variagdes visuais dimensional e qualitativa estabelece os alicerces
para a identificacdo dos elementos constitutivos de uma figura. No entanto, ¢ importante
destacar que conceitualmente conhecemos as figuras por sua dimensao, caracterizando assim a
forte influéncia da variacdo do tipo dimensional, j& quanto as variagdes qualitativas, essas
possuem apenas um papel auxiliar no reconhecimento, por exemplo, na perspectiva de um
prisma sobre um plano, a variagdo da espessura ou do tipo de linha (pontilhada, tracejada)
assumiria o papel de declarar melhor a ideia de tridimensionalidade em uma superficie plana,
assim como uma variagao de cor (DUVAL, 1995, 2004).

Além disso, discriminar as unidades geométricas de base a partir de um registro figural
e suas possiveis variagdes visuais (dimensional e qualitativa) exigird uma conduta treinada do
agente, de modo a direcionar o reconhecimento para elementos da imagem que naturalmente
seriam negligenciados, visto que, inicialmente nosso sensoriamento visual psicologicamente

7
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busca o menor custo cognitivo, lancando-se sobre principios gestélticos, em particular do
fechamento e da continuidade, conduzindo apenas a um reconhecimento global da imagem.
“Assim, um quadrado ¢ percebido como uma unica figura e ndo como a reunido de quatro
segmento opostos de dois em dois” (DUVAL, 1995, p. 176; 2004, p. 158).

Portanto, nossa percepcao visual sobre qualquer imagem de natureza geométrica, além
de ndo ser sensibilizada de imediato por representacdes de objetos de dimensdo 1 ou O,
relevantes para compreensdo de seu conteudo, mostra-se insuficiente para inspirar um
raciocinio resolutivo eficaz, dado que, nenhuma imagem pode, por si s, representar um
contexto geométrico completo: o simples desenho de um triangulo, por exemplo, ndo informa
se seus lados sdo congruentes ou se um de seus angulos € reto, sem um registro discursivo
adicional.

O que nos leva a reconhecer o importante papel, muitas vezes negligenciado, do registro
discursivo, este por sua vez legenda qualquer ilustragdo geométrica delatando defini¢des,
teoremas e propriedades, em virtude de estar alicercado, majoritariamente, em unidades
geométricas de dimensdo 1 ou 0 e suas variagdes qualitativas. Ou seja, estes registros
isoladamente ndo constituem uma base de entendimento capaz de mobilizar um processo de
resolugdo. J4 em sincronia, criam condig¢des que tornam possiveis o reconhecimento das formas
de maneira discriminativa, portanto, um pré-requisito para a aprendizagem da geometria
(DUVAL, 2022). Quer dizer, a sincronia cria condi¢cdes para que se extraia 0 maximo do
potencial heuristico de uma figura, ampliando assim a certeza de que a solugdo identificada

possui legitimidade matematica.

3 OS TRATAMENTOS PROPRIOS DO REGISTRO DAS FIGURAS GEOMETRICAS

Entre estudiosos “¢ comum admitir que as figuras formam um importante suporte
intuitivo para as atividades em geometria: deixam ver muito mais do que os enunciados dizem,
permitem explorar, antecipar... Permitem, na resolugdo de um problema ou na busca de uma
demonstragdo, aquela conduta que Peirce descreveu sob o termo ‘abducio’™ (DUVAL, 1995,
p. 180; 2004, p. 161). Contudo, o papel semiotico da figura ndo estd associado somente a sua
capacidade de sustentar a atencdo quando comparada ao registro discursivo que compode o
enunciado, mas também ao seu potencial de revelagdo heuristica. Dito de outro modo, uma
figura geomeétrica instiga a abdugdo, que consiste em “limitar inicialmente a classe de hipdteses
ou de alternativas que devem ser consideradas: portanto, inicialmente, a figura deve evitar a

exploracdo de todos os caminhos possiveis, capitando a atencdo somente sobre aqueles
8
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suscetiveis a conduzir a uma solug¢do ou sobre aquelas que ja levaram a ela” (DUVAL, 1995,
p. 180-181; 2004, p. 161).

Tratamentos especificos sobre a representagao de um objeto geométrico, podem excluir
de forma permanente qualquer possibilidade de a representacao figural assumir um papel
acessorio, além disso, ¢ o processo intelectual de abducdo que vai subsidiar, através de uma
expansao discursiva a deduc¢ao, legitimando a solu¢do encontrada. Contudo, o autor afirma que
para compreender como atua a conduta de abdugdo sobre figuras geométricas, dois niveis de

apreensao precisam ser distinguidos:

um primeiro nivel em que se opera o reconhecimento das diferentes unidades figurais
discerniveis em uma figura dada, e um segundo nivel em que se efetuam as
modificacdes possiveis das relagdes das partes com o todo (Opticas ou posicionais)
das unidades figurais reconhecidas e da figura dada. O primeiro nivel corresponde ao
que classicamente se entende ¢ se denomina “percepgdo”; se podia, entdo, chamar de
apreensdo gestaltica. O segundo nivel corresponde a uma apreensdo operatoria das
figuras (DUVAL, 1995, p. 181-182; 2004, p. 162).

Por outro lado, a maneira de ver e operar sobre uma figura geométrica esta relacionada,
principalmente, ao tipo de atividade solicitada. Para as tarefas mais simples associadas ao
reconhecimento da forma e a identificacdo de medidas, ou seja, apenas uma percepgao global,
ocorre a apreensao perceptiva atendendo ao primeiro nivel de apreensdo sobre a figura, que se
configuram a partir dos olhares iconicos do botanista e do agrimensor. Ja as tarefas que exigem
maior interacdo com o estatuto do objeto geométrico representado, interagcdo essa efetivada por
meio de tratamentos sobre o registro figural, correspondem ao segundo nivel de apreensao — a
apreensdo operatoria, que se valendo de gestos cognitivos especificos vao subsidiar-se dos
olhares nao iconicos do construtor ¢ do inventor (DUVAL, 1995, 2004, 2022). De forma

resumida o autor apresenta, no Quadro 2, esses olhares.
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Quadro 2 — Quatro entradas classicas na geometria

BOTANICO AGRIMENSOR- CONSTRUTOR INVENTOR-
gedmetra faz-tudo
1. Tipo de Reconhecer Medir as bordas de | Decompor uma | Transformar formas,
operacao nas as formas a uma superficie: em | forma em tracos umas em outras.
FORMAS partir das um TERRENO ou construtiveis Deve-se adicionar
VISUAIS, exigida | qualificacdes | em um DESENHO | com a ajuda de TRACOS
para a atividade visuais do (variacao de um instrumento. | REORGANIZADORES
proposta contorno: escala de E preciso na figura final para
UMA forma grandeza e (frequentemente) iniciar as
particular é | consequentemente passar de transformacdes
privilegiada do procedimento TRACOS
como TIPICA de medida) AUXILIARES
gue nao
pertencem a
figura “final”.
2. Como as Sem ligagoes | As propriedades | Como restricoes Implicitamente por

PROPRIEDADES
GEOMETRICAS
s&o mobilizadas
em relacao ao

tipo de operacao

entre as
diferentes
propriedades
(nao ha
definicao
matematica
possivel)

sao dos critérios
de escolha para as
medidas a fazer.
Elas s6 sdo uteis se
remetem a uma
formula permitindo
um calculo

de uma ordem
de construgao.
Certas

propriedades sé&o
obtidas por uma
unica operacao
de tracagem, as

outras exigem
varias operacdes

enviar a uma rede
mais complexa (uma
trama de retas para a
geometria plana ou
uma trama de
intersec¢des de planos
...) que a figura de
partida

Fonte: Duval, 2022, p. 07

O olhar do botanista, como denominado no Quadro 2, segue um modelo simples de

reconhecimento figural, ao ponto que o autor afirma: “na realidade esse tipo de atividade ndo

tem nada de atividade geométrica. Ela parece geométrica apenas na medida que se refere as

formas ditas ‘euclidianas’. Mas o mesmo trabalho de observacao poderia (e deveria) ser feito

em folhas de arvores” (Duval, 2022, p. 7).

Qualquer figura perante esse olhar se resume a uma imagem estética e destituida de seu

potencial heuristico, o que fragiliza o seu reconhecimento. Para ndo nos furtamos de um

exemplo trazemos, na Figura 3, um exemplo do quanto esse olhar pode ser insuficiente.

Figura 3 — Quadrado em duas posicoes diferentes

Fonte: Moretti, 2013, p. 291
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Ao apresentar como exemplo a figura do quadrado tradicionalmente utilizada nos meios
didaticos (Figura 3A) e uma representacdo ndo tradicional (Figura 3B), Moretti (2013) traz a
reflexdo o fato de que, embora seja 0 mesmo objeto representado, o reconhecimento da Figura
3B possui um custo cognitivo muito maior quando comparada a Figura 3A e que, em funcao da
superficialidade com que o olhar botanista contempla a imagem, pode até ndo se reconhecer
nas figuras a representacdo do mesmo objeto geométrico. Nao vamos aqui nos ater aos demais

olhares, sugerimos para maiores esclarecimentos a leitura de Duval (2022).

3.1 O reconhecimento das unidades figurais de dimensao 2 em uma figura geométrica

A partir da se¢do anterior podemos assumir que o raciocinio geométrico tem como
inspiragdo a leitura de uma imagem, construida ou simplesmente mentalizada. Nesse contexto,
o registro figural, a depender da exigéncia da tarefa, pode assumir uma postura estatica (iconica)
ou dindmica (ndo iconica). Dizendo de outra forma, uma imagem pode ser contemplada a partir
de uma apreensao perceptiva ou de uma apreensao operatéria (DUVAL, 1995, p. 182; 2004, p.
162-163).

Com efeito, ao analisarmos uma figura geométrica, ha de fato uma predominancia das
unidades de dimensdo 2 sobre as unidades de dimensdes inferiores, explicada pelas leis
gestalticas de fechamento ou de continuidade (DUVAL, 1995, p. 175; 2004, p. 158). Quando
as unidades figurais de dimensao 2 estao separadas seu reconhecimento traz pouca ou nenhuma
dificuldade. No entanto, unidades figurais 2D justapostas ou sobrepostas sobrecarregam o
olhar, ou seja, ampliam o desafio, exigindo maior aten¢do em seu momento de estudo. Para o

autor:

Nao ¢ a mesma coisa quando essas unidades estdo integradas em uma configuragio.
E isso, por dois motivos diferentes. Em primeiro lugar, certas unidades figurais de
dimensao 2 predominam sobre outras unidades também de dimensao 2, de acordo com
a lei gestaltica de fechamento. Em segundo lugar, uma figura geométrica contém,
frequentemente, mais unidades figurais elementares do que as necessarias para
construi-la (DUVAL, 1995, p. 182; 2004, p. 162-163).

Apresentamos a seguir, na Figura 4, um problema onde se verifica justamente o que se
quer dizer: como transformar o hexdgono regular ABCDEF em um Unico paralelogramo

(Versao 1).
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Figura 4 — Sobreposicio e justaposicio de figuras bidimensionais

Versao 1 Versio 2

A B A B

Fonte: os autores

A figura destaca 9 unidades figurais de dimensdo 1 (segmentos, 6 lados e 3 diagonais),
estas sao as unidades que se deve ter em conta para construir a figura. Porém esta figura
comporta também, 11 unidades figurais de dimensao 2 (tridngulos, paralelogramos, trapézios),
além de outras reconfiguracdes 2D. Estas sdo as unidades figurais que devem ser tratadas para
resolver o problema. Todavia, como se pode observar, estas unidades 2D, pertinentes a
resolugdo do problema, sdo as menos visiveis em um primeiro golpe de vista.

De fato, em virtude da lei gestaltica de fechamento, esta figura ¢ imediatamente
reconhecida como 6 tridangulos equilateros inscritos em um hexdgono ou como 6 tridngulos
equilateros independentes justapostos. Para se atingir a possibilidade de abdugao é necessario
neutralizar a organizacao perceptiva que faz predominar o contorno dos tridngulos sobre as
demais figuras 2D, e de outra parte, ver unidades figurais separadas que de fato estdo
parcialmente recobertas pelos triangulos e, portanto, tém partes de seu contorno em comum.
Ademais, € pressuposto que o estudante conheca o objeto paralelogramo. Embora pareca 6bvio
pensar na palavra e no objeto paralelogramo a partir da provocacao do enunciado, nao se pode
considerar que essa coordenacdo entre os registros lingua natural e figuras geométricas seja
facilmente alcancada pelo estudante, longe disso (DUVAL, 1995; 2004).

Note que, uma solugdo possivel € o paralelogramo FBCE, que se obtém promovendo-
se uma translagdo do trapézio ABCF horizontal para direita de médulo FB’, seguida de uma

translagdo vertical para baixo de modulo B’D, Figura 5.
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Figura 5 — Uma solucio possivel, Versao 1

A B

E D=F C

translacdo FB’

Itranslagéo B’D
Fonte: os autores

O mesmo problema pode ser apresentado de outra forma. Por exemplo: considerando
“0O” o centro do hexagono regular ABCDEF que incorpora os paralelogramos ABCO, CDEO ¢
EFAO, transforme o hexagono regular ABCDEF em um Unico paralelogramo (Versao 2).

A resolugdo desta apresentacdo mobiliza os mesmos conhecimentos exigidos na
apresentacdo anterior. Todavia, se por um lado, destaca-se algumas unidades figurais de
dimensdo 2 pertinentes a resolucdo (paralelogramos), que ndo sdo imediatamente visiveis,
aumentando-se o grau de congruéncia entre o enunciado e a figura, por outro, ndo se pode dizer
o mesmo dos tratamentos matematicos que sao exigidos para solucionar o problema, posto que,
0 custo cognitivo para transformar os 3 paralelogramos descritos no enunciado em um Unico, ¢
muito maior. Quer dizer, a apreensdo operatéria requisitada para se encontrar uma solucao
legitima torna-se, do ponto de vista cognitivo, bem mais complexa.

Para reforgar essa conclusdo apontamos na Figura 6, em duas etapas, como uma possivel
solucdo para a segunda versao do problema, o paralelogramo FABO resultante de:

1) uma translagdo do paralelogramo ABCO horizontal para direita de modulo OC,

seguida de uma rotagdo horaria de 120° sobre o vértice C; e

i) uma rotacdo anti-horaria de 240° do triangulo AFO sobre o vértice F.
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Figura 6 — Uma solucio possivel para a Versao 2

O A=E D=C B

«—
translagdo OC

Fonte: os autores

Como visto, os tratamentos figurais e discursivos sdo definitivamente importantes para
favorecer as descobertas heuristicas, portanto, “nao pode haver ensino de geometria que nao
leve em consideracao as diferentes apreensdes as quais uma figura da lugar” (DUVAL, 1995,

p. 184; 2004, p. 164).
3.2 A apreensio operatdria das modificagcdes possiveis de uma figura geométrica

Quando a intengdo ¢ explorar heuristicamente uma configuracdo geométrica, faz-se
necessario um olhar capaz de demonstrar, de forma simultinea, criatividade e legitimidade
sobre as modificagdes realizadas no registro figural. Isto porque, toda figura € geradora de outra,
seja por extensao do seu processo de construgdo ou por reorganizacao visual das formas ja
reconhecidas. Ou melhor, toda figura geométrica pode ser decomposta em outra, de forma a
reorganizar seu aspecto global, mantendo-se sua originalidade dimensional. Operagdes como
dividir, ampliar, reduzir, movimentar (por translacdo ou rotacdo), sdo cruciais no trabalho
com o registro figural (DUVAL, 1994, 2022).

Qualquer modificagdo sobre o registro figural, tem sua eficiéncia alienada ao
reconhecimento das formas e dos objetos geométricos que representam, o que implica no
reconhecimento simultaneo da teoria exposta no enunciado e dos elementos figurais da imagem,
e, nesse instante, a habilidade de desmontar cognitivamente a imagem no seu contexto
dimensional (3D — 2D — 1D — 0D) ¢ a unica forma de justificar as transformagdes que
porventura venham a ser realizadas (DUVAL, 2011).

Nesse sentido, Duval aborda, no capitulo aqui interpretado, dois tipos de modificacdes
figurais que subsidiam a apreensdo operatoria: a reconfigurac¢ao figural — uma operagao que

se nutre, majoritariamente, de modifica¢des mereoldgicas (divisdo da figura em subfiguras) que
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sdo reorganizadas em outra figura conservando a dimensdo original; e a perspectivagdo ou por
em perspectiva — uma operacdo relacionada a modificagdes Opticas. Ambas sdo operagoes
que atuam variando o reconhecimento da configuragao geométrica inicial. No entanto, nao se
pode deixar de abordar outro tipo de modificagdo figural pertinente a obra de Duval a
“desconstrucdo dimensional” — uma operagdo estritamente cognitiva de suma importancia
para a aprendizagem da geometria, conforme o proprio autor “ver ‘geometricamente’ uma
figura ¢ operar uma desconstru¢do dimensional das formas que reconhecemos imediatamente
em outras formas que ndo enxergamos a primeira vista, € isso sem que nada mude na figura
afixada no monitor ou construida no papel” (DUVAL, 2011, p. 87).

A reconfiguragdo figural consiste na modificagdo global de uma imagem (figura
geométrica) a partir da divisdo e reorganizagdo da figura de partida em subfiguras, sem que
ocorra mudanga dimensional do todo para as partes. Um exemplo didatico primoroso ¢ a
transformagdo de um trapézio isésceles em um retdngulo, isto é, uma modificagdo de seu
contorno. Essa manipulagdo ¢ didaticamente mais intuitiva quando o objetivo ¢ a determinagao
de sua area.

E imperativo destacar, que as modificagdes figurais que levam a reconfiguragdo de uma
figura podem, inicialmente, parecer um simples jogo de quebra-cabega, porém, a produtividade
heuristica proveniente dessas modifica¢des, alcancada a partir do sincronismo com o que
enuncia o problema, ¢ fundamental para a aprendizagem da geometria. Historicamente, essa
modalidade operacional sobre o registro semiotico das figuras geométricas foi amplamente
utilizada como prova para propriedades matematicas, um exemplo classico comum aos livros
didaticos ¢ a reconfiguracao figural aplicada sobre a figura de um quadrado circunscrito a um
outro quadrado para a demonstragdo do teorema de Pitagoras, como pode ser observado em
Duval (2011, p. 89, Figura 6).

Outro exemplo simples, mas rico heuristicamente ¢ o calculo da area de um tridngulo
de base b e altura A, a partir da reconfiguragdo figural mostrada a seguir, considerando

conhecida a area do retangulo, Figura 7.
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Figura 7 — Aplicacio da reconfiguracio figural
— Operagdo mereologica, divisio de uma unidade

figural 2D convexa (tridngulo) em duas unidades

figurais 2D (trapézio e triangulo);

b — Reconfiguragdo dessas duas unidades em outra

unidade figural 2D (retangulo);

Ar=Ar=b.(h72) — Conclusio pela igualdade das areas.

Fonte: os autores

A segunda operagdo abordada por Duval ¢ a perspectivacdo de um cenario geométrico.
Essa modificacdo nos permite julgar a partir de uma superficie plana, a profundidade entre os
elementos figurais presentes no desenho, subsidiando a constru¢do de um raciocinio que
formaliza uma compreensdo geométrica significativa. Contudo, as unidades figurais envolvidas
s6 podem expressar a ideia de proximidade ou de afastamento, se forem de mesma forma e de
mesma orientagdo, podendo variar de tamanho (DUVAL, 1995, p. 186; 2004, p. 166).

Utilizando os mesmos principios que regulam nossa percepcao imediata, podemos fazer
uso da perspectivagdo em um cenario geométrico, bastando apenas considerarmos uma unidade
figural que possa servir como um centro organizador ou podemos dizer, um ponto de fuga, fora
do plano do desenho. A defini¢do de um marco perceptivel, independentemente do tamanho
dos objetos, nos capacita a julgar sua posi¢ao relativa em termos de profundidade (DUVAL,
1995, p. 188; 2004, p. 166).

A perspectivacao, ao permitir uma percepcao aprofundada de uma representacdo plana,
¢ particularmente util para a compreensao da homotetia. Trazemos no Quadro 3, um exemplo.

Como em todo contexto geométrico, a narrativa dessa operagdo quando enunciada em
uma situacdo problema, direcionard a compreensdo declarando propriedades e elementos
dimensionalmente diferentes daqueles que a percep¢do visual estimula, em outras palavras,

Duval descreve que,

Esta operacdo de perspectiva, ou de superposi¢do por profundidade, constitui um
tratamento figurativo que orienta a analise matematica da configuragdo homotética
plana, que deve ser lida apenas em termos de relagdes de pontos e comprimentos de
segmentos. Este tratamento figurativo também permite uma execugdo mais rapida e
fornece um meio de controle (DUVAL, 1995, p. 188; 2004, p. 167-168).
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Quadro 3 — Perspectivagio a partir de duas piramides idéntica com tamanhos diferentes

Figura A

Na auséncia de um centro
organizacdo (unidade figural
definida com essa fungdo), o
que contemplamos sao unidades
geométricas (3D/2D) de
tamanhos diferentes.

Figura B

Ao introduzirmos ao cenario um
elemento visual como, por
exemplo, uma linha de
horizonte, a piramide que antes
poderia ser considerada menor,
agora passa a ser associada
como sendo do mesmo
tamanho, porém mais distante.

Fonte: os autores

Por outra parte, uma das caracteristicas do olhar nao iconico ¢ sua capacidade de ser

criativo diante de uma figura geométrica, visto que, qualquer iniciativa de associd-la a um

objeto geométrico, requer sua identificacdo a partir de propriedades ocultas no desenho

(DUVAL, 2011). Mesmo que o registro discursivo as declare, o registro figural precisa atuar

heuristicamente, o que demanda o seu “desmonte” com a intencdo de acessar as unidades

geométricas elementares para que, cognitivamente, sua desconstru¢do permita revelar todas as

propriedades implicitas na imagem.

Sendo assim, a desconstrucdo dimensional de um objeto geométrico € um gesto

totalmente cognitivo, Duval (2022) enfatiza sua importancia, bem como traz alguns objetos

geométricos euclidianos como exemplos ao afirmar que:

A maneira matematica de ver figuras consiste em decompo-las ndo importa qual a
forma discriminada, quer dizer reconhecida como uma forma nD/2D, em unidades
figurais de um nimero de dimensdes inferior a esta forma. Assim a figura de um
cubo ou de uma pirdmide (3D/2D) é decomposta em uma configuragio de quadrados,
de tridngulos etc. (unidades figurais 2D/2D). E os poligonos sdo por sua vez
decompostos em segmentos de retas (unidades figurais 1D/2D). E as retas, ou os
segmentos, podem ser decompostos em “pontos” (unidades 0D/2D). Nota-se que com
os pontos nos sairemos de toda visualizacao (DUVAL, 2022, p. 18).

A desconstrucao dimensional, exige habilidades especificas que vao além da capacidade

visual de reconhecer por exemplo os quatro segmentos congruentes que constituem a figura de

um quadrado, segundo o autor “os alunos precisam reconhecer, dentre as representacdes,
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aquelas com as quais deve tratar e que se voltam ao conceito matematico a ser assimilado”
(DUVAL, 2018, p. 12).

Dada a importancia dessa operagao geométrica e sua complexidade, ndo s6 cognitiva,
mas também operacional, visto que as estratégias didaticas em sua grande maioria nao
contemplam essa modalidade operacional sobre os registros figurais. Trazemos a baila, na

Secdo 4, Subse¢ao 4.1, Figura 8, um exemplo caracteristico para melhor compreensao.

4 A COORDENACAO ENTRE FIGURA E DISCURSO EM GEOMETRIA

A coordenagdo entre registros semidticos ¢ um dos fundamentos da teoria
semiocognitiva de Duval. Isto ¢ especialmente requerido em geometria, visto que, por mais
explicito que a representacao figural de um objeto exiba suas propriedades, mesmo recorrendo
a sinais de conversdo (como para segmentos, angulos etc.), ainda podera nio ser suficiente,
dado que, uma mesma figura geométrica pode representar situagdes muito diferentes e, por
conseguinte, d4 margem a diversos raciocinios. Para Duval (1995, p. 189; 2004, p. 168) “ndo
ha desenho ‘sem legenda’... Isto quer dizer que a introdugcdo de uma figura geométrica ¢
necessariamente discursiva”.

Dessa forma, a entrada discursiva (hipdteses, definigdes, teoremas) auxilia no
reconhecimento das propriedades dos elementos figurais, legitimando o objeto matematico
estudado e promovendo as conversdes entre os registros figural e discursivo. Sado essas idas e
vindas de forma interativa, relacionadas as exigéncias do problema, que encaminham a
descoberta de uma solug¢do. Segundo Duval (1995, p. 189; 2004, p. 168) “deve haver uma
interacdo entre os tratamentos figurais que por abducdo guiam a abordagem heuristica, € os
tratamentos discursivos que por deducdo constituem a estratégia relativa aos objetos

representados na figura”.

4.1 A entrada discursiva para a figura

De fato, em todo problema de geometria que envolva um registro figural, nossa
percepgao dara automaticamente destaque a alguns elementos figurais e ocultara outros, além
do mais, o que ¢ dito no enunciado pode ou ndo corresponder ao que esta na figura. No entanto,
qualquer iniciativa para se compreender um cendario geométrico exige a intera¢do sincronica
entre os registros figural e discursivo, portanto, o baixo nivel de congruéncia entre os registros,

pode direcionar, de forma erronea, o gesto de compreensdo e incitar o uso de propriedades
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geométricas que ndo possuem sustentagdo tedrica com o contexto enunciado (DUVAL, 1995,
p. 190; 2004, p. 169). Isto pode ser observado, por exemplo, no problema visto na Figura 4,
versao 1, cuja visualizagdo iconica ndo privilegia o destaque dos trapézios utilizados na solugao
do problema.

Por outro lado, o reconhecimento quando ocorre sem um custo significativo do gesto
atencional, em consequéncia do elevado nivel de congruéncia entre o que € dito no enunciado
€ 0 que a imagem inicialmente revela, pode também representar um obstaculo a resolugao do
problema, basta que o percurso resolutivo nao esteja associado aos elementos que inicialmente
foram reconhecidos. Podemos, como exemplo intermediario, tomar o problema descrito na
Figura 4, versdo 2, em que o aumento do grau de congruéncia entre o enunciado € a imagem
ndo foram suficientes para simplificar o problema, visto que exigiu exaustivo procedimento
matematico de resolugdo, ou seja, uma apreensao operatdria mais complexa.

E mais explicitamente, podemos tomar o problema a seguir que se assemelha aos

estudados por Balacheff (1982). Quantos tridngulos existem na Figura 8?

Figura 8 — Subdivisido de um triingulo

Fonte: os autores

Observa-se uma forte congruéncia entre a entrada discursiva e a organizacao perceptiva
da figura. Reconhecemos imediatamente, no maximo, quatro triangulos: um triangulo maior e
trés menores (figuras 2D). No entanto, o percurso resolutivo exige uma desconstru¢io
dimensional, como descrita na subsecao 3.2, isto €, € necessario prolongar todos os tracos e
ver a figura de forma retilinea (dimensdo 1) e, mais ainda, perceber as intersecoes entre estas
unidades elementares, permitindo a visualizagdo cognitiva da figura através de pontos
(unidades 0D). A partir dessa compreensao, qualquer agrupamento de trés pontos nao alinhados
forma um tridangulo. Deste modo, desvinculando-se do descrito no enunciado e mostrado na
figura, ¢ possivel solucionar o problema, cuja resposta correta sdao (Cs3z — Cs3 = 6) seis

triangulos.
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Portanto, como afirma Duval (1995, p. 190; 2004, p. 169), nestes casos, “€ necessario
esquecer os objetos nomeados no enunciado e mostrado na figura” para a heuristica do

problema.

4.2 A exploracio de uma figura: sequéncias de subfiguras e sucessio de etapas de

raciocinio

Qualquer cenario que tenha como proposta a compreensao e resolugao de um problema
de geometria e que contemple inicialmente uma figura geométrica permite, através da
apreensdo operatdria e da capacidade heuristica do registro figural, “ver uma variedade de
possiveis subfiguras extraidas de uma determinada figura, que ndo sdo imediatamente
perceptiveis a primeira vista” (DUVAL, 1995, p. 191; 2004, p. 170). Essa percep¢do denota a
importancia de reconhecer e diferenciar o papel das unidades figurais elementares na formagao

das subfiguras, visto que:

Essas subfiguras sdo diferentes reorganizagdes perceptivas que representam algumas
(ou todas) as unidades figurais elementares da figura inicial. Assim, embora o acesso
a cada subfigura seja independente do acesso a outras ¢ ndo seja possivel a
simultaneidade dos diferentes acessos, as subfiguras tém as mesmas unidades
figurais de dimensao 2, 1 ou 0 do que a figura inicial. Este fundo comum permite a
formacao de diferentes sequéncias de subfiguras (DUVAL, 1995, p. 191; 2004, p.
170).

A apreensao operatoria € uma resposta cognitiva em decorréncia do desejo de recolher
“pistas” heuristicas do problema. Duval (1995, p. 191; 2004, p. 170) afirma que “um problema
estabelece, pelos seus dados e pela questao colocada, uma figura de partida e uma subfigura de
chegada. Quando estas se identificam, € possivel perceber a sequéncia de subfiguras
intermedidrias que nos permite passar de uma a outra”. Além disso, “o €xito neste processo vai
depender da articulacdo entre esta apreensdo operatoria da figura e um manejo discursivo de
inferéncias que mobiliza uma rede de definig¢des e teoremas” (DUVAL, 1995, p. 191; 2004, p.
170).

Esse processo de seguir modificando a figura, de forma coordenada por um vislumbre
de determinada subfigura em concordancia com o que esta enunciado, pode ser observado no

exemplo da Figura 9, a seguir.
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Figura 9 — Problema cuja heuristica exige uma reconfiguracio figural

A E
: - o DEFH ¢é um retangulo e, seja O um
ponto qualquer de sua diagonal HE:
Area 1 AB ¢é paralelo a DH passando por O;
MN ¢ paralelo a DE passando por O.
M o N Mostre a igualdade das areas 7/ e 2,
Area 2 qualquer que seja a posi¢ao do ponto O.
H B F

Fonte: Duval, 1995, p. 185; 2004, p. 165

Considerando que DEFH ¢ um paralelogramo reto-retangulo e que o segmento HE ¢
uma de suas diagonais, implica que, os tridngulos HDE ¢ EFH sao congruentes, assim como 0s
pares de tridngulos (OAE e ONE) e (MOH e BOH).

Partindo dessa figura inicial precisamos mostrar que os retangulos AOMD e NOBF sao

congruentes, 0 que sugere intuitivamente a subfigura final apresentada na Figura 10.

Figura 10 — Figura de partida e figura de chegada

Imagem inicial Imagens intermediarias Subfigura final

D e B

Fonte: a partir de Duval, 1995, p. 185; 2004, p. 165

O éxito no percurso didatico exige que a figura de partida exerca sua influéncia
heuristica de maneira a compor uma sequéncia de descobertas que levara a subfigura de
chegada, como sugere a Figura 11. Conforme a citagdo anterior de Duval, esta articulacdo sé

ocorre na presenca de uma interacdo dindmica entre as apreensdes operatdria e discursiva.
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Figura 11 — Sequéncia de subfiguras intermedidrias para a identidade das dreas 1 e 2

=

Subfigura 1 Subfigura 2 Subfigura 3

iz =

N

[~

Subfigura 4 Subfigura 5 (Final)

Fonte: a partir de Duval, 1995, p. 199-202; 2004, p. 177-179

As dificuldades oriundas de manipular o registro figural de forma coordenada com o
que ¢ dito discursivamente sobre a imagem, representa o principal desafio tanto para quem
ensina quanto para quem aprende. Como dito anteriormente, diante de uma imagem, temos
facilidade em reconhecer unidades geométricas de dimensao 2, limites fechados: tridngulo,
retangulo, losango etc., contudo, temos dificuldade para interagir com objetos de dimensdo 1 e
dimensdo 0, como pares de lados paralelos ou congruentes, vértices, pontos de intersecdo ou
médios inerentes a mesma figura. Por outro lado, o registro discursivo ao descrever o contexto
geométrico, privilegia o reconhecimento de unidade geométricas de dimensao 1 ou 0. Sendo
assim, transitar cognitivamente entre esses dois registros depende exclusivamente de
“reconhecer a correspondéncia entre certas unidades discursivas de sentido do enunciado
(definicdes, teoremas) e certas unidade figurais da configuragdo geométrica” (DUVAL, 2018,
p-9).

Esse fenomeno de incongruéncia dimensional entre a forma com que cada registro
contribui para a discriminag@o e reconhecimento do objeto geométrico envolvido no problema,
pode facilmente conduzir o estudante a desistir da busca pela sua solu¢do, ou mais forte ainda,
levar a um bloqueio.

Para ativar o potencial heuristico do registro figural, ¢ imperativo que a representacao
possua uma dimensdo superior a das unidades fundamentais para o raciocinio. Conforme

destaca Duval (1995, p. 192; 2004, p. 171), isso significa que a dedugdo de uma subfigura final
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exige a manipulagdo intelectual de objetos e suas propriedades em uma dimensdo que
transcende as unidades geométricas elementares que compdem a imagem.

No caso da tridimensionalidade, quando representada por objetos (3D/3D), tem por
vantagem a possibilidade de variar o campo perceptivel simplesmente variando o ponto de vista
do objeto. O que ndo ¢ possivel quando a tridimensionalidade ¢ representada através da
perspectiva (3D/2D). Além do mais, a falta de pratica em manipular modelos tridimensionais e
o uso comum de imagens (3D/2D) para compor a problematizagdo acabam por agravar o
problema de compreensdao geométrica no espaco. Duval alerta para duas limitagdes que essa

exposicdo em perspectiva pode acarretar:

Em primeiro lugar, a representagdo em perspectiva exclui qualquer variagdo de ponto
de vista: pressupde, pelo contrario, que seja privilegiado um determinado ponto de
vista, cuja escolha, em geral, faz parte da resolu¢do do problema! A segunda limitacao
¢ que a sua leitura, devido a auséncia da terceira dimensao, rapidamente se torna
ambigua: dai a necessidade de recorrer a varidveis visuais suplementares, como a cor,
para aumentar o numero de indices de posi¢ao no espaco de algumas unidades figurais
de dimenséo 0, 1 ou 2 (DUVAL, 1995, p. 193; 2004, p. 171-172).

Os fendmenos de ndo congruéncia em geometria ndo se restringem apenas as figuras,
mas também estdo intrinsecamente ligados a organizacdo dedutiva do discurso. Isso ocorre
porque o discurso matematico ndo se limita a referenciar, mas também a unidades com valor
logico e epistémico, ou seja, as proposicdes. Além do mais, a dedugdo, sendo uma estrutura
discursiva que opera exclusivamente com proposi¢oes, tem seu funcionamento baseado na
substituicdo de uma parte da figura por uma expressao referencial equivalente e quando ¢
preciso, reutiliza proposigdes para encadear os diferentes passos do raciocinio.

Portanto, ndo existe um raciocinio geométrico sem a interagao sinérgica entre o registro

figural e o discursivo, entretanto para Duval:

A articulacdo entre figura e discurso, na resolu¢do de um problema de geometria, deve
ser realizada nestes dois niveis de funcionamento do raciocinio dedutivo: deve ser
realizada, portanto, local e globalmente. A articulagdo local é a que se realiza nos
limites de uma etapa de deducdo: baseia-se na correspondéncia entre unidades figurais
de dimensao 0 ou 1 e expressoes referenciais. A articulag@o global € o que diz respeito
ao processo de resolucdo de problemas: baseia-se na correspondéncia entre a visdo de
uma sequéncia de subfiguras e o encadeamento de etapas dedutivas (DUVAL, 1995,
p- 193-194; 2004, p. 172).

Nesse sentido, a articulagao global entre os registros, representa no contexto educacional

a esséncia da atividade geométrica, uma vez que integra gestos heuristicos e provas em uma
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atividade intelectual unificada, o que determina o caminho para o dominio e a compreensao

profunda dos conceitos e problemas da geometria.

5 APRENDIZAGEM DA GEOMETRIA E COORDENACAO DE REGISTROS DE
REPRESENTACAO

A particularidade da geometria nao se restringe a trabalhar, de forma simultanea, a
coordenagdo de tratamentos oriundos dos registros semioticos figural e discursivo. Essa
especificidade aumenta, posto que os tratamentos espontaneamente praticados em cada um
desses registros, estdo na contramao dos exigidos para a aprendizagem da matematica. Desse
modo, as propostas e estratégias de ensino precisam proporcionar condi¢cdes para que 0s
estudantes dominem as operagdes especificas de cada um desses registros, utilizando

tratamentos legitimos a atividade matematica. Dito de outra forma:

Manifesta-se indispensavel a aprendizagem em separado das operacdes demandadas
destes dois registros, pelo menos para evitar os impasses de uma falsa proximidade
entre os tratamentos pertinentes para uma atividade matematica e os que sdo
comumente efetuados na percepcdo das figuras, na compreensao dos discursos e em
sua producdo (DUVAL, p. 194; 2004, p. 173).

5.1 Reconhecimento perceptivel, apreensio operatoria e heuristica

O fendmeno da incongruéncia semantica entre os registros figural e discursivo exige um
olhar capaz de dinamizar modificacdes na imagem ao menos mentalmente. Ademais, para que
se faca uso da capacidade heuristica que toda figura geométrica carrega, ¢ preciso ir além da
discriminacdo dos elementos visuais de uma imagem. O reconhecimento das unidades
geométricas tanto no contexto individual quanto no global é o tinico meio pelo qual € possivel
estabelecer uma equivaléncia semantica com o que esta sendo dito da imagem (DUVAL, 2022).
Todavia, realizar essas modificagdes na imagem em um contexto geométrico ndo € uma agao
natural, como recorda Duval, “a reconfiguracdo, a superposi¢ao por ajuste de profundidade e
outras operagdes relacionadas com possiveis modificagdes de uma figura (desconstrugdo
dimensional, por exemplo) sdo operacdes que estdo longe de ser espontineas e Obvias”
(DUVAL, 1995, p. 195; 2004, p. 173, adendo nosso).

Mesmo nos tratamentos mais simples como as modifica¢des de posi¢ao por translacao

ou por rotagdo, Duval (1995, p. 195; 2004, p. 173) afirma que “uma simples mudanca de
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orientacdo de uma unidade figural elementar pode ser um obsticulo para o seu simples
reconhecimento”, como se observou no problema proposto na Figura 4.

Duval apresenta como exemplo, aplicado por ele, a Figura 12, a seguir.

Figura 12 — Duas representacdes de um mesmo padriao de um cubo planificado

o

—>

Fonte: Duval, 1995, p. 195; 2004, p. 173

Onde duas representagdes de um mesmo cubo planificado diferenciam-se somente pela
rotagdo entre as imagens (horizontal — vertical). Desse modo, expde a dificuldade de uma turma
do Ensino Fundamental em reconhecer que as duas figuras correspondiam a um mesmo cubo,
evidenciando que uma simples rotagdo mental exige treinamento especifico, alinhando-se ao
que ja havia sido afirmado no trabalho de Shepard e Metzler (1971), “o tempo requerido para
reconhecer o mesmo objeto em duas figuras planas diferentes, obtidas por rotagdo de uma das
duas, aumenta com o valor do angulo de rotacdo”. O que também refor¢a a diferenca no grau
de dificuldade encontrado para solucionar a versdo 1 e a versao 2 do problema apresentado na
Figura 4 deste texto.

Na reconfiguragdo, um dos tratamentos figurais mais antigos da historia da geometria,
a apreensiao operatoria atua na imagem realizando um rearranjo das partes envolvidas
conservando a dimensdo da figura original, dito de outra forma, a dindmica heuristica da
imagem geométrica agora ¢ semelhante ao jogo de quebra cabeca, precisando remodelar as
pecas a fim de reconhecer uma subfigura final, o que formalizaria o percurso didatico para sua
compreensdo e solucao.

Porém, a dificuldade com que os estudantes realizam essa transformacao sobre o registro
figural, tem como base elementos dimensionais e qualitativos, o que faz com que o custo
cognitivo seja maior quando se busca operacionalizar um objeto tridimensional do que um

objeto bidimensional. H4d também influéncia de elementos externos como: fundo base
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homogéneo ou ndo, a convexidade ou ndo de subfiguras, a disposi¢cdo de elementos figurais
relevantes (como o recobrimento parcial), entre outros elementos visuais que podem favorecer
ou nao a operagao de reconfiguragao (Duval, 1995, p. 197; 2004, p. 174-175).

Em funcao da especificidade e exigéncias cognitivas com que devemos coordenar as
acdes sobre os registros figural e discursivo, por mais sinais de semelhanca que existam entre
os tratamentos realizados em um conjunto de elementos geométricos e elementos comuns ao
nosso dia a dia, qualquer operacao sobre a imagem ¢ definitivamente exclusiva da matematica,
fun¢do de sua estrutura teorica bem definida e integrada. Fora disso, qualquer proximidade
operacional ¢ mera ocasionalidade e sem validade conceitual. A respeito do papel da apreensao
operatdria Duval conclui pela necessidade de treinamento, visto que, sem ela as figuras nao
podem cumprir sua fun¢do de suporte intuitivo, e enfatiza que, “esta apreensdo exige nao sé a
neutralizacdo da organizacdo perceptual espontadnea da figura, mas também tem um custo
temporal que varia consideravelmente em fun¢do do numero, da heterogeneidade e das
respectivas posicoes das unidades figurais elementares que a compdem” (DUVAL, 1995, p.

197-198; 2004, p. 175).

5.2 Condicoes para o desenvolvimento da apreensio operatoria

De fato, a apreensiao operatoria ¢ responsavel pelas modificagdes figurais com o
objetivo de revelar uma subfigura final, e assim favorecer o percurso didatico de resolucao.
Todavia, esse gesto cognitivo quando ativo, ndo age sozinho, ao contrario, atua sinergicamente
com outras apreensoes.

Essas apreensdes sdao gestos interpretativos autonomos estimulados a partir de
problemas matematicos. Especialmente em geometria, além da apreensdo operatoria, Duval
(1994) denomina também outras apreensdes: a apreensiao perceptiva que, como ja foi descrito,
utiliza-se dos estimulos visuais da imagem para reconhecer os elementos geométricos que a
constituem; a apreensao discursiva responsavel pela correlacao termo a termo entre a imagem
e o que ¢ dito sobre ela, visto que, a interpretacdao discursiva da imagem ¢ crucial, e ainda
relaciona uma importante rede de hipoteses, defini¢cdes e teoremas que vao guiar e legitimar a
solucdo do problema; e, por fim, a apreensdao sequencial que coordena os processos de
construgdo e descricao geométrica das figuras subordinadas as suas defini¢des e proposicoes,
integrando as etapas do raciocinio.

A interagdo entre essas diferentes apreensdes € o que realmente permite a compreensao

e a manipulacdo eficaz de problemas geométricos. Para Moretti (2013, p. 291) “ndo hd uma
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hierarquia entre estas apreensdes, mas uma subordina¢do de uma a outra dependendo do tipo
de problema”.

Entretanto, mesmo que a eficiéncia da apreensdo operatdria esteja associada a interacao
com as demais apreensdes, uma vez que ¢ preciso inicialmente buscar correspondéncias entre
as unidades do discurso e da figura, Duval (1995, p. 198; 2004, p. 175) afirma que, embora
negligenciada, a pratica de modifica¢cdes de uma figura a partir de suas unidades elementares
ou subfiguras nao ¢ uma operacao natural para o estudante e precisa, necessariamente, de
treinamento.

Assim sendo, deve-se incialmente reduzir o custo cognitivo dos exercicios que se
utilizam dos tratamentos figurais para que ocorra, a priori, um treinamento focado
simplesmente nas operagdes sobre a figura geométrica. Nesse sentido, Duval postula trés

condigdes para que o professor possa estruturar corretamente sua sequéncia didatica.

I - A resolugdo do exercicio proposto ndo deve envolver qualquer atividade de
raciocinio que requeira a utilizacdo de defini¢cdes ou teoremas.

IT - A resolugdo do exercicio proposto ndo deve implicar qualquer alteracao de
dimenséo na sequéncia de subfiguras.

III - O exercicio proposto deve ocorrer em uma série organizada de acordo com uma
variagdo sistematica de fatores de visibilidade que facilite ou atrase a apreensdo
operatoria Padilla (1992). Este ponto ¢ essencial para desenvolver o desempenho dos
tratamentos figurais em todos os “casos de figura” e reforgar o comportamento da
abducdo. E precisamente a consideragio desta terceira condigio que nos permite
organizar uma aprendizagem especificamente centrada nos tratamentos proprios do
registo das figuras (DUVAL, 1995, p. 198; 2004, p. 176).

As duas primeiras condigdes exaltam a importancia de se apresentar uma representacao
figural didaticamente congruente com o enunciado e com o tratamento figural que se deseja
praticar, assim, a medida que o exercicio vai se desenvolvendo, a apreensdo operatoria podera
ampliar a capacidade de se associar uma configura¢do de unidades elementares e suas relagdes
com as operagdes necessdrias para revelar um percurso resolutivo. Nota-se que, os exercicios
para os quais a resolu¢do pode ser obtida pela operacdo de reconfigura¢do, cumprem
perfeitamente essas duas primeiras condicoes.

Seguir essas condi¢des, ndo destitui, em hipotese alguma, a agdo interpretativa das
apreensdes, que representam gestos cognitivos autdnomos destituidos de uma hierarquia,
porém, quando o objetivo norteador ¢ o treinamento das transformagdes sobre a figura, a
redu¢do do custo cognitivo e, portanto, a subordinagdo menor da apreensdo operatoria a
apreensao perceptiva, constituem um cendrio de clareza operacional e de compreensdo

(MORETTI, 2013).
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A fim de explicitar tais condi¢des, vamos explorar dois exemplos: um focado na
operacao de reconfiguragdo e o outro na operacao da perspectivacao.

O primeiro exemplo, segundo Duval, retirado da experiéncia de Padilla (1992), requer
uma reconfiguracao e, corresponde a mostrar, a partir da Figura 13, que a area da regido
hachurada AFD ¢ congruente a area da regido pontilhada EBC. Ou se preferir outro enunciado,
ABCD ¢ um paralelogramo. Os segmentos AF e EC sao paralelos. Por que se pode dizer que a

area hachurada e a area pontilhada sdo iguais?

Figura 13 — Exercicio que exige modificacoes figurais
A

D F C
Fonte: Duval, 1995, p. 199; 2004, p. 176

Inicialmente, as condi¢des I e II citadas por Duval sdo perfeitamente atendidas nessa
configuragdo geométrica, para certificagdo disso basta tomar o primeiro enunciado. As
correlacdes, sem grande custo cognitivo, entre o que ¢ dito no enunciado, o que a imagem expoe
e o que o exercicio solicita, ¢ um indicativo de que essa atividade ndo exige o uso de aporte
teorico e nem a necessidade de desconstruir dimensionalmente a figura. Sublinhamos que o uso
frequente das condigdes I e Il em atividades de treino, € interessante a medida que ampliam a
capacidade de visualizar transformagdes nas figuras, tendo como vieis didatico a variagdo
sistematica dos fatores que estimulam ou retardam um reconhecimento visual.

No caso da reconfiguracao figural, o rearranjo das unidades figurais se d4 mantendo a
dimensao da figura original, sendo assim, no exercicio apresentado a Figura 13, a heuristica do
exercicio ¢ imediata e mentalmente de facil percepcdo. A congruéncia das formas destacadas
(ACD e ABC, ACF e AEC, AFD e EBC) e a possibilidade de sobreposicdo entre elas se
constituem ‘“claramente em critérios semidticos e perceptivos de organizagdo das unidades
figurais elementares” (Duval, 1995, p. 200; 2004, p. 177). A resolu¢ao de exercicios que
contemplem essa mesma dinamica de relacdo entre os registros discursivo e figural, atendendo
aos critérios I, I e III, constituem um percurso didatico capaz de treinar os estudantes tanto no
sentido da visualizagdo quanto nas possiveis modifica¢cdes que uma configuracdo geométrica

predispde. Segue a resolucao, Figura 14.
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Figura 14 — Uma solugdo para o exercicio da Figura 13

Note que, a partir do gesto de reconfigurar o
quadrilatero  original em duas subfiguras
semelhantes (tridngulos ACD, ABC; etapa 1),
mentalmente por sobreposi¢do, a equivaléncia
entre as respectivas areas ¢ facilmente verificada

Segue-se desmontando a figura da etapa 1. A
divisdo fornece outras duas subfiguras (tridngulos
= ACF e AEC; etapa 2) e, fazendo uso novamente
da sobreposi¢cdo mental ¢ possivel verificar que
se trata de tridngulos que possuem a mesma area

Por fim, valida-se as etapas 1 ¢ 2. Certamente, 0s
triangulos que possuem suas regides internas
diferenciadas por hachuras e pontos sobrepdem-
se completamente, portanto, sdo congruentes ¢
suas areas numericamente iguais (etapa 3)

Fonte: a partir de Duval, 1995, p. 200; 2004, p. 177

De fato, a manutengdo da congruéncia semantica, abre espago para que o professor
estimule pontualmente a atuagdo da apreensdo operatdria sobre a figura, permitindo que o
estudante reconhega nessas subfiguras o caminho para solucionar o problema. E evidente que
essa resolu¢do ndo se confunde com uma demonstragdo, para uma dedugdo parte-se de outra
operagdo cognitiva, a desconstru¢do dimensional, a fim de trazer para visualizacao elementos
geométricos dimensionalmente inferiores, de modo que os tratamentos figurais ocorram
sustentados por elementos pertinentes ao aporte tedrico do enunciado e da figura geométrica
em questdo. Dito de outra forma, o uso das propriedades das unidades geométricas contidas no
enunciado e reconhecidas no paralelogramo estabeleceria também a igualdade entre as areas,
porém sem o uso da reconfiguragdo, e sim utilizando-se a operacao cognitiva da desconstrucao
dimensional.

Entretanto, para Duval, mesmo ndo sendo um caminho dedutivo, encontrar uma
justificativa argumentativa relevante baseada na apreensdo operatdria ocorre sempre em
congruéncia com o registro discursivo (DUVAL, 1995, p. 201; 2004, p. 178).

Nota-se também que, nos exercicios que contemplam os critérios I, II e III elencados
por Duval, cujo objetivo central € o treinamento das modificagdes sobre o registro figural, a
apreensao operatoria, mesmo que de inicio demonstre uma atuagdo mais intensa, esta sempre

ancorada na apreensao perceptiva.

29

RECEM - Revista Catarinense de Educacdo Matematica



Como segundo exemplo, temos a classifica¢@o sistematica de figuras que representam
a homotetia no plano. Ou seja, sdo representacdes geométricas que mantém a semelhanga no
contorno € a mesma orientagdo em um plano frontoparalelo. Nesse contexto, a definicdo de um
ponto de fuga Optico pode alterar a percep¢ao de tamanho e distancia, fazendo um objeto
parecer maior ou menor, mais perto ou mais longe.

Assim como na reconfiguracdo, Duval denota importancia a operacao de perspectivacao
e identifica condi¢des que possam contribuir com o professor a fim organizar sua sequéncia
didatica de treinamento, oportunizando nos problemas iniciais a congruéncia semantica entre o

que ¢ dito no enunciado com o que a imagem revela inicialmente. De acordo com o autor:

Para que uma configuracdo homotética seja percebida em profundidade, duas
condi¢des devem ser atendidas:
e Nenhuma reta (linhas que unem os pontos perceptivamente observaveis, por
exemplo os vértices) se confunde com os lados da figura objeto ou com os
lados da figura imagem.

e O centro de homotetia ¢ um centro externo. Isto exclui, por exemplo, casos
em que a relacdo homotética é negativa (DUVAL, 1995, p. 203-204; 2004, p.
180).

Estas sdo as condig¢des para que uma figura sirva para ser colocada em uma operagao de
perspectivagdo. Além do mais, na perspectivacdo de uma configuragdo homotética, em que a
figura objeto (2D/2D) ¢ transformada, a partir de um ponto de fuga, em figura imagem (2D/2D
ou 3D/2D), principios gestalticos atuam bloqueando qualquer unidade figural
dimensionalmente inferior inibindo a congruéncia, o que pode elevar consideravelmente o custo
cognitivo para se diferenciar os elementos geométricos que pertencem ao objeto € a sua
imagem. Em outras palavras, “quando a figura objeto e a figura imagem estdo superpostas, pode
ser dificil percebé-las em perspectiva e mais dificil ainda ver os pares de segmentos que devem
ser constituidos para relagcdes de igualdade de comprimento, bem como os pontos homologos

(Duval, 1995, p. 202; 2004, p. 179). Como exemplificado na Figura 15.
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Figura 15 — Condigoes favoraveis a perspectivacio
Condicoes favoraveis a congruéncia:

i.  E possivel distinguir as linhas que compde a
representacdo figural do objeto (3D/2D) das
linhas que vao formar a representagdo de sua
imagem (3D/2D);

1. O centro de homotetia € um ponto externo.

AIOH e AGOF Condicdes favoraveis a congruéncia parcial:

i. Nao ¢ possivel distinguir as linhas que
compde a representacdo figural do objeto
(2D/2D) das linhas que vdo formar a
representacdo de sua imagem (2D/2D);

ii. O centro de homotetia ¢ um ponto externo.

Condicdes favoraveis a congruéncia parcial:

i.  E possivel distinguir as linhas que compde a
representacdo figural do objeto (2D/2D) das
linhas que vao formar a representagdo de sua
imagem (2D/2D);

ii. O centro de homotetia nao € um ponto externo
(relagdo homotética negativa).

Fonte: os autores a partir de Duval (1995, 2004)

Assim como na operagao de reconfiguracao, na perspectivacao o nivel de congruéncia
entre as unidades geométricas de cada registro semiotico, também deve ser levado em
consideracdo pelo professor, na elaboragdo de seu percurso didatico em que treinar as
transformagdes sobre o registro figural seja o seu objetivo principal. Isto ¢é, a operagdo de
perspectivacao (exemplificada na Figura 16), através da relagdo de homotetia de um objeto
geométrico apresentara menor custo cognitivo se atender as duas condi¢des definidas por Duval
(1995, p. 203-204; 2004, p. 180), porém, “se a segunda condicdo ndo for satisfeita, a
configuracdo homotética resiste a ser colocada em perspectiva” e se “a segunda condi¢do for
satisfeita, mas ndo a primeira, estamos na situacdo de figuras ‘ambiguas’, isto €, figuras que
podem ser vistas de duas maneiras diferentes: em profundidade ou do plano”(p. 180-181).

Estes dois exemplos (Figura 13, Figura 15) deixam claro que, do ponto de vista
heuristico, a andlise das figuras faz-se a partir de suas modificagdes figurais, portanto, ¢é
essencial compreender os tratamentos subjacentes a cada operagao de modificacdo figural:
reconfiguragdo, perspectivacdo e desconstru¢do dimensional. No ambito da perspectivagao, a

classifica¢do de figuras com configuragdo homotética ¢ uma ferramenta analitica que possibilita
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a distingdo precisa entre trés grupos: as que se adaptam facilmente a essa transformagao, as que

lhe sdo resistentes e as que apresentam instabilidade na percepc¢do de profundidade.

6 A NECESSARIA CONSCIETIZACAO SOBRE OS DIFERENTES TIPOS DE
FUNCIONAMENTO DA EXPANSAO DISCURSIVA

A compreensao ativa dos saberes em matematica impde as mais diversas exigéncias
cognitivas, em particular, aquelas relacionadas a geometria estdo associadas ao
“reconhecimento imediato de um mesmo objeto em representagdes cujos conteudos ndo
possuem nada em comum” (DUVAL, 2018, p. 16).

A conversao entre registros semidticos €, portanto, uma habilidade central para que haja
aprendizado em geometria, porém Duval chama atencdo para que essa conversao seja “forte”.
Segundo o autor “o reconhecimento de um mesmo objeto quando se muda de registro de
representacdo deve ser efetuado nos dois sentidos de conversdo € ndo em um sé sentido [...]”
(DUVAL, 2018, p. 16). Entretanto, na pratica de sala de aula, o ensino de geometria privilegia
a passagem de um enunciado em lingua natural a uma ou varias representacdes figurais
(DUVAL, 1995, 2004).

Isto ¢, caminha-se naturalmente do que ¢ dito no enunciado para o reconhecimento
desses elementos em uma figura geométrica. Ao contrario, identificar e redigir informacdes
partindo de um registro figural, além de pouco praticado, exige habilidades discursivas ou
expansoes discursivas especificas. Para Duval, expandir um discurso a partir de uma figura,
“exige a implementagdo de situagdes e restrigdes extra matematica: comunicagdo de instrucoes
para que os destinatarios possam reconstruir uma figura a partir de uma figura dada, ou de uma
figura que se acaba de construir” (DUVAL, 1995, p. 206; 2004, p. 182).

Ademais, o registro figural, por meio de sua capacidade heuristica, desempenha um
papel fundamental na elaboracdo da solu¢do de problemas geométricos. Ele ndo apenas
fundamenta as informagdes do enunciado, mas também expande o campo de certezas por meio
de um processo iterativo de compreensdo e resolu¢do. Contudo, o simples reconhecimento
dessa func¢do ndo ¢ suficiente a solugdo, visto que, sua eficacia ¢ condicionada ao dominio de
fundamentos tedricos que alicergam o contexto geométrico do problema.

Com esses argumentos, Duval afirma que “no ensino de geometria € necessario o tipo
de conversao inversa (figura-texto) para garantir que os alunos entrem nas restri¢oes do discurso
matematico e para favorecer a articulacdo com o registro das figuras” (DUVAL, 1995, p. 206;

2004, 182). Todavia, como discorrido na secao 3.2, a utilizagdo heuristica de uma figura tem
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como ambiente as operagdes de modifica¢des figurais, que dependem do nivel de apreensao
operacional adquirido pelo estudante e, consequentemente, de sua habilidade em trabalhar os
tratamentos figurais oriundos das modificagcdes mereologicas, dpticas ou posicionais de uma
figura.

Por outro lado, “a utilizagdo heuristica de uma figura se manifesta pela conduta de
abducdo, que de nenhuma maneira pode ser comparado com um procedimento dedutivo”
(DUVAL, 1995, p. 207; 2004, p. 183). Porém, como visto no exemplo (Figura 13, Figura 14),
a passagem no sentido figura-texto para apresentar o resultado de uma simples apreensao
operatéria de reconfiguragdo, podia tomar formas validas de raciocinios bem diferentes:
argumentacao, explicacdo ou demonstragao.

De fato, existem diferentes formas de funcionamento cognitivo do raciocinio, algumas
delas compativeis com uma expansao discursiva. Por outra parte, existem diferentes tipos de
funcionamento da expansao discursiva, alguns correspondentes a um raciocinio ¢ outros nao.
Dessa forma, “as conversdes efetuadas no sentido figura-texto exigem que os diferentes tipos
de funcionamento da expansdo discursiva ¢ que as diferentes formas de funcionamento
cognitivo do raciocinio se diferenciem claramente” (DUVAL, 1995, p. 207; 2004, p. 183).

Portanto, a falta dessa conscientizagdao pode elevar substancialmente o custo cognitivo
da solucdo de um problema ou mesmo inviabilizar sua heuristica. A seguir trazemos mais

alguns argumentos quanto necessidade de se diferenciar os tipos de expansao discursiva.

CONSIDERACOES FINAIS: Releitura das apreensdes e a expansdo discursiva cognitiva
figural

Este aporte busca complementar, ou melhor, explicitar alguns topicos do Capitulo IV
estudado, a partir de artigos mais recentes de Duval assim como das pesquisas de Moretti e
Cans (2024), especialmente, no que tange ao contexto das apreensodes e da expansao discursiva
cognitiva. Por esse prisma, ampliar o entendimento a respeito das apreensées ¢
significativamente necessario para orientar o professor quanto a escolha de suas atividades em
geometria, de modo a desenvolver no estudante a capacidade de interagir, operar e reagir com
raciocinios que possam realizar a coordenagdo (conversao ida e volta) entre os registros figural
e discursivo até o desfecho de uma solucgao.

Por outra parte, em sua maioria, as solu¢cdes em geometria valem-se de inferéncias
discursivas sobre unidades figurais elementares, reconhecidas tanto no enunciado quanto na

figura dada no problema, o que denota uma forte participagdo da figura na producao do
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discurso, fato observado por Moretti e Cans (2024a), um indicativo de que o papel da funcio
de expansao discursiva também possui um viés figural.

No estudo realizado por Moretti ¢ Cans (2024a), a apreensdo perceptiva quando atua
automaticamente sobre os elementos visuais da figura, apoiando-se restritamente aos principios
gestalticos, ¢ denominada apreensao perceptiva imediata. Com efeito, poder-se-ia chamar
também apreensdo gestaltica. J& quando atua com foco na figura subordinada ao enunciado do
problema, um gesto determinante para que o reconhecimento saia do modo automatico e amplie
o potencial heuristico da imagem, ¢ denominada apreensio perceptiva atentiva.

A partir da releitura de como a apreensdo perceptiva abordada por Duval (1995, 2012,
2022) pode atuar, e corresponder ou nao ao sucesso da compreensao do problema, os autores
reconheceram que, sistematicamente, todo percurso eficiente de compreensao e resolugdo de
um problema, tinha como elemento comum, um significativo reconhecimento das subfiguras e
suas respectivas relagdes a partir de transformagdes do registro figural. Nesse sentido, Moretti
e Cans trazem uma nova percep¢ao com relacao a habilidade de buscar a solugdo para um dado
problema, dito de outra forma, a interagdo funcional entre as apreensdes “perceptiva atentiva”
e “operatoria” passou a ser denominada por eles apreensdo heuristica (MORETTI; CANS,

2024a, 2024b). Como se verifica na Figura 16.

Figura 16 — Formacao das apreensdes que atuam em problemas de geometria

Ap. Perceptiva
Imediata

Ap. Perceptiva | <4+—» Ap. Discursiva
[

Ap. Perceptiva «—> Ap.
Atentiva Operatoria

Apreensao Heuristica

Fonte: Moretti, 2024b, p. 133

Em suma, a sinergia entre as apreensdes da origem a apreensao heuristica, que reune as
condi¢des para encaminhar uma solu¢do para um problema. No entanto, a partir de um certo
momento da resolucdo entra em cena as funcdes discursivas’: referencial (designa objetos);
apofantica (relaciona objetos designados sob a forma de uma proposi¢dao); de expansao

discursiva (vincula proposi¢des de uma forma coerente); e de reflexividade discursiva (propoe

5> Ver Capitulo Il em Duval (1995; 2004).
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o valor, o modo ou o c6digo social a uma proposi¢do enunciada por parte de quem a enuncia),
sem as quais, o problema poderia ndo ter um desfecho final (CANS, 2024, p. 77-86).

As fungdes discursivas abordadas por Duval (1995, 2004) referem-se aos registros
semioticos de modo geral. Portanto, mesmo que o titulo contenha o termo ‘discursivo’, elas
também sdo aplicadas aos registros ndo discursivos, como ¢ o caso do registro das figuras
geométricas. Por exemplo, quando em um tridngulo designa-se por G o ponto de encontro de
suas medianas (baricentro), fez-se uso da func¢io discursiva referencial, que tem o papel de
designar objetos. No entanto, essa designagao se valeu de um elemento discursivo dentro de um
contexto figural.

No que concerne a resolucdo de problemas de geometria, as fun¢des discursivas sdo
operacdes semiocognitivas importantes, sendo que, as trés primeiras tém uma relagdo mais
convergente com essa atividade, e mais agudamente atua a expansao discursiva para promover
a continuidade do discurso matematico. O proprio autor ja afirmou ser esta, entre todas as
funcdes discursivas, definitivamente, a mais importante (DUVAL, 1995, p. 97; 2004, p. 94).
Contudo, a compreensdo e a continuidade de um discurso matematico exigem que se va além
das inferéncias. De fato, as abdugdes sao importantes como raciocinios produtores de ideias,
mas devem ser validadas por leis matematicas para que se transformem em dedugdes.

Por exemplo, as frases sucessivas: ‘se eu fosse rico. Eu seria feliz’, sdo duas unidades
apofanticas cuja proximidade favorece uma inferéncia que nao estd explicita em nenhuma das
frases. A palavra ‘dinheiro’, implicita em ambas as frases, sugere imediatamente uma
vinculagdo, uma expansao discursiva — ‘se eu fosse rico teria dinheiro e quem tem dinheiro €
feliz’ —. Este tipo de conclusdo, subordinada apenas ao conhecimento sociocultural dos
interlocutores, esta longe de uma deducao, e classifica-se como expansao discursiva natural
segundo Tabela 3 em Duval (1995, p. 129; 2004, p. 117).

Com efeito, observa-se que isso ¢ apenas uma possibilidade, uma inferéncia ou uma
abducao nas palavras de Peirce (2017), ou seja, ndo ha uma relacao segura de causa e efeito
entre riqueza e felicidade. Essa ligacdo ndo tem a marca inequivoca de verdadeiro ou falso,
certo ou errado etc. (CANS, 2024, p. 148).

Por outro lado, a vizinhanga entre as frases: ‘se um poligono ¢ um tridngulo. Apenas um
de seus angulos internos pode ser reto’, permite inferéncias ou raciocinios diversos. Por
exemplo, vamos supor, por redu¢do ao absurdo, que dois angulos internos de um triangulo
sejam retos. Neste caso, a soma das medidas desses dois angulos seria 180°.

Baseando-se no teorema de Euclides, que estabelece: “a soma dos trés angulos internos

09

de um tridngulo ¢ igual a 180°”, teriamos, por conseguinte, que a medida do terceiro angulo
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desse triangulo seria zero. Um absurdo! Portanto, ‘em um tridngulo apenas um de seus angulos
internos pode ser reto’.

Diferentemente do caso das frases anteriores, em que a expansao discursiva natural
ocorreu, uma vez que, conhecimentos da lingua e do contexto social eram suficientes, esse tipo
de expansao ¢ uma deducdo e pode ser classificada como expansio discursiva cognitiva, dado
que “exige o conhecimento de defini¢des, regras ou leis para um dominio de objetos” (DUVAL,
1995, p. 126: 2004, p. 117).

Para a matematica, que se estabelece por axiomas, propriedades, teoremas etc., e,
especialmente, para a heuristica de problemas de geometria com figuras, os estudos de Moretti
e Cans (2024a) denominaram essa operagao semiocognitiva de expansao discursiva cognitiva
figural, obviamente por, neste caso, esta expansao valer-se de elementos figurais.

Conforme Moretti e Cans (2024a, p. 305), “na maioria das vezes, a resolucdo de
problemas em geometria segue um duplo papel da apreensdo heuristica: realizar operacdes
sobre a figura e identificar elementos geométricos que essa operagao revela”. Para consolidar o
entendimento apresentamos, a seguir, um exemplo pragmatico da atuacdo sinérgica entre as
apreensdes € a expansao cognitiva figural.

Exemplo: o navegador de uma equipe de rali recebeu o mapa do percurso de uma das
provas da competi¢do, e parte dele, que liga duas estradas paralelas » e s, por meio de trechos
de ruas retas, esta representado no croqui da Figura 17. Nesse percurso o ponto P representa
uma curva que deve ser feita durante o percurso da prova. Com os dados da figura, determine

a medida do menor angulo de vértice P.

Figura 17 — Croqui representativo de pequeno trecho de rali

17a — Figura de partida 17b — Esquema de solu¢do
s $
x>
120° 00
P®. e ¢
r °
Fonte: adaptado de Leal et al., 2020, p. 148 Fonte: Cans, 2024, p. 154

— Conceitos basicos da teoria semiocognitiva de Duval:
v' o problema envolve varios registros semidticos: lingua natural, figuras

geométricas, numérico e algébrico;
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v' o enunciado refere-se a uma atividade sociocultural, as informagdes sdo bastante
claras na Figura 17a. Logo, figura e enunciado sdo semanticamente congruentes e
referencialmente equivalentes, ou seja, um problema de facil compreensao.

Portanto, a dificuldade fica por conta dos procedimentos matematicos de resolucao, que
exigem modificacdes na figura como, por exemplo, a solugdo apresentada a seguir.

— Solucio — operacdes com fins heuristicos:

v' na Figura 17b, tragou-se por P uma paralela as retas r e s (opera¢do de
reconfiguragdo ao inserir a linha tracejada);

v’ visualizagio e designagio da reta e dos dois dngulos, respectivamente, pelas letras
t, x e y (fungdo referencial — operagdo de designacao pura).

Essas modificagdes na figura ocorrem em busca de uma solucdo para o problema
(inferéncias, abdugdes). Note que, os procedimentos matematicos agora ficam bem mais
aparentes. Na Figura 17b, tem-se:

v x = 50° designagdo funcional (4ngulos alternos internos sdo congruentes,
dedugdo);

vy + 120° = 180°, designagdo funcional (angulos colaterais internos séo
suplementares, dedug?o); e

v' x+y=menor angulo de vértice P, (conclusdo visual, (x + y) é o 4ngulo de vértice
P menor que o seu replemento, dedugao).

A partir desses dados, por tratamentos algébricos e substituigdes adequadas conclui-se
que, o menor angulo de vértice P ¢ igual a 110°. E relevante destacar, que os procedimentos
matematicos s6 se tornaram evidentes apOs as modificagdes figurais (tracado da reta,
designacdo da reta ¢ e dos angulos x e y), que permitiram as dedugdes. Mas, o que favoreceu
essa descoberta? O esquema da Figura 18, mostra que a resposta a essa pergunta ¢ a expansao

cognitiva figural.
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Figura 18 — Sinergia entre as apreensdes e as funcdes discursivas

Apreensao heuristica
Apreensio perceptiva atent1va<—>Apreensao x = 50°
operatoria y + 120 = 180¢
x +y = menor P
Enunciado 4
5
Expansio Operacio de
cognitiva substituicio
figural ¢
Figura Tragado da reta Identificagdo e A
¢ desig nacdo da reta ¢ designa ag) dos Menor angulo de
gnag coeras vértice P=110°
angulos x ey

Fonte: os autores a partir de Cans, 2024, p. 155

A partir da leitura do problema (enunciado e figura, seta 1) revela-se uma apreensao
perceptiva atentiva, que leva a visualizar na figura uma possibilidade de tratamento, essa
visualizagado, através do olhar ndo icOnico, provoca a agdo de uma apreensao operatoria (seta
2). Esta, leva a uma reconfiguracao executando o tracado da paralela as retas e s. Ap0ds o trago
pontilhado, Figura 17b, a apreensdo operatoria continua atuando para identificar e designar a
reta ¢ e os angulos x e y (papel da fungdo referencial). Percebe-se que se estd em meio a uma
apreensao heuristica, fusdo da sinergia entre as apreensdes perceptiva atentiva e operatoria.

— A seta 3, que indica a atuagdo da funcao referencial, aponta tanto para o tracado e
designagdo da reta ¢ quanto para a identificagdo e designagdo dos angulos x e y, para deixar
claro que, neste momento de atuacao da apreensdo heuristica, ndo se sabe o que veio primeiro:
o tragcado da reta pode ocorrer aleatoriamente em busca de uma saida para solucionar o
problema, ou, contrariamente, os angulos foram identificados apenas pelo olhar ndo iconico e
o tragado da reta 7 serviu apenas de constatacdo (inferéncias, abducdes).

Apo6s todo esse processo, sem duvida, acontece algo interessante. As expansdes
cognitivas figurais (seta 4) ocorrem para que se estabeleca as dedugdes:

a) o angulo x e o angulo 507 sdo alternos internos (frases ou unidades apofanticas),
portanto, sdo congruentes (expansdo cognitiva figural — dedugao), x = 50%

b) oanguloyeoangulo /207sao colaterais internos (unidades apofanticas), portanto,
sdo suplementares (expansao cognitiva figural — deduc¢do), y + 120° = 180°; e

c) (x+y)¢éoangulode vértice P menor que o seu replemento (unidades apofanticas),
entdo, (x + y) € o menor angulo de vértice P (expansdo cognitiva figural —

deducao).
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Esse tipo de expansdo pode ser classificado como expansido cognitiva figural por
similitudes semantica e externa, vide Duval (1995, p. 135; 2004, p. 119), uma vez que, exigiu,
neste caso, propriedades de um feixe de retas paralelas coplanares cortadas por uma transversal
e a definicao de angulos replementares. Importante destacar ainda que, essa expansao ocorreu
pela operacao de substituicio (seta 5), para os célculos algébricos que levam a resposta 7/0°,
conforme classificacdo de Duval (1995, p. 129; 2004, p. 113).

Ressalta-se ainda que, ao tragcar a reta ¢ realiza-se uma mudanca de dimensao,
introduzindo uma reta (elemento 1D) em uma figura 2D, vide Figura 17b. No entanto, o que se
deve considerar sdo as subfiguras que se formam, mantidas em 2D, que s3o os angulos x ¢ y,

neste caso, caracterizando a operacao de reconfiguragao.

RUDIMENTOS CONCLUSIVOS

Este estudo hermenéutico do Capitulo I'V, da obra de Duval, aponta que a aprendizagem
da geometria decorre, fundamentalmente, da capacidade do estudante em coordenar, de forma
simultanea e interativa, os registros semidticos figural e discursivo. A andlise revela que um
forte obstaculo a essa aprendizagem ¢ o fendmeno da "falsa proximidade", no qual os
tratamentos espontaneos advindos da apreensdo perceptiva e da linguagem comum se mostram
inadequados e insuficientes para a atividade matematica exigida.

Para superar tal barreira, o capitulo detalha a necessidade de desenvolver, através de
percursos metodoldgicos focados na transformacao do registro figural, a apreensdo operatoria
das figuras, que transcende a percepgao imediata. O que significa romper a visualizagdo icOnica
e eliminar ou minimizar os obsticulos epistemologicos que dificultem a modificacdo da
imagem, como por exemplo, a incongruéncia na conversao entre os registros semioticos. Para
materializar estas modificacdes, que assumem as formas mereologicas, Opticas ou posicionais,
sdo sugeridos tratamentos figurais especificos como a reconfiguracdo, a perspectivacdo e a
desconstru¢dao dimensional, que ampliam e permitem a utilizagdo do potencial heuristico das
figuras.

O autor no decorrer de seu trabalho traz a baila o papel nuclear do olhar, mais
especificamente do olhar matematico, que nao s6 € capaz de reconhecer e ampliar a capacidade
heuristica da representacdo figural, como também atua gerenciando o sincronismo entre os
registros, tendo como ferramenta cognitiva as diversas apreensoes, gestos cognitivos que foram

renomeadas por Moretti e Cans seguindo indicativos do proprio Duval.
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Também ¢ evidente na obra de Duval, reforgada ao final do Capitulo IV, a preocupagio
quanto a tomada de consciéncia das fungdes discursivas, principalmente da fun¢do de expansao
discursiva, que, em resposta, demandou a pesquisa de Cans (2025) particularizando este tipo de
expansao e denominando-a expansao discursiva cognitiva figural, especialmente, para solugao
de problemas em geometria com figuras.

Conclui-se, por fim, que o raciocinio geométrico ndo emerge do tratamento isolado de
um dos registros, mas da articulagcdo sinérgica entre a heuristica figural, capacidade de "ver" e
manipular mentalmente as figuras, e a capacidade de levar o discurso matematico das abdugdes
as dedugoes, sustentadas pela expansdo discursiva cognitiva. Portanto, a obra de Duval,
conforme discorrido neste estudo, advoga em favor de uma pedagogia que promova o
treinamento explicito dessas operagdes semiocognitivas enfatizando a coordenagdo, conversao
nos dois sentidos (figura-texto e texto-figura), como condi¢@o essencial para a constru¢do do

pensamento geométrico.
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