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RESUMO

A nogdo de magnitude é central para a compreensdo de nimeros fracionarios. Para investigar
essa relacdo, implementamos uma pesquisa de design research numa escola nos EUA, com o
objetivo de examinar as potencialidades da perspectiva de medicéo e fracdo-de-quantidade para
ampliar os entendimentos conceituais de magnitude de fracfes entre estudantes do segundo ano
do Ensino Fundamental. Utilizamos ideias da Histéria da Mateméatica e da Educacgdo
Matematica em uma estrutura histérico-cultural para definir o que sdo fracBes e construir
tarefas. A equipe pesquisadora foi composta por um professor universitéario, dois doutorandos,
um deles foi um administrador da Secretaria de Educag¢do do municipio, oito professores do
Ensino Fundamental, e uma mée. A sessdes com o0s estudantes aconteceram em uma escola
depois dos horarios normais. As sessdes de pesquisa envolveram 35 estudantes, divididos em
duas turmas, reunidos uma hora por sessdo, duas vezes por semana, durante um total de 12
semanas. Os estudantes usaram as barras de Cuisenaire para desenvolver a ideia de que uma
fracdo relata uma comparacdo multiplicativa entre duas quantidades mensuraveis. Os resultados
que apresentamos indicam que os estudantes se apropriaram da ideia da magnitude das fragdes-
de-quantidade e que, com base nas imagens mentalmente evocadas das barras, foram capazes de
construir expressdes envolvendo comparacdes fracionarias.

Palavras-chave: Anos Iniciais, Fragdes N&o-Simbdlicas e Simbdlicas, Medi¢do, Modelo
Instrucional-4A.

ABSTRACT

The idea of magnitude is central to understanding fractional numbers. To investigate this
relationship, we implemented a design research project in a school in the USA, to examine the
potential of a measuring perspective and the mathematical notion of fraction-of-quantity to
enhance second-grade students’ conceptual understanding of fraction magnitude. We used ideas
from the history of mathematics and mathematics education within a cultural-historical
framework to define what fractions are and to construct tasks. The research team consisted of a

“Este artigo foi elaborado a partir de uma comunicagdo cientifica que apresentei no XIII Encontro
Nacional de Educacdo Matemética (ENEM) que aconteceu de 14 a 17 de julho de 2019 em Cuiab4, Mato
Grosso, Brasil.
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university professor, two doctoral students, one of whom was an administrator of the municipal
board of education, eight elementary school teachers, and a mother. The research sessions
involved 35 students, divided into two classes, meeting one hour per session, twice a week, for a
total of 12 weeks. The students used Cuisenaire rods to develop the idea that a fraction is a
multiplicative comparison between two measurable quantities. The results that we present
indicate that the students appropriated the idea of the magnitude of fractions-of-quantity and
that, based on mentally evoked images of the rods, were able to construct expressions involving
fractional comparisons.

Keywords: Early elementary education, Non-symbolic and symbolic fractions, Measurement,
4A- Instructional Model.

1 Introducéo

A capacidade do ser humano de comparar grandezas por meio de contar,
mensurar e ordenar é filogeneticamente antiga e evoluiu independentemente da
linguagem. O surgimento da linguagem natural e, mais tarde, a invencdo dos simbolos
escritos transformou a representacdo aproximada da magnitude absoluta para permitir
uma representacdo de ndmeros altamente precisa e flexivel. Mais tarde, com o
nascimento da agricultura, as condigdes materiais introduziram a necessidade de
inventar maneiras cognitivas para medir tamanhos de terrenos, colheitas, sementes, e
assim por diante, bem como para registrar as medidas, e para auxiliar as classes
dominantes na determinacdo da quantia de impostos a coletar (Clawson, 1994/2003;
Struik, 1948/1967). Com base nessa nova indispensabilidade para medir, os babilonios e
os egipcios introduziram as fragdes—a propor¢do de dois ndmeros naturais! — e essa
nova linguagem semiotica constituiu um importante salto conceitual, pois introduziu
magnitudes relativas e ampliou o alcance e a flexibilidade da consciéncia de magnitude
para além dos limites inerentes aos nimeros naturais.

Ambos os entendimentos diferentes de magnitudes, absolutas e relativas,
acontecem por meio da arquitetura cerebral. Investigacdes neurocientificas indicam que,
desde muito cedo, as criancas evidenciam a capacidade para distinguir a magnitude de
conjuntos de objetos. Especificamente, Feigenson, Dehaene e Spelke (2004) notam que
seres humanos possuem

um sistema para representar grandes magnitudes numeéricas
aproximadas e um segundo sistema para a representacdo precisa
de pequenos nimeros de objetos individuais. Esses sistemas sao
responsaveis por intuicbes numéricas basicas e servem de base
para 0s conceitos numéricos mais sofisticados que sao
exclusivamente humanos. (p. 307, traducdo nossa)

Esses sistemas representam a magnitude absoluta de um grupo de objetos sem
depender de linguagem ou simbolos. O primeiro sistema € conhecido como “o sistema
de numeracgdo aproximada (SNA)”? (Piazza, 2010). Analogamente, para magnitudes
relativas, ou seja, razdes, Matthews, Lewis e Hubbard (2016) argumentam que existe
um sistema cognitivo central que processa razdes nao-simbdlicas (como um matriz de

! Para o propdsito deste artigo irei considerar o conjunto dos nlimeros naturais como sendo o conjunto dos
nUmeros inteiros positivos, ou seja, N ={0,1,2,3, ... }.
2 Em inglés, esse sistema é chamado como the approximate number system (ANS).
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pontos em pretos e um de pontos brancos, veja Figura 1), o que eles denominam de
“sistema de processamento de razio” (SPR)3. Pesquisadores especulam que, como no

desenvolvimento de numeros inteiros, em que a aprendizagem
formal e informal liga magnitudes ndo-simbdlicas (por exemplo,
trés pontos) as representacdes simbolicas (por exemplo, o
numeral “3”), a compreensdo ndo-simbdlica das criangas (por
exemplo, a capacidade de reconhecer que a propor¢do de
vermelho para azul em uma barra é a mesma ou diferente da
propor¢do de vermelho para azul em uma outra barra) pode
sustentar a aprendizagem de simbolos de fracfes convencionais.
(Boyer & Levine, 2012, p. 127, traducgdo nossa)

Mesmo que estudantes tenham uma capacidade inata para processar razdes nao-
simbdlicas, em muitos paises, 0s estudantes ndo conseguem aproveitar dessa capacidade
para construir um conhecimento robusto de fracbes e, em vez disso, tém dificuldades
para compreender e operar com numeros fracionarios (OECD, 2014). Essa falta os
prejudica na aprendizagem da Algebra e conceitos matematicos posteriores (Bailey,
Hoard, Nugent, & Geary, 2012; Booth & Newton, 2012; Siegler et al., 2012; Torbeyns,
Schneider, Xin, & Siegler, 2015).

Embora o SPR tenha sido indicado e teorizado, ainda existe a questdo de como
vincula-lo a aprendizagem possibilitada e faltam investigacGes que esclarecam como
realizar esse vinculo. Neste estudo, exploramos como estruturar tarefas matematicas que
aproveitem a facilidade inata dos estudantes para diferenciar entre razdes néo-
simbdlicas a fim de aprimorar sua compreensdo conceitual das magnitudes das fracdes
simbdlicas. Vincular a aprendizagem das magnitudes de fracbes simbolicas (como 5/3)
ao SPR pode proporcionar a construgdo de sequéncias de tarefas que contribuem para
aperfeicoar o conhecimento conceitual de fraces dos estudantes. Com esse
conhecimento, eles estardo melhor preparados para aprender as operacdes aritméticas
com fracBes e, assim, obterem maior sucesso no seu estudo eventual da Algebra.

Apresentamos resultados preliminares de uma pesquisa que foi norteada pela
seguinte questdo: Por meio do engajamento com tarefas de fracdo-de-quantidade de uma
perspectiva de medigdo, que entendimentos conceituais de magnitude de fracbes os
estudantes do segundo ano dos anos iniciais desenvolvem?

O que entendemos como a nogdo de fragdo-de-quantidade e de uma perspectiva
de medicdo serdo definidos na secao a seguir.

2 Fundamentacdo Conceitual e Tebrica

A seguir, discutimos a importancia do conhecimento sobre a magnitude de
nameros fracionarios. Em seguida, com base na historia do surgimento de fragdes,
descrevemos nossa definicdo que envolve a nogdo de fracdo-de-quantidade e,
finalmente, justificamos o uso de nossas ferramentas visuais e tateis, das tarefas
matematicas e das técnicas pedagogicas.

3 Em inglés, esse sistema é chamado como the ratio processing system (RPS).
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2.1 Magnitude e Medigao

Segundo Euler (1765/1822), no seu livro, Elements of algebra, uma magnitude,
ou quantidade, ¢ “tudo 0 que é capaz de aumentar e diminuir” (p. 1, traducéo nossa). Ele
n&o distingue entre as duas no¢des: magnitude e quantidade.

Quase trés-quartos de um século mais tarde, De Morgan (1836/2010), no livro,
The connection of number and magnitude: An attempt to explain the Fifth Book of
Euclid, especifica essas noc¢des assim:

Por magnitude, ou quantidade, significa aquilo que nos é
apresentado, ndo como sua forma, se tenha uma forma, ou a sua
cor, peso ou a qualquer outra circunstancia, mas simplesmente
0 que € composto de partes, ndo diferente do inteiro em
qualquer maneira além de ser menor; a medida que, se
consideremos separadamente uma parte e o inteiro temos
apenas duas inferéncias:

A parte € menor que o inteiro.
O inteiro é maior que a parte.

Tudo o que podemos ver ou sentir nos apresenta a nocao de
magnitude ou quantidade. E aqui devemos observar que temos
que escolher nossas palavras entre aquelas de uso comum, que
nunca tém significados muito precisos. Por exemplo, temos
magnitude, a palavra inglesa mais proxima de greatness; e
quantidade, na qual a palavra, se existisse, deveria ser so-much-
ness. Essas palavras ttm o mesmo significado, e quanto mais
indefinidas as deixarmos agora (exceto apenas ao designar que
elas devem ser consideradas aplicadas a qualquer coisa que
possa ser feita mais ou menos), melhor para o0 nosso objetivo;
pois isto é o objetivo deste tratado, deduzir a partir dessa nocao
indefinida um método de fazer comparacfes matematicas de
quantidades, com o auxilio da no¢do de nimero. (p. 2, énfases
originais, nossa traducao)

Ele define a categoria de uma magnitude junto com a de quantidade, e parece
para ele também que duas categorias sdo sinbnimas. Logo depois, escrevendo em inglés,
ele oferece umas sinénimas pelas duas palavras. Uma magnitude ¢ uma “greatness” ou
grandeza enquanto uma quantidade é uma ‘“so-much-ness” ou uma quantia.
Diferentemente de Euler (1765/1822), De Morgan (1836/2010) prefigura uma distin¢éo
entre os dois conceitos quando escrever que “é 0 objetivo deste tratado, deduzir a partir
dessa nocao indefinida um método de fazer comparagdes matematicas de quantidades,
com o auxilio da nocé@o de numero” (p. 2, énfase nossa).

A partir dessa prefiguracdo da diferenca entre as nogbes de magnitude e
quantidade, optamos por concebé-las como entidades distintas, porém relacionadas, das
coisas materiais e imateriais, sujeitas a serem aumentadas ou diminuidas. Consideramos
gue a quantidade é uma magnitude a qual pode associar um numero que representa seu
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tamanho. Tanto uma quantidade como uma magnitude pode ser continua ou
descontinua, como por exemplo: som, sementes, riqueza, velocidade, bytes, idade,
tempo, felicidade e comprimento. No entanto, ndo toda magnitude é uma quantidade,
como ndo toda pode ser quantificada e resulta a ser associada a um ndmero. O numero
indica 0 tamanho ou extensdo da quantidade e emerge por meio de medigdo, um
procedimento que Euler (1765/1822) descreve como:

fixe com prazer qualquer magnitude conhecida da mesma
especie com aguela que deve ser determinada, e considere-a
como medida ou unidade; em seguida, determine a proporg¢éo da
magnitude proposta para essa medida conhecida. Essa
proporcdo é sempre expressa por numeros; de modo que um
nimero nao &, sendo, a propor¢cdo de uma magnitude para outra
arbitrariamente fixada como unidade. (p. 2, énfase original,
traducdo nossa)

A medicdo resulta de uma comparagdo proporcional de uma quantidade com
uma outra da mesma espécie, que é considerada como a unidade de medida. Portanto,
um namero é realizado dessa compara¢do multiplicativa, sendo que a quantidade indica
a extensdo da sua magnitude.

2.2 Medigdo Produz NUmeros Reais

Usando o procedimento que Euler (1765/1822) ilustra para medir, por exemplo,
um comprimento, geram-se trés possiveis quantidades diferentes: um ndmero inteiro;
um racional ndo-inteiro, ou um irracional.

A medida do comprimento de um segmento de reta AB expressa a propor¢édo do
comprimento de AB com um outro segmento u, previamente selecionado como a
unidade de medida, e como tal, a medida de seu comprimento é de 1. O segmento u
permite determinar quanto dele é necessario para constituir um segmento congruente a
AB. A resposta gera um numero m, que expressa exatamente uma das trés relacdes
multiplicativas:

1. Se o segmento AB é congruente com exatamente k segmentos
de unidade u colocados de ponta a ponta, seu comprimento ou
medida é k X u, ku ou, como u = 1, simplesmente k. Essa
medida, portanto, € um ndmero inteiro.

2. Se 0 segmento AB néo for congruente com k segmentos de u,
colocado de ponta a ponta, podemos supor que u Seja
congruente com n segmentos v colocados de ponta a ponta, e
que AB seja congruente com m desses segmentos v. O segmento
v é entdo uma subunidade comum dos dois segmentos, u e de
AB, e o0s dois sdo considerados segmentos comensuraveis.
Agora, como u é igual a n X v = nv, 0 comprimento de v €
chamado um enésimo do comprimento de u e escrito como

% X u. Portanto, a medida de AB é m de % X u ou % X u. Entdo,
desde que u = 1, o comprimento de AB é igual a razéo % Como
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m e n Sd0 numeros naturais, a medida da quantidade AB €
definida como um namero racional.

3. Se 0 segmento AB ndo for congruente com n segmentos da
unidade u, colocados de ponta a ponta, e ndo existirem
segmentos menores v, para 0s quais m deles sdo congruentes
com AB e k deles sdo congruentes para u, entdo 0s segmentos
AB e u sdo incomensuraveis. A medida da quantidade AB é um
ndmero irracional®.

Assim, a medicdo de comprimentos produz as trés possiveis relacdes
multiplicativas que compde o conjunto dos numeros reais.

2.3 Perspectiva Historica dos Numeros Fracionarios

Hoje em dia, 0s nimeros racionais admitem trés representacfes diferentes, as
porcentagens, os decimais e as fragdes. Historicamente, mais de quatro milénios atras,
nas culturas mesopotamica e egipcia, ao longo dos rios Tigre, Eufrates e Nilo, com o
nascimento da agricultura, as condigdes materiais introduziram a necessidade de
inventar maneiras cognitivas de medir quantidades de terra, plantacfes, sementes, entre
outros e, de registrar tais medidas (Clawson, 1994/2003; Struik, 1948/1967). Por
exemplo, para medir as distancias da terra, agrimensores antigos esticaram cordas, nas
quais o comprimento entre dois nds representava uma unidade de medida. Com essa
pratica social de medir comprimentos, surgiram simultaneamente a geometria e 0s
nameros fracionarios (Aleksandrov, 1963; Caraca, 1951; Roque, 2012), isto é, as
fracdes surgiram, por exemplo, para determinar a extensdo de uma distancia ou
comprimento AB, em comparagdo com uma unidade de medida u. O comprimento
poderia ser representado por uma das situacfes apresentadas nos itens 1 e 2 da subsecao
anterior. Mais tarde, 0s gregos antigos descobriram que nem sempre as situagdes dos
itens 1 e 2 aconteciam, ou seja, AB e u podiam ndo ser comensuraveis (Struik,
1948/1967), como ja apresentado na subsecao anterior, no item 3. Como consequéncia
ontoldgica, entendemos que a fracdo € fruto de uma medicdo e optamos por defini-la
como uma compara¢do multiplicativa entre duas quantidades da mesma espécie que sdo
comensuraveis.

2.4 FracOes Nado-simbolicas e Simbdlicas

A primeira pergunta que podemos fazer é: o0 que € um objeto simbolico e um
ndo-simbdlico? Para compreensao desses conceitos, recorramos a Semiotica, a partir de
Ribeiro (2010, p. 51), que recorre a no¢do de simbolo, segundo o qual,

¢ um signo que estabelece uma relagdo com seu objeto por meio
de uma mediacdo, ou seja, as ideias presentes no simbolo e em
seu objeto se relacionam a ponto de fazer com que o simbolo
seja interpretado como se referindo aquele objeto, isto é,
fazendo com que o simbolo represente algo que ¢ diferente dele.
(Ribeiro, 2010, p. 51)

4 Sobre os ndmeros irracionais, para uma maior discussio “direcionada a sala de aula”, veja Broetto e
Santos-Wagner (2017).
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Partindo da perspectiva de Charles Sanders Pierce, Ribeiro (2010) afirma que o
simbolo sé tem sentido a partir da existéncia de um ser, o qual cria uma relacéo entre o
simbolo e o0 objeto que o representa, ou seja, 0 simbolo depende de alguém para sua
interpretacdo. Nos textos sobre psicologia e neurociéncia que tratam da cognicéo
numerica (veja, por exemplo, Dehaene, 2011; M. R. Lewis, P. M. Matthews, & E. M.
Hubbard, 2015; Matthews & Ellis, 2018; Matthews et al., 2016) ha uma distin¢do entre
objetos ndo-simbdlicos e simbolicos quando se trata de nimeros naturais e razdes ou
fracdes. Nessa literatura, uma razédo ou fragdo simbdlica é aquela que é representada por

. ~ Za 2 5 ; ~ ~ ~
um signo ou uma notaca0 matematica como 3 ou " J4 as razdes ou fragOes nao-

simbdlicas seriam objetos como os apresentados a seguir na Figura 1:

No painel (a) da Figura 1 tem dois pares de quadradinhos preto e branco, cada
com uma certa quantia de pontinhos. A razdo entre o nimero de pontinhos nos
quadradinhos preto e branco no lado esquerdo é maior que a razao entre 0 numero de
pontinhos nos quadradinhos preto e branco no lado direto. As quantias de pontinhos nos
quadradinhos da razdo ndo-simbolica no esquerdo sdo relativamente iguais e assim o
valor da razdo aproxima a um. Em comparacgdo, sem contar, pode-se perceber que, na
razdo ndo-simbolica no lado direto, no quadradinho preto tem menos pontinhos que no
quadradinho branco embaixo dele, e que assim o valor da razdo é menor que um. Numa
maneira semelhante, no painel (b), no lado esquerdo, no par de barras, 0 comprimento
da barra branca parece ser igual ao da preta e assim a razdo do par de barra aproxima
um. Porém, percebe-se que a razdo dos comprimentos das duas barras no lado direto é
menor que um meio.

a) b)
Figura 1- Qual razdo é maior? Duas tarefas para a comparagdo de razdes ndo-simbolicas.
Fonte: (Matthews et al., 2016, p. 194)

Na neurociéncia cognitiva, esses tipos de razdes ndo-simbolicas visualmente
apresentados sdo usados para investigar a capacidade de individuos para discernir entre
as quantidades representadas pelas razfes ndo-simbolicas. Pesquisas mostram que 0s
bebés podem facilmente discriminar entre as proporcOes apresentadas visualmente
(Duffy, Huttenlocher, & Levine, 2005; M. R. Lewis, P. G. Matthews, & E. M. Hubbard,
2015; McCrink & Wynn, 2007; Sophian, 2000) e que os individuos que sdo mais
capazes de comparar e estimar as propor¢des ndo-simbolicas tém maior desempenho
nas medidas de compreensdo dos nimeros racionais e da Algebra (Jordan et al., 2013;
Resnick et al., 2016; Siegler, 2016; Siegler, Thompson, & Schneider, 2011). A pesquisa
em neurociéncia sugere um mecanismo para essas conexdes comportamentais:
quantidades ndo-simbolicas e representagdes simbolicas de numeros racionais se
baseiam na mesma area do cerebro, o sulco intraparietal (SIP). Esses resultados abrem a
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possibilidade de que instrugdes focadas em vincular razdes ndo-simbolicas a suas
contrapartes simbolicas possam melhorar a aprendizagem das operacdes e magnitude
das fragdes.

Essa ideia de magnitude implica um sentido diferente que desenvolvemos na
subseccdo 2.1. Nesse uso da categoria, a magnitude é um tamanho, um valor. E o

sentido desta frase: a magnitude de % € menor que 2 Em contraste, na subseccéo 2.1, ela

significa qualquer que pode ser aumentado e diminuido. Quando quisermos este
significado, vamos nomea-lo Magnitude, com “M” mailscula. Quando, em vez disso,
quisermos dizer o tamanho ou valor, usaremos um “m” minusculo para magnitude e
saberemos que é o resultado de uma medicéo.

2.5 Importancia e Diferencas nas Magnitudes

NUmeros tem magnitude, sdo os resultados de medi¢des. O entendimento da
magnitude da fracdo envolve a capacidade de compreender, estimar, e comparar 0S
tamanhos de fracGes (Fazio, Bailey, Thompson, & Siegler, 2014). A comparagdo dos
tamanhos relativos pode acontecer entre fracbes ndo-simbdlicas, tanto como entre
fracBes simbdlicas. Os tamanhos relativos entre pares de fragdes ndo-simbolicas ou
simbdlicas podem ser comparados. A no¢do de magnitude é cognitivamente importante
e uma propriedade comum entre 0s nimeros inteiros, racionais e irracionais. E comum a
outros construtos matematicos e cientificos, como angulos, altura, massa, tempo,
nimeros complexos, vetores e assim por diante. A magnitude é fundamental para
compreender fragdes ndo-simbolicas e simbolicas (Behr, Wachsmuth, Post, & Lesh,
1984; Fazio et al., 2014) e, mais especificamente, magnitude relativa (Carraher, 1993,
1996).

Isso é também o caso com todos 0s numeros reais. Como subconjuntos de
nameros reais, em termos de magnitude, os nimeros naturais e racionais (fragdes)
possuem propriedades diferenciadas. Essas diferencas podem ser codificadas em quatro
categorias, como listamos no Quadro 1.

No Quadro, 1 as diferencas destacadas entre a magnitude dos nimeros naturais e
fracionarios sdo fontes de dificuldades para a aprendizagem de fracGes pelos estudantes,
tanto no Ensino Fundamental como no Ensino Médio (Lamon, 2007; Mack, 1995; Ni &
Zhou, 2005; Tian & Siegler, 2017). A magnitude das fracfes esta no centro de nossa
teorizacao sobre qual € o sentido de fracdo (Powell & Ali, 2018).

2.6 Fracfes: Comparando Comprimentos

Além das diferencas conceituais entre a magnitude dos numeros naturais e
fracionarios, uma outra fonte epistemoldgica de dificuldades é a concepcéo de fragdes
como partes de um todo (parte/todo). Referindo a esse problema epistemolégico, Lamon
(2001) enfatiza que “matematicamente e psicologicamente, a interpretacéo parte/todo da
fracdo ndo ¢ suficiente como base para o sistema de numeros racionais” (p. 150).
Embora essa concepcdo seja quase exclusivamente a que os livros didaticos atuais
apresentam (Scheffer & Powell, 2019), existe uma concepcdo alternativa que é
consistente com o surgimento histérico das fragdes por meio de medigdo. Os egipcios
antigos criaram fragcBes para medir grandezas continuas como espago, peso e tempo e
uma notacdo fracionaria para registar suas medidas (Dilke, 1987; Jourdain, 1956;
Roque, 2012). Baseado na medic¢do, em uma concepcdo diferenciada, uma fracdo refere-
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se a uma relagdo—uma comparacdo multiplicativa entre duas quantidades da mesma
espécie que sdo comensuraveis (Powell, 2018a, 2018b). A quantidade fisica que
expressa magnitude mais direta e inequivocamente que outras é a de comprimento
(Carraher, 1993).

Quadro 1 — Magnitude e Diferencas entre Nimeros Naturais e NUmeros Fracionarios

Categorias Propriedades
Propr?:dades Nameros Naturais NUmeros Fracionarios
Nem o nimero de digitos no
Mais digitos quanto maiores as numerador ou denominador nem as
_ _(1) ) magnitudes: magnitudes dos digitos determinam a
Sinalizagao de | 123 > 23, magnitude da fragdo: & > 232,
magnitude ) o 9" 123
numerica l(;lu>m§ral maior, mator ntimero: Numerais maiores no indica maior
' namero: — < 2.
100 3
Néo usando operagdes, a magnitude | Nao usando operacdes, a magnitude
) tem uma Unica representacao de uma comparagéo entre duas
Representaco | simbdlica: a magnitude de um quantidades tem uma infinidade de
simbélica | conjunto de trés itens é simbolizada | representacoes Slmboll3cas:6 \
unicamente com o nimero 3. um e um meio itens = STiT e
e Cada nimero natural tem L )
unicamente um antecessor o Cada fracdo ndo possui nenhum
imediato. um sucessor imediato antecessor imediato ou sucessor
ou ambos: imediato.
Para 5, 0 antecessor imediato é 4 | ® ENtre quaisquer duas fragbes
3) e 0 sucessor imediato é 6. existem infinitas outras fracGes.
Densidade 2 ndo é imedi 3
e Entre quaisquer dois nimeros ;naoe antecessoNr |med_|ato da 7’
naturais, o nimero de nimeros Entre a duas fracdes existe, por
naturais é finito: entre 2 e 7 tem exemplo, este conjunto infinito de
quatro nimeros naturais, fracdes: {3,1,3,3,2, }
34566 147212873542
e Multiplicacfo pode ser definida o ) )
como adico repetida: e Multiplicagdo como adicéo repetida
— é uma definigdo insuficiente:
3+3+3+3=4x3. a definicao Insuliciente.
- L, 3X-=-+-+-=-mas=X=-nao
o Multiplicando-se dois nimeros 5 5 5 5 5 75
naturais diferentes de 1 ou 0 entre | « Multiplicando-se duas fragGes
) si produz-se um produto maior diferentes de 1 ou O entre si pode-se
Produto e que os fatores: produzir um produto menor que um
. 4%x3=1212>4e12>3 dos dois fatores:
¢ Dividindo-se quaisquer dois 375 1537 15 57 15
ndmeros naturais que sejam e Dividindo-se duas fracdes diferentes
diferentes de 1 produz-se um de 1 entre si pode-se obter um
guociente que & menor do que o quociente maior que o dividendo:
dividendo: 1.1_929251
12 +3=4,4<12. 2 4 2

Fonte: Uma elaboracgdo de Obersteiner et al. (2019, p. 140)

A interpretacdo de uma fracdo em termos de comprimento pode ser entendida
assim: Suponhamos que temos dois objetos A e B, cujos comprimentos tém u como
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uma unidade comum. Suponhamos ainda que as medidas dos dois objetos equivalem,
respectivamente, a 5 e 7. Entdo, se medimos o comprimento de A, agora considerando
B como a unidade de medida, ele equivale a 5/7 de B ou 5/7 X B. No geral, dados os
objetos A e B, com u como a unidade comum, e A equivalendo a unidades de u e B
equivalendo b unidades de u, o comprimento do A medido pelo comprimento de B
equivale a/b de B. Assim, a fracdo a/b descreve uma relacdo entre os comprimentos
dos dois objetos, A e B. A relacdo é uma comparacdo multiplicativa, A = a/b de B.
Chamamos a expressdo a/b de B ou a/b X B de fragcdo-de-quantidade. Ela é a medida
do comprimento de A em relagdo ao comprimento de B. A notacdo simbdlica, a/b, €
uma fragdo-como-ndmero.

Como um passo cognitivo e pedagdgico anterior ao ensino de fracbes como
nimeros e as suas operacdes, usamos nossa nocdo de fracdo-de-quantidade para
introduzir o estudo das magnitudes de fragdes ndo-simbdlicas e simbdlicas. Como uma
fracdo-de-quantidade representa um comprimento, nossa nocdo € baseada em uma
quantidade continua. Por contraste, a no¢do de fracbes como parte/todo faz com que
quantidades continuas, como as areas geométricas, sejam discretizadas. No entanto,
pesquisas neurocognitivas indicam que estudantes nos anos iniciais e finais do Ensino
Fundamental tém maior acuidade para julgar entre as magnitudes de pares de razdes
ndo-simbdlicas continuas (Jeong, Levine, & Huttenlocher, 2007; Matthews & Ellis,
2018). Mais ainda, nossa nocao de fracdo-de-quantidade evita 0 uso de contagem como
a base cognitiva de uma fragédo e, em vez disso, foca na cognicdo da magnitude relativa
de duas quantidades. Com base nisso, optamos por usar materiais manipulativos que
representam quantidades continuas e comensurdveis e que ndo tém marcagdes ou
segmentacdes, como, por exemplo, as barras de fracBes ou os blocos de Dienes (blocos
base 10); ou valores fixos, tal como as barras de fracbes e 0 FRAC-SOMA 235. Por
essas razbes, empregamos as barras de Cuisenaire (Figura 2) e focamos nos seus
comprimentos.

Figura 2 — Uma escala das barras de Cuisenaire. O comprimento das barras varia de um a 10 centimetros
Fonte: Arquivo do autor

2.7 Abordagens Diferentes: Medicéo e Particdo

As barras de Cuisenaire nos permitem representar uma relagdo multiplicativa
entre 0s comprimentos de duas quantidades comensuraveis e assim representar um
namero fracionario qualquer. Neste sentido, esse material pedagdgico se torna propicio
para a abordagem dos nimeros fracionarios com base na perspectiva de medi¢do com
suas duas partes: fracdo-de-quantidade e fracdo-como-numero (Powell & Ali, 2018).

Em contrapartida, a abordagem predominante nos livros didaticos atuais é a
perspectiva de particdo (Scheffer & Powell, 2019). Nessa perspectiva, ontologicamente
as fracOes surgem da particdo ou divisdo de areas geométricas em partes iguais, no
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destaque de algumas das partes e sua nomeacdo, com uma linguagem oral e escrita, de
modo que, na linguagem, utiliza-se de palavras e simbolos matematicos.
Epistemologicamente, as fracbes sdo aprendidas pelo método de discretizar uma
grandeza continua em um conjunto de objetos discretos de partes iguais, decidir quantas
partes sobre qual focar a atengéo e contar duas vezes: uma conta para o denominador e a
outra para o numerador.

Essa perspectiva de particdo avanca a ideia de que uma fracdo tem vérias
interpretacdes: (1) parte/todo ou parte/conjunto, (2) o resultado da divisdo de dois
nameros, (3) a razdo de duas quantidades, (4) operadores e (5) medidas (Behr, Harel,
Post, & Lesh, 1992; Kieren, 1976, 1988; Lamon, 1999/2005). Essas interpretacfes sao
todas com base na ideia de que uma fracdo representa partes de um todo divido em
partes iguais, incluindo a interpretacdo de (5) medidas. No seu estudo sobre os
fundamentos cognitivos e instrucionais do nimero racional, (Kieren, 1976) explica que
“numeros racionais sdo medidas ou pontos em uma reta numérica” (p. 103, traducéo
nossa) e que “o fundamental para essa interpretacdo € a no¢do de que a unidade para a
reta numérica, uma vez escolhida, pode ser dividida em qualquer nimero de partes
congruentes” (p. 131, traducdo nossa).

Na perspectiva de medi¢do, um nimero fracionario representa ndo uma parte de
um objeto partido em se¢des iguais, mas de uma outra relagdo matematica. A relacdo é
da propor¢do ou comparacdo multiplicativa entre duas quantidades da mesma espécie
que tém uma unidade de comensurabilidade.

3 Aspectos metodologicos

A metodologia de nosso projeto de pesquisa é baseada no design research
(Powell & Ali, 2018; Sztajn, Wilson, Edgington, Myers, & Dick, 2013), que em
Portugal é conhecida como ‘investigagdo baseada em design’ (Ponte, Carvalho, Mata-
Pereira, & Quaresma, 2016), e no Brasil como ‘pesquisa de desenvolvimento’ (Barbosa
& Oliveira, 2015). Para nos, a ideia central da metodologia é investigar um problema
educacional para construir tanto uma resposta quanto uma teoria local para o problema
que sejam eficazes, robustas e validas ecologicamente® no local da pesquisa. A
investigacdo acontece com uma equipe colaborativa, cujos membros podem ser
pesquisadores e estudantes universitarios, administradores e professores escolares, e
outras partes interessadas, tal como elementos da comunidade e pais.

Nossa investigacdo de design research estd sendo conduzida por uma equipe
colaborativa que inclui o seguinte: um pesquisador universitario; dois doutorandos,
sendo um deles administrador da secretaria de educacdo do municipio; oito professores
do Ensino Fundamental e uma mée de uma crianca da escola onde o projeto foi
baseado, que gosta de Matematica. O projeto tem como objetivo entender e registrar as
possibilidades e os obstdculos da implementacdo de uma perspectiva, fracdo-de-
quantidade, para ampliar os entendimentos conceituais de magnitude dos numeros
fracionarios de estudantes do segundo ano (7 anos de idade) do Ensino Fundamental.
Esta parte do objetivo contrasta com o ensino usual. Especificamente, como em outros
estados dos EUA, em New Jersey, o estudo de fragcbes comeca ndo no segundo, mas no
terceiro ano (New Jersey Department of Education, 2016).

5 Este termo é uma traducdo de inglés—ecological validity—e significa que os métodos, materiais e
cenario de uma investigacdo cientifica aproxima o mundo real que estd sendo examinado. No design
research, o termo indica que no cenario de um estudo sobre aprendizagem simula as condi¢des sociais e
culturais de uma sala de aula no local da investigag&o.
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Nosso projeto de design research tem trés fases. A primeira ocorreu durante os
meses de fevereiro a julho de 2018, quando a equipe pesquisadora realizou trés acoes:
(1) estudou alguns problemas conceituais que a perspectiva parte/todo traz para a
aprendizagem de fracGes; (2) explorou a abordagem alternativa com base na ideia de
medicéo; e (3) elaborou tarefas para a implementacdo da abordagem alternativa com
estudantes do segundo ano do Ensino Fundamental.

Na segunda fase, que aconteceu de setembro de 2018 a fevereiro de 2019, a
equipe pesquisadora implementou as tarefas com, inicialmente, 35 estudantes, e ocorreu
em uma escola da Educagéo Infantil (5 anos) ao 8° ano, mas durante um programa
extraescolar A escola é uma das Escolas Publicas de Newark (NPS), cidade localizada
ao norte de estado de Nova Jersey. O NPS tem uma populacéo estudantil composta por
43% de afrodescendentes e 46% de latinos (Newark Public Schools, 2019). Os
estudantes vém de familias de baixa renda, em que 84% dos estudantes sdo escolhidos
para almocos gratuitos ou de um preco reduzido (Newark Public Schools, 2019). Com
relacdo ao desempenho dos estudantes em Matematica, na primavera de 2018,
comparado a média do estado, que € de 53% (State of New Jersey Department of
Education, 2019), apenas 33% dos estudantes da NPS do 3° ao 8° ano atingiram ou
excederam as expectativas (Newark Public Schools, 2019) no ambito estadual-
administrado—Partnership for Assessment of Readiness for College and Careers®
(PARCC).

Os estudantes voluntariaram-se para participar, com o consentimento escrito de
seus pais e 0 seu assentimento oral gravado em audio. Foram divididos em dois grupos,
17 estudantes em um e 16 no outro. Cada grupo reunia-se em uma sala de aula onde um
pesquisador e uma professora lecionavam, enquanto quatro outros membros da equipe
de pesquisa observavam as aulas e faziam anotacOes. Cada aula durava uma hora e
depois, de acordo com a metodologia de design research, durante uma hora a equipe
refletia sobre a logistica da aula, o entendimento matemético dos estudantes, e
modificacdes das tarefas ja elaboradas para a proxima aula. Todas as aulas com 0s
estudantes e as reunides de reflexdo com a equipe pesquisadora foram gravadas em
video. No total, houve 24 sessbes (ou horas) de aulas com os estudantes. Durante a
ultima terca parte das sessGes no programa pos-escola, 0 nimero médio de estudantes
que assistiu nossas aulas era de 21; ou seja, 10 e 11 estudantes, respectivamente, em
cada sala de aula. Nossa prética pedag6gica obedece o Modelo Instrucional-4A (Powell,
2018b). Uma caracteristica do modelo é que os estudantes escrevem expressoes
simbolicas sé depois de trabalharem mentalmente, sem as barras de Cuisenaire.

A Ultima fase do projeto envolve a anélise dos dados e a escrita de um relatdrio.
E a fase atual, que vai de marco a junho de 2019. A equipe pesquisadora se retine por
trés horas semanalmente para ler as anotacdes, assistir aos videos e olhar os trabalhos
escritos dos estudantes. As reunides tém como objetivo compreender as possibilidades e
0s obstaculos para os estudantes em relacdo a abordagem fracdo-de-quantidade para
ampliar os entendimentos conceituais de magnitude dos nimeros fracionarios.

Em termos cognitivos para os estudantes, a equipe pesquisadora construiu as 24
sessOes de tarefas matematicas para incluir quatro momentos principais: (1)
transformacdo cognitiva da ferramenta instrucional, as barras de Cuisenaire, de um
artefato a um instrumento ao modo da teoria de génese instrumental (Rabardel &
Beguin, 2005) que inclui quais nomes os estudantes ddo as cores das barras e quais

6 Em portugués seria Parceria para Avaliacdo da Prontiddo para o Colégio e Carreiras (tradugdo nossa). E
um teste que estados podem usar para avaliar o desempenho matematico dos seus estudantes. Para
maiores informages, veja < https://parcc-assessment.org>.
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letras usam para representar cada barra (ver Quadro 2); (2) comparagdes de magnitudes
absolutas entre as barras, eventualmente usando frases verbais que referem ideias como
=, #, < e > ¢ as expressoes escritas usando essas notagdes matematicas; (3) mensuracao
do comprimento de uma barra com o comprimento de uma outra barra, levando as
expressoes de fragdes-de-quantidade; e (4) comparagdo de magnitude relativa entre duas
fragdes-de-quantidade. O terceiro e quarto momentos, que envolvem as fragdes-de-
quantidade e comparacBes de magnitudes relativas, sdo 0s alvos de nossa analise
preliminar.

Quadro 2 — Em portugués e inglés, as Cores e Letras que correspondem as Barras de Cuisenaire de
Menor a Maior

S verde :
s branca | vermelha | verde | roxa ouro escura | N€9ra | marrom azul | laranja
S
® b v c r 0 e n m a l
. dark
s white red green | purple | yellow ebony tan blue | orange
3 green
=
w r g p y d e t b 0

Fonte: Arquivo do autor

4 Descricdo e Anélise dos Dados

O corpo de dados consiste de gravacdes em video das 24 sessdes de cada uma
das duas salas de aula, os trabalhos escritos de cada um dos estudantes, as tarefas
propostas, as anotacBes dos professores observadores, e as gravagdes em video das 24
reunides da equipe pesquisadora. Para essa analise preliminar, identificamos situacGes
em que os estudantes foram envolvidos com a mensuragcdo do comprimento de uma
barra em comparacdo multiplicativa com o comprimento de uma outra barra e com a
comparacdo de magnitude relativa entre duas fragcdes-de-quantidade.

Por meio da nossa analise preliminar, notamos cinco categorias de resultados
que comecam com comparagdes multiplicativas e terminam com comparagdes de
magnitudes entre fracbes-de-quantidade. Na primeira categoria 0s estudantes observam
que alguns comprimentos das barras podem ser compostos por comprimentos de outras
barras da mesma cor (veja Figura 3). Assim, eles estdo envolvidos com comparacoes
multiplicativas.

(@) :
Figura 3 — (a) Lendo da esquerda a dlrelta 0 comprlmento de uma barra laranja equivale ao comprimento
de duas barras amarelas. Como o comprimento de cinco barras vermelhas equivale ao comprimento de
uma barra laranja, o comprimento de uma barra vermelha equivale a um quinto do comprimento de uma
barra laranja. (b) Investigando quais barras podem ser medidas exatamente com as barras vermelhas.
Fonte: Arquivo do autor.

Na segunda categoria de resultados, os estudantes desenvolvem um critério para
nomear o comprimento de uma barra branca quando medido por cada uma das outras
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barras. Por exemplo, em um episddio do video, os estudantes medem o comprimento da
barra marrom com as barras vermelhas e com as barras brancas, notando que o
comprimento da barra marrom equivale ao comprimento de quatro barras vermelhas e
ao de oito barras brancas. Estava, dessa forma, introduzida a linguagem para descrever a
medida de uma barra vermelha medida por uma barra marrom: o comprimento de uma
barra vermelha medida por uma barra marrom é um quarto da barra marrom. Depois,
quando o professor pede para os estudantes descreverem o comprimento de uma barra
branca medida por uma barra marrom, eles dizem que “o0 comprimento da barra branca
€ um oitavo do comprimento da barra marrom”. Evidentemente, o critério que eles
desenvolveram é que o numero de barras de uma s6 cor que compde o comprimento da
barra de medida indica 0 nome de uma barra. Em inglés, esse nome seria 0
correspondente nimero ordinal com “th”.

Em uma terceira categoria de resultados, os estudantes engajam-se em tarefas de
escrita de expressdes de fracOes-de-quantidade nas quais fracdes proprias e improprias
aparecem (Figura 4; ver Quadro 2 para a letra e cor-da-barra correspondente). Depois de
tarefas com as barras de Cuisenaire, nas quais os estudantes falaram sobre as relacdes
de comparagdes multiplicativas de duas quantidades, agora sem as barras, eles evocam
mentalmente duas quantidades correspondendo as barras, e descrevem oralmente as
relagdes entre as barras evocadas. Quando alcancam uma fluéncia nas suas descrigdes
orais, 0s estudantes aprendem como escrever simbolicamente suas descricdes das
comparagoes multlpllcatlvas de duas quantidades, como mostra a Flgura 4.

"—-xY R&’Jz,,y Y= 5-), +. &y"

E-—-r T-ng ' (usl.x"s
5 xY 5 =+ ’Y
(a) (b).....-..-.-- ..
Figura 4 — (a) A escrita livre de uma estudante, indicando o nome do comprimento de algumas barras de
Cuisenaire quando estdo sendo medidas pela barra amarela. (b) A escrita livre de um estudante que
também est4d medindo o comprimento de algumas barras com a barra amarela. A letra-cor correspondente
esta no Quadro 2. A “letra” RO indica um comprimento composto de vermelho mais laranja (red plus
orange).
Fonte: Arquivo do autor.

Para a quarta categoria de resultados, os estudantes evidenciam o conhecimento
de que tanto uma descricdo verbal quanto uma expressdo escrita simbolica de uma
fracdo-de-quantidade representam um comprimento, uma magnitude. Embora tivessem
medido uma quantidade com outra, ambos com e sem as barras, foi necessario um salto
cognitivo para eles ouvirem ou verem uma expressdo de fracdo-de-quantidade como

6 . . .
esta, - X p (seis quartos da barra roxa), e pensar no comprimento ou magnitude

implicito que, neste caso, simbolicamente é a barra d (verde escura).

Na quinta e Gltima categoria de resultados, 0s estudantes comparam expressdes
de fragdo-de-quantidade simbdlicas. Em uma sessdo, no final do projeto, sem o auxilio
das barras de Cuisenaire, pedimos aos estudantes para escreverem relagdes entre pares
de fracdo-de-quantidade, usando sinais de desigualdades e de igualdade (ver Figura 5).
Em sessOes anteriores, eles ja descreveram oralmente relacdes entre pares de fracao-de-
quantidade. Um estudante descreve um par de fracdo-de-quantidade, um outro estudante
anuncia quais sdo as duas quantidades (as barras de Cuisenaire) implicitas, e um terceiro
estudante diz qual expresséo € maior que a outra ou, se for o caso, que as expressdes sdo
iguais.
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(a) (b)
Figura 5 — (a) e (b) No flip chart, as escritas livres de cinco estudantes, comparando as magnitudes
implicitas nas expressdes de pares de fracdo-de-quantidade, usando os sinais de desigualdades e de
igualdade. A letra-cor correspondente esta no Quadro 2.

Fonte: Arquivo do autor

Nesta sessdo, pedimos que 0s estudantes escrevessem suas expressdes em papeis
nas suas mesas e que conversassem e verificassem suas expressdes com 0S
companheiros do seu grupo. Depois, convidamos um estudante de cada vez para
escrever uma expressdo em um flip chart que ficava na frente da sala de aula. A Figura
5 ilustra as expressdes de desigualdade e igualdade que cinco estudantes ofereceram
para serem apreciadas pelos outros (a letra-cor correspondente esta indicada no Quadro
2). Os estudantes mostram expressdes onde a unidade de medida € a mesma entre 0s

~ - 1 2 ;. -y
pares de fracdo-de-quantidade, tal como G X0<Xo (um décimo da barra laranja é

. o - 4 2 2 3 7
menor que dois décimos da barra laranja), G X0= X0, Xp<_Xp. Também, os
estudantes constroem expressGes nas quais a unidade de medida é diferente entre os

~ . 3 5 3 3
pares de fracdo-de-quantidade, tal como SXP<-Xe Xp==X dg, onde dg = d,;

3 2 3 4
-Xe<=-Xd,e=Xo0<=-Xy.
7 5 10 5
5 Consideracgoes Finais

O objetivo de nossa pesquisa foi entender as potencialidades da perspectiva,
medicdo e fragdo-de-quantidade, para ampliar os entendimentos conceituais de
magnitude dos nameros fracionarios de estudantes do segundo ano (7 anos de idade) do
Ensino Fundamental. Sem problemas cognitivos, eles construiram a ideia de que fracéo
expressa uma relagdo, uma comparacdo multiplicativa entre duas quantidades. Para
descrever essa comparacdo, eles se apropriaram da linguagem simbolica—verbal e
escrita - com facilidade e compreenséo. Nas configuracdes das barras de Cuisenaire que
o0s estudantes construiram, e na linguagem que eles usaram e da qual se apropriaram, a
unidade de medida é sempre perceptivel e falada. Também, a unidade é sempre continua
e ndo discretizada. Assim, a comparacao de duas fragdes-de-quantidade corresponde a
maior acuidade que seres humanos tém para julgar entre as magnitudes de pares de
razdes nao-simbdlicas continuas (Jeong et al., 2007; Matthews & Ellis, 2018).

Nas suas expressbes de fracdo-de-quantidade, os estudantes usaram
naturalmente fracGes proprias e improprias. Isso contrasta com a abordagem parte/todo
na qual as fracdes improprias oferecem dificuldades para serem definidas, como uma
fracdo é concebida como uma parte de um todo e, assim, ndo pode ser maior que o todo
(Lamon, 2001).
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Com algumas dificuldades que foram eventualmente superadas, os estudantes
conseguiram pensar no comprimento ou magnitude de uma expressdo de fracdo-de-
quantidade quando a perceberam verbalmente ou visualmente.

Os estudantes apropriaram-se da ideia de magnitude de fracdes-de-quantidade,
ndo por responderem as perguntas em planilhas, mas, com base nas imagens evocadas
das barras de Cuisenaire, por construirem suas expressoes de comparagoes fracionarias.
Suas observacOes baseiam-se nas relacbes de comparagGes multiplicativas entre duas
quantidades que suas mentes visualizam. Dessas experiéncias, 0s estudantes estdo
prontos para fazer observagdes sobre suas expressfes e chegar as conclusfes sobre a
comparac0es de fragcBes-como-nimeros.
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