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investigacao nasceu da busca pelo entendimento de como

os Experimentos Mentais podem se constituir em uma Editor * Gilberto Januario

metodologia para o ensino da Matematica. Nosso objetivo

foi estudar as caracteristicas dos Experimentos Mentais na Educagdo Matematica e como tais
experimentos podem influenciar a abordagem de problemas relativos ao Quadrilatero de
Saccheri. Nosso aporte tedrico-metodologico estd ancorado na semidtica sob a perspectiva de
Peirce. Nossa conclusdo ¢ que tais caracteristicas condicionam os Experimentos Mentais como
Metodologia Alternativa para o Ensino da Matematica na perspectiva historico-dialética da
educagdo com énfase na epistemologia.
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Rectangle that is not a rectangle? The application of thought experiments to
Saccheri Quadrilateral

Abstract: This article is one of the results of the theoretical research entitled The Semiotics and
Thought Experiments in teaching and learning in Mathematics. The motivation for this
investigation was born from the search for an understanding of how Thought Experiments can
constitute a methodology for teaching Mathematics. Our objective was to study the
characteristics of Thought Experiments in Mathematics Education and how such experiments
can influence the approach to problems related to the Saccheri Quadrilateral. Our theoretical-
methodological contribution is anchored in semiotics from Peirce's perspective. Our conclusion
1s that such characteristics condition Thought Experiments as an Alternative Methodology for
Teaching Mathematics in the historical-dialectical perspective of education with an emphasis
on epistemology.

Keywords: Epistemology. Mathematics Education. Teaching. Semiotics. Methodology.

JRectangulo que nos es un rectangulo? La aplicacion de los experimentos
mentales al Cuadrilatero de Saccheri

Resumen: Este articulo es uno de los resultados de la investigacion tedrica titulada semidtica y
los experimentos mentales en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas. La motivacion
de esta investigacion nacio de la busqueda de la comprension de como los Experimentos
Mentales pueden constituir una metodologia para la ensefianza de las Matematicas. Nuestro
objetivo fue estudiar las caracteristicas de los Experimentos Mentales en la Educaciéon
Matematica y como dichos experimentos pueden influir en el planteamiento de problemas
relacionados con el Cuadrilatero de Saccheri. Nuestro aporte tedrico-metodologico esta anclado
en la semiotica a través de la perspectiva de Peirce. Nuestra conclusion es que tales
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caracteristicas condicionan a los Experimentos Mentales como una Metodologia Alternativa
para la Ensefianza de las Matematicas en la perspectiva histérico-dialéctica de la educacion con
énfasis en la epistemologia.

Palabras clave: Epistemologia. Educacion Matematica. Ensefiando. Semiotica. Metodologia.

1 Introducéo

“Devemos generalizar, se quisermos garantir o futuro da cultura cientifica e da
Matematica” (Cruz, 2018, p. 154). Nao considerar o processo de generalizacdo na Matematica,
a tornaria numa espécie de jogo de xadrez.

Mas por que ensinamos Matematica na Escola? Uma possivel resposta ¢ que
acreditamos que ela “ajudard a estabelecer e a legitimar um discurso que toda pessoa com boa
vontade poderia aceitar de boa-fé¢” (Otte, 2012, p. 149). Isto €, ensinamos Matematica, pois
buscamos por racionalidade e inteligibilidade.

No entanto, Matematica nao poderia, ao nosso sentir, ser estruturada e nem ensinada na
escola como simplesmente um conhecimento de algoritmos, se pautando exclusivamente em
calculagdes e provas formais. Cruz (2018) argumenta que a percep¢ao que se tem atualmente
da matematica, a caracteriza como um determinado tipo de raciocinio, expressando-a como um
amontoado de formulas e afirmagdes, configurando-a como uma atividade de demonstragao de
provas. Na verdade, a Matematica, como outras disciplinas, deveria contribuir para uma busca
comum pelo esclarecimento de assuntos fundamentais.

Otte (2012) afirma que a “axiomatica e prova formal tém pouco a ver com o objetivo
para justificar uma disciplina, embora isso pudesse ter sido a motivagado para estabelecé-la. Elas
sdo simplesmente meios de organizar as proprias teorias” (p. 152). A esséncia do conhecimento
esta em seu crescimento, e ¢ na fronteira do conhecimento que comega a compreensao.

Este texto faz parte dos resultados da pesquisa tedrica 4 semiotica e os Experimentos
Mentais no ensino e na aprendizagem em Matematica cujo objetivo € estudar as caracteristicas
dos Experimentos Mentais na Educacdo Matematica e como esses experimentos influenciam o
ensino ¢ a aprendizagem dessa disciplina.

Experimento Mental ¢ considerado uma metodologia alternativa para o ensino da
Matematica, com base na perspectiva historico-dialética da Educagdo, com énfase na
epistemologia. Neste contexto, a Matemadtica ¢ conceituada como uma atividade semiotica que
constréi diagramas, experimenta nesses diagramas e verifica os resultados. Nosso aporte
metodoldgico de pesquisa se ancora na semiotica sob a perspectiva de Peirce.

2 Matematica: uma atividade semidtica por meio de Experimentos Mentais

Ha algum tempo que assumimos a perspectiva que considera a Matematica como uma
atividade semiotica. Nesta perspectiva, “explicar significa representar” (Cruz, 2018, p. 129).
Otte (2012) afirma que “uma representacdo ¢ exatamente um aspecto da percepcdo, de certa
maneira, numa determinada forma” (p. 33).

A propria realidade do conhecimento ¢ considerada um processo semidtico envolvendo
o proprio sujeito. Semiotica, na perspectiva peirceana, pode ser conceituada como a “ciéncia
que estuda os signos e como eles se referem aos seus objetos e a outros signos” (Cruz, 2018, p.
6).

Por exemplo, a palavra palmo ¢ considerada um signo que pode significar para alguns,
a distancia que vai do dedo polegar ao minimo, como pode ser observado na Figura 1, ou pode
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significar para outros, uma unidade de medida inglesa equivalente a 22,86 cm ou a 9 polegadas
(aproximadamente).

Figura 1: O palmo

Fonte: Autoria Propria (2021)

Nosso campo tedrico da semidtica se ancora nos estudos de Charles Sanders Peirce,
considerado um dos criadores da semiodtica. Peirce (2010a) oferece uma triade e distingue entre
os signos: O representamen que € o signo, o objeto representado pelo signo e o interpretante
que ¢ um efeito interpretativo que o signo causa.

O nosso desafio tedrico e semidtico € imaginar um quadrilatero que tenha dois angulos
retos e dois lados opostos congruentes, como indicado na Figura 2, mas que ndo seja retangulo.
Esse tipo de quadrilatero ¢ chamado de Quadrilatero de Saccheri.

Figura 2: Esse quadrilatero é o retangulo?

] []

Fonte: Autoria Propria (2021)

Do ponto de vista semidtico, a Figura 2 € o representdmen do objeto tedrico matematico
Quadrilatero de Saccheri e o interpretante esta na acao de interpretacdo que pode surgir da
relacdo dessa representacdo com o objeto tedrico € com outros signos também. Por exemplo:
como seria a soma dos angulos internos desse quadrilatero e que relacao existe entre os dois
outros angulos e os dois outros lados?

A Matematica como uma atividade semidtica constréi diagramas geométricos ou
algébricos, desenvolve experimentos nesses diagramas e verifica os resultados, ampliando as
possibilidades de interpretacdes e significagdes. Este conjunto de agdes ¢ balizador para o
desenvolvimento de Experimentos Mentais.

Cruz (2021a) afirma que “hd no processo de desenvolvimento da Matematica, em
especial no que tange o ensino desta ciéncia, um tipo de experimento que denominamos
Experimentos Mentais” (p. 14). Essas categorias de Experimentos no campo da Educagdo
Matematica ‘“tentam resgatar as experimentagdes, analogias € o uso de metaforas na
aprendizagem em Matematica, colocando o sujeito como agente produtor de seu proprio
conhecimento, exaltando a criatividade” (Cruz, 2020, p. 132).

Cruz (2018) conceitua Experimentos Mentais, na perspectiva da Educagéo
Matematica, como formas que o sujeito utiliza para colocar seus proprios
pensamentos, no desenvolvimento de um determinado conceito, como objeto de
consideracdo em uma dada atividade e/ou prova matematica, por meio de
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representacdes ¢ ancorados a um sistema de representacdo coerente, isto ¢, a um
contexto bem definido. Esses experimentos exercem, no campo da Educagio
Matematica, dois papéis fundamentais, a destacar: 1 — mostrar a coeréncia do proprio
conceito; 2 — Identificar a possibilidade de aplicagdo desse conceito. Esses papéis
ndo sdo dados de forma hierarquica, mas sdo identificados no processo de aplicacdo
de tais experimentos (Cruz, 2021a, p. 14).

A Matematica desenvolvida por meio de Experimentos Mentais ¢ “compreendida como
uma atividade, uma construcao a base de possibilidades” (Cruz, 2018, p. 167). O proprio Peirce
(2010b) em sua Filosofia da Matematica escreve:

Assim, a caracteristica distintiva da matematica ¢ que ela ¢ o estudo cientifico de
hipoteses que primeiro enquadra e depois traga as suas consequéncias. A Matematica
ou ¢ aplicada ou ¢ pura. Matematica aplicada trata as hipoteses nas formas em que sdo
sugeridas de inicio pela experiéncia, envolvendo mais ou menos caracteristicas que
ndo tém qualquer relagdo com as formas de deducdo das consequéncias delas. A
matematica pura ¢é o resultado de uma reflexdo posterior pela qual essas caracteristicas
irrelevantes sdo eliminadas (p. 49).

A Matematica entdo ¢ considerada um estudo de substincias das hipdteses ou criagdes
mentais que servem para tirarmos certas conclusdes. Esta consideracdo tenta diferenciar a
Matematica da logica, tornando-a, na visao de Peirce (2010b), mais abstrata que a légica.

Aristoteles, por exemplo, define a Matematica como a ciéncia que tem a qualidade
peculiar de abstracdo de seus objetos. Esse filosofo considera que “os entes matematicos tém
uma existéncia parasitaria dos objetos reais — uma vez que objetos matematicos sO existem
encarnados em objetos reais” (Silva, 2007, p. 37). Os mundos sensiveis para Aristoteles é a
realidade fundamental para os entes matematicos, isto €, tais entes sdo extraidos dos objetos
sensiveis por meio de operagdes do pensamento (Silva, 2007).

Segundo Silva (2007),

para Aristoteles, os objetos matematicos sdo uma abstragdo apenas ou, na pior das
hipoteses, uma ficcdo util. Eles ndo tém existéncia separada dos objetos empiricos,
sdo apenas aspectos deles, e se as vezes os pensamentos como independentes, isso €
apenas um modo de pensar sem maiores consequéncias praticas (p. 44)

“Abstrair quer dizer literalmente tirar fora” (Silva, 2007, p. 44), isto é, tirar fora apenas
o aspecto que interessa quando transformamos objetos empiricos em objetos matematicos.
Nesta concepcao, a Matematica busca estudar objetos em determinados aspectos apenas. “Uma
bola como uma esfera, um par de dois livros como dois. Ao fazermos isto, dizemos, abstraimos

da bola a sua forma geométrica e da cole¢do de livros a sua forma aritmética” (Silva, 2007, p.
45).

No que tange nosso problema sobre pensar em um tipo de quadrilatero com dois angulos
retos e dois lados opostos congruentes, mas que nao seja o retdngulo, talvez a saida para
Aristoteles, caso lhe fosse apresentado este problema, seria admitir que entre os objetos
matematicos houvesse também formas ficticias. De um ponto de vista mais amplo, a
Matematica nas concepgdes aristotélicas trata ndo somente de formas abstratas associadas a
objetos empiricos, mas também de formas abstratas possiveis. H4 outro elemento a ser
considerado, o elemento de idealizagao.
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Como a entendo, a abstragdo aristotélica, a operacdo pela qual consideramos objetos
e colegdes de objetos empiricos como objetos matematicos, comporta também um
elemento de idealizagdo. Tratar uma bola como uma esfera ¢ uma operagdo complexa:
abstrai-se da bola a sua forma mais ou menos esférica e, simultaneamente, idealiza-se
essa forma, isto €, desconsideram-se as diferencgas entre ela e a esfera matematica
perfeita (determinada pela sua definicdo como um lugar geométrico dos pontos
espaciais equidistantes de um centro). Uma esfera matematica €, assim, a idealiza¢do
de um aspecto de bola, e s6 assim ela existe (Silva, 2007, p. 46).

Poderiamos considerar, entdo, que o Quadrilatero de Saccheri ¢ uma idealizagao da
idealiza¢do, de um quadrilatero com a caracteristica de ter dois angulos retos e dois lados
opostos congruentes. Talvez ndo consigamos imaginar algo real que pudesse ter a forma desse
tipo de quadrilatero, mesmo assim, consideramos ser uma abstragdo de um certo objeto do
proprio contexto matematico. O objeto em si, pode ser um conceito ou um conjunto de
afirmacdes e relacdes que permita chegar a algumas conclusdes e construir novos conceitos.

Portanto, nosso entendimento nos leva a considerar que a Matematica € uma construcao
de conceitos e, esta construgao, pode ser dada por meio da aplicagdo dos Experimentos Mentais
num dado problema e/ou atividade relacionada ao ensino e consequentemente a aprendizagem
desta ciéncia.

3 Experimentos Mentais como metodologia alternativa de ensino para Matematica

O que ¢ uma Metodologia de Ensino? Mais especificamente, uma Metodologia de
Ensino de Matematica? Ha uma defini¢cao no dicionario de filosofia de Nicola Abbagnano
(2007) que considera metodologia como sendo “um conjunto de procedimentos metodicos de
uma ou mais ciéncias” (p. 669). Talvez pudéssemos entdo escrever que uma metodologia de
ensino de matematica é um conjunto de procedimentos metddicos que tem a inten¢ao de ensinar
matematica a alguém. Mas hé outros aspectos que devem ser levados em consideragdo e que
vai além dessa afirmacao simplista do termo metodologia de ensino.

Deixamos claro que nossa intencdo ¢ assumir os Experimentos Mentais como uma
metodologia alternativa de Ensino para Matemadtica, no entanto, ha a necessidade de
discutirmos o que ¢ ensino numa perspectiva filosoéfica e quais as caracteristicas que
condicionam tais experimentos a se efetivarem como uma metodologia.

Ensino ¢ uma atividade, afirma Scheffler (1974). Todo ensino tem um objetivo, isto €,
o ensino € dirigido para um certo resultado, ou seja, “trata-se de uma atividade orientada para
uma meta” Scheffler (1974, p. 75).

De forma resumida, ensinar ¢ uma atividade direcionada para uma meta, a
aprendizagem. O ensino trata-se de algo que alguém se dedica a fazer ou estd ocupado em fazer,
com o intuito de alcangar éxito, isto €, dirigido para um certo resultado (o aprendizado) daquilo
que esta fazendo ou que fez.

Scheffler (1974), discutindo o ensino numa perspectiva filosofica, escreve que “ensino
¢ algo a que alguém se dedica, ¢ algo dirigido para uma meta cuja consecucdo envolve
normalmente a atengdo e esforco, proporcionando, ao mesmo tempo, uma defini¢ao relevante
de éxito” (p. 75).

Quando dizemos que estamos ensinando nossos alunos a manipularem o compasso, por
exemplo, numa aula de geometria, 0 que queremos argumentar ¢ que estamos tentando fazer
com que eles aprendam a manejar tal instrumento. Isto é, o que estamos fazendo esta associado
a uma meta, que nossos alunos se esforcam para alcangar, ou que podera ou ndo ser atingida.
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Alguns alunos podem aprender mais rapidamente e outros podem demorar mais tempo.
Alguns podem ter dificuldades em segurar o instrumento, ou o instrumento nio ser tao
adequado etc., portanto, para se atingir a meta que ¢ a aprendizagem, outros fatores devem ser
considerados. “Em suma, meta de uma atividade pode se encontrar além dos limites da propria
atividade ou de um dos segmentos dessa, ou entdo carecer totalmente de condi¢gdes temporais.
Nao obstante, dedicar-se a atividade em questdo, envolve, em geral, tentar” (Scheftler, 1974, p.
77).

O ensino envolve um esforco de realizar o aprendizado, no entanto, a afirmacao
contraria ¢ falsa. Brincando com alguns operadores logicos, colocamos o ensino e a
aprendizagem, de maneira metaforica, como uma relacao de implicagdo logica. Isto €, “ensinar
= aprender”. Neste caso, o ensino e a aprendizagem sdo proposicdes. “Uma proposi¢do p
implica uma proposi¢do g quando, em suas tabelas verdades, nao ocorre VF (nesta ordem)”
(Sérates, 1998, p. 47).

Do ponto de vista semidtico, utilizaremos dois indices (— € =). O primeiro para indicar
a operagdo entre as proposi¢des resultando em uma nova proposi¢ao e a segunda apenas uma
relacdo entre clas. Esta metafora, ndo tem a intencdo de transformar a relagdo ensino e
aprendizagem numa estrutura fixa, rigida, mas serve tdo somente para ilustrar algumas
argumentacdes do ponto de vista filosofico.

Tabela 1: Se ensino entdo aprendizagem?

Ensino Aprendizagem Ensino — Aprendizagem
\% \% \Y
F v A%
v F F
F F v

Fonte: Autoria Propria (2021)

Na proposicao condicional se ensino entdo aprendizagem, VF ndo ocorre nesta ordem,
isto quer dizer que se hé ensino e ndo ha aprendizagem, o resultado desta atividade ndo foi bem-
sucedido. Freire (2019) argumenta que “inexiste validade no ensino de que ndo resulta um
aprendizado em que o aprendiz ndo se tornou capaz de recriar ou de refazer o ensinado” (p. 26).
Ao considerar que “ensino = aprendizagem”, buscamos na operagao logica condicional, uma
“tautologia”, isto €, se hé ensino, a meta deveria ser alcancada. Mas pode haver aprendizagem
sem ensino. Na verdade, “aprender precedeu ensinar ou em outras palavras, ensinar se diluia na
experiéncia realmente fundante de aprender” (Freire, 2019, p. 27). E verdade também que o
nao-ensino pode resultar em nao-aprendizagem também.

A meta do ensino ¢ a efetivagdo da aprendizagem, mas, “embora a efetivacdo do
aprendizado seja indispensavel para o éxito do ensino ela ndo ¢ por si so, suficiente; ¢
necessario, além disso, que o aprendizado se realize de maneira apropriada” (Scheffler, 1974,
p. 78).

A despeito da implicagdo ldgica material que apresentamos por meio da ldgica
proposicional, o ensino como uma atividade exige esfor¢o e tempo. “Nao ¢ um evento
instantaneo” (Scheffler, 1974, p. 78). Qual o tempo necessario para desenvolver uma atividade
de ensino? Se a questdo ¢ sobre quanto tempo estive ocupado a ensinar, isto sugere que ao final
deste tempo eu tive éxito ou fracasso? Na verdade, a questdo mais legitima seria: quanto tempo
estive ocupado em ensinar a alguém? Como o ensino ¢ uma atividade e esta atividade envolve
tentativa de realizar um certo tipo de aprendizado com certas restrigdes, ¢ necessario que haja
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Além de tempo, a atividade exige a realizagdo de alguns movimentos, pois sdo coisas
que nos fazemos, “e o que ¢ fazer, sendo efetuar alguma modificacdo no meio ambiente por
meio da realizagdo de algum movimento?”” (Scheffler, 1974, p. 79). Também requer pensamento
e interpretagdo do contexto ao qual ela esta sendo desenvolvida.

tempo para o seu desenvolvimento.

Comparemos com o caso de um menino que se encontra, durante um periodo
determinado, trabalhando sobre um problema de geometria. Ele devera estar, ¢ claro,
fazendo algo razoavel com o objetivo de solucionar o problema. Para que esteja
trabalhando no problema, deve estar ao mesmo tempo tentando e fazendo. Para saber
que o menino que temos diante de noés esta deveras trabalhando num problema de
geometria, € ndo simplesmente brincando com uma folha de papel, devemos decidir
que ele esta realmente pensando; além disso, porém, devemos julgar que aquilo que
esta fazendo, seja 14 o que for, envolve a expectativa de solucionar um problema. Além
dos movimentos corporais que ele realiza durante o presente periodo. Podemos saber,
por exemplo, que esta matriculado num curso de geometria na escola, que o problema
lhe foi dado como dever de casa, que a solug@o devera ser apresentada no dia seguinte,
que, no passado, ele sempre entregou pontualmente os seus deveres de casa, e que
frequentemente expressou o desejo de formar-se em matematica (Scheffler, 1974, pp.
80-81).

Podemos pensar também, que qualquer pessoa possa estar habilitada a desenvolver o
ensino como argumenta Scheffler (1974):

O professor pode falar ou permanecer em siléncio, pode escrever ou ndo, pode fazer
perguntas ou ndo, pode ou ndo utilizar materiais ou equipamentos especiais. Qualquer
uma dessas coisas, além do mais, pode ser realizada por pessoas que ndo estdo
ocupadas a ensinar. Se um homem estad ensinando ou simplesmente criticando,
meditando, argumentando, aborrecendo ou distraindo etc. — ndo constitui, portanto,
algo que possa ser visto diretamente nos movimentos que o professor executa durante
a licdo. Além do problema de averiguar em que consiste o pensamento do professor,
a interpretacdo daquilo que ¢ feito durante a ligdo dependera da intengdo com a qual
isso ¢ feito, e a determinacdo de tal inteng@o varia de acordo com a informagao que se
tem a respeito do contexto da licao (p. 82).

O mesmo autor afirma que ensinar ndo pode ser concebido como alguma estrutura

distinta de movimentos executados por professores (Scheffler, 1974). Lembremo-nos de Paulo
b

Freire o qual afirma que “ensinar ndo ¢ transferir conhecimentos, mas criar as possibilidades
para a sua producao ou a sua constru¢ao” (Freire, 2019, p. 24).

Freire (2019) continua argumentando que

ensinar ndo se esgota no tratamento do objeto ou do contetdo, superficialmente feito,
mas se alonga a producdo das condi¢des em que aprender criticamente € possivel. E
essas condigdes implicam ou exigem a presenga de educadores ¢ de educando
criadores, instigadores, inquietos, rigorosamente curiosos, humildes e persistentes (p.
28).

Sem dedicacdo, preocupacdo com o proximo, sem amor num sentido amplo, ninguém
poderéd ser um bom professor, afirma D’Ambrosio (2008). Interpretamos que os movimentos
executados pelo professor incluem o conhecimento do aluno, o conhecimento do conteudo a
ser ensinado, o papel social que ele exerce e as perspectivas que ele assume. Tudo isto influi na
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metodologia que o professor vai adotar para que sua atividade atinja a meta estabelecida. Assim,
para entender o conceito de Metodologia, devemos compreender que tal conceito “como
qualquer outro conhecimento, ¢ fruto do contexto e do momento histoérico em que ¢ produzido”
(Manfredi, 1993, p.1).

Talvez ndo exista somente um conceito geral ou ahistorico de metodologia, mas “sim
varios, que tém por referéncia as diferentes concepgoes e praticas educativas que historicamente
lhes deram suporte” (Manfredi, 1993, p. 1).

Nossa concepgao e que faz parte dos movimentos que desenvolvemos na adogdo e
aplicagdo dos Experimentos Mentais, estd sob a égide da concepgdo historico-dialética da
educacdo, com base na epistemologia.

A epistemologia ¢ a chave para o estudo do conhecimento, em especial do
conhecimento matematico. Esta ciéncia tem o papel de escrever, em termos
filosoficos, arelagdo entre o sujeito epistémico, isto ¢, o sujeito social que compartilha
e debate hipdteses e o objeto (Cruz, 2021a, p. 2).

Nesta concepgdo, “o proprio conceito de metodologia e/ou didatica € historico-social,
portanto, tem tudo a ver com o momento e contextos historicos dos quais € produto, bem como
dos projetos, concepgdes e ideologias que lhe deram origem” (Manfredi, 1993, p. 4).

A concepcao historico-dialética da educagdo tem suas bases fundadas no método
materialista historico-dialético, caracterizado “pelo movimento do pensamento através da
materialidade historica da vida dos homens em sociedade” (Pires, 1997, p. 87). Uma
metodologia de ensino nesta concepcao pode ser entendida como

sendo um conjunto de principios e/ou diretrizes socio-politicos, epistemologicos e
psicopedagogicos articulados a uma estratégia técnico-operacional capaz de reverter
os principios em passos e¢/ou procedimentos organicos e sequenciados, que sirvam
para orientar o processo de ensino-aprendizagem em situagdes concretas (Manfredi,
1993, p. 5).

As reflexdes que nos orientam na aplicacdo de tal perspectiva baseiam-se em Manfredi,
a qual destaca que na dimensdo epistemoldgica deve-se levar em consideragdo as diretrizes
relativas

a como se produz o conhecimento, numa perspectiva dialética; a 16gica inerente a esse
processo; a quem produz esse conhecimento; as diferengas entre o chamado saber
popular e o saber sistematizado; ao tipo de relagdes existentes entre as diferentes
formas de conhecimento; a importancia e o sentido da teoria, numa perspectiva de
uma educagdo critica e consciente; ao que significa dizer que o processo de producio
de conhecimento possui um aporte individual e sociocultural; o que todas estas
questdes tém a ver com o problema da escolha e organizacdo dos conteudos a serem
trabalhados durante o processo de ensino-aprendizagem (Manfredi, 1993, p. 5).

Os Experimentos Mentais como metodologia para o ensino de Matematica se
constituem em seis caracteristicas observaveis no desenvolvimento de uma dada atividade e/ou
problema. Essas caracteristicas sdo nomeadas por Cruz (2021a) como Forma, Estrutura,
Compreensdo, Dependéncia, Revelacao e Comparagdo. Cada nome indicado anteriormente
tem, no contexto desta metodologia, um significado semidtico talvez distinto de seu significado
na pratica de seu uso cotidiano.
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Forma significa que os Experimentos Mentais se desenvolvem por meio de atividades
supostas, isto €, parte-se de certas conjecturas e hipoteses que florescem em uma representagao
particular do objeto geral considerado.

Forma, neste contexto, tem o significado de atividades supostas, isto ¢é, os
Experimentos Mentais sdo baseados em um sistema de atividades supostas. Isto
significa que as atividades partem de certas conjecturas ¢ hipoteses desenvolvidas em
uma representacao particular do objeto geral. Ademais, “todo acesso cognitivo a
realidade ¢ relativo ¢ mediado por signos” (Otte, 2001, p.2), isto quer dizer que este
acesso ndo ¢ direto e absoluto (Cruz, 2021a, p. 15).

Cruz argumenta que “este sistema de atividades supostas nos permite considerar que o
mundo, em especial 0 mundo matemaético, consiste em dois tipos de entidades, a saber: signos
e objetos. Os signos tém significado e os objetos tém existéncia real pura” (2021a, p. 15).

Estrutura €, em esséncia, a aplicacdo de uma sintese abdutiva, isto ¢, a introducao de
uma ideia nova que nao estava contida nos dados iniciais da proposicao.

Estrutura implica em dizer que os Experimentos Mentais ndo t€ém uma estrutura rigida.
Muitas coisas s@o implicitamente assumidas. Ha neste contexto a aplicacdo de uma
sintese abdutiva. Sintese abdutiva € a introdu¢do de uma ideia nova ndo contida nos
dados do problema, da atividade ou da prova, permitindo da as conexdes que esses
mesmos dados ndo teriam fornecido (Cruz, 2021a, p.16).

Esta sintese abdutiva enfatiza o interesse pela inteligibilidade, isto €, pelo interesse na
explicacao do fato.

Compreensdo € o processo dedutivo combinando experiéncias e conhecimentos
(Dependéncia). Dedugdo € um tipo de argumento cuja funcdo € representar os fatos das
premissas em um diagrama. “Se vamos representd-los num diagrama, somos compelidos a
representar o fato declarado na conclusao” (Peirce, 2010a, p. 30).

Compreensdo da énfase de que nos Experimentos Mentais ha uma combinacao de
experiéncias ¢ conhecimentos que devem seguir uma logica de consideracdes
heuristicas com dedugdes logicas e calculos formais quando necessérios. E o processo
dedutivo no desenvolvimento da experimentagdo mental. (Cruz, 2021a, p. 16).

Dependéncia assegura que os Experimentos Mentais ndo sao feitos de forma aleatoria,
pois dependem de conhecimentos e argumentos aceitos, isto €, sdo desenvolvidos por meio de
uma teoria de base.

Dependéncia indica que o processo de experimentacdo mental estd dependendo de
conhecimentos e argumentos aceitos pela comunidade, mesmo ndo sendo argumentos
estritamente 16gicos. Este processo nos possibilita compreender que “aprender novas
coisas, sem novos dados, surge do fato de que o importante sdo as aplicagdes dos
conceitos ou dos objetos e ndo apenas as relagcdes dos conceitos entre si, ou seja, ndo
¢ apenas a coeréncia da teoria” (Cruz, 2018, p.74).

Revelagdo mostra que nos Experimentos Mentais ha a possibilidade de revelar
contradigdes no sistema de nosso conhecimento. Ao mesmo tempo, abre possibilidade de novos
conhecimentos.
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Os Experimentos Mentais t€ém a capacidade de revelar um desajuste no aparato
conceitual tradicional, permitindo ao experimentador ou ao cientista utilizar seus
conhecimentos da mesma forma que utilizava antes, por outro lado, esses
experimentos mostram contradi¢des e/ou confusdes logicas no desenvolvimento da
dada atividade, provas e/ou problema apresentado. (Cruz, 2021a, pp. 17-18).

Comparagdo traz outras possibilidades de solucdo para uma dada atividade e/ou
problema, significando uma ampliacdo do processo ou generalizagdo.

Comparagédo neste processo ¢ para afirmar que ¢ possivel comparar o conhecimento
com outras possibilidades de solu¢do em uma dada atividade, prova e/ou problema.
Nos muitas vezes ganhamos novos conhecimentos quando algo que ja foi dito uma
vez ¢ dito mais de uma vez de um modo novo (Cruz, 2021a, p. 18).

Essas caracteristicas organizam o processo de ensino de um determinado conceito,
atividade e/ou problema em Matematica, nao excluindo o pensar, a interpretacao, o tentar, a
criticidade, o fazer, enfim os movimentos inerentes a pratica de ensinar. Nao separa a fungdo
do conhecimento do seu desenvolvimento, mostrando que no desenvolvimento do raciocinio
diagramatico, em cada ponto de uma figura encontra-se uma nova ideia, um novo teorema, um
novo problema etc., como podemos verificar no Quadrilatero de Saccheri.

4 Aplicando os Experimentos Mentais em alguns problemas relacionados ao
Quadrilatero de Saccheri

O Jesuita Giovanni Girolamo de Saccheri (1667-1773) foi o primeiro matematico, em
1773, a apresentar um estudo cientifico sobre o postulado das paralelas. Nesse estudo, Saccheri
aceita as 26 proposig¢oes iniciais do livro I dos Elementos de Euclides, pois observara que essas
proposi¢des ndo necessitavam do postulado das paralelas nas suas demonstragoes.

Essas 26 proposi¢des foram fundamentais para o trabalho de Saccheri, pois “com a ajuda
desses teoremas, ele empreendeu o estudo do quadrilatero ABCD no qual os angulos A e B sao
retos e os lados AD e BC sdo iguais” (Eves, 2011, p. 540), como pode ser constatado na Figura
3.

Figura 3: Quadrilatero de Saccheri
D C
L/ .

-
-

1
L
+H

A B
Fonte: Autoria Propria (2021)

Saccheri mostrou que se tragarmos as diagonais AC e BD, usando teoremas de
congruéncia, mostrariamos que os angulos D e C sdo iguais. Para esses angulos, existem trés
possibilidades, a saber: os angulos D e C sdo retos, agudos ou obtusos. A hipotese de Saccheri
era a de mostrar que a consideragdo dos angulos serem agudos ou obtusos, levaria a uma
contradi¢do. Portanto, por reducdo ao absurdo, Saccheri mostrou que deveria valer a hipotese
do angulo reto, implicando assim o postulado das paralelas. Consideremos dois problemas com
base no Quadrilatero de Saccheri. A proposta ¢ mostrar alguns resultados, quando aplicamos os
Experimentos Mentais no desenvolvimento desses problemas.

Problema I — Considere dois Quadrilateros de Saccheri justapostos como na Figura 4. Os
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lados opostos aos lados que contém os angulos retos dos quadrilateros sdo congruentes entre si.

Figura 4: Dois quadrilateros de Saccheri

Fonte: Autoria Propria (2021)

Problema 2 — Mostrar que no Quadrilatero de Saccheri, representado pela Figura 5, pode ser
possivel a relacdo B; B, = A4,.

Figura 5: Uma representacdo particular do objeto geral

B B
. 9°
u [l
A A

1 2
Fonte: Autoria Propria (2021).

4.1 Aplicando o Experimento Mental no Problema 1

Forma: Como ¢ um sistema de atividades supostas, vamos supor dois quadrilateros de
Saccheri, apresentados na Figura 6, tais que A; 4, = A,A3, A1B; = A;B, = A3B;. O simbolo
= representa congruéncia entre as medidas das figuras. Nossa intencao ¢ mostrar que B;B, =

B,B;.
Figura 6: Hipotese
B1 82 B3
11
Aq A A

Fonte: Autoria Propria (2021)

Estrutura: Nossa sintese abdutiva vai considerar os triangulos A;A,B; e A,A3B,, como

na Figura 7. Note que esta ¢ uma ideia nova que ndo estava contida nos dados iniciais do
problema.

Figura 7: Sintese abdutiva

B, ‘Bz B

A, A
Fonte: Autoria Propria (2021)
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Compreensdo e Dependéncia: Experimentando nesses tridngulos, percebemos que eles
possuem dois lados correspondentes congruentes e um angulo entre esses lados também
congruente. Revisitando os conceitos da geometria plana, se dois tridngulos possuem dois lados
correspondentes congruentes e os angulos entre esses lados também congruentes, os tridngulos
serdo congruentes entre si, como pode ser constatado na Figura 8. Ou seja, AA;A,B; =
AA,A3B,. Logo,A,B; = A3B, e BiA,B, = B,A;B; (angulos). O signo AA;A,B,, por
exemplo, representa tridngulo de vértices A4, A, e B;.

Figura 8: Método dedutivo
B, B, B,

A, A

p=

2
Fonte: Autoria Propria (2021)

Revelagdo: Na Figura 9, descobrimos também uma relagdo de congruéncia entre
ABlAzBZ e ABzA3Bg.

Figura 9: Revelacdo no processo dedutivo
B, B, B,

A

p

1 Ay 3
Fonte: Autoria Propria (2021)

A ideia é que se perceba no diagrama que A,B; = A3B,, B;A,B, = B,A3B; ¢ A,B, =
A3B;. Portanto, se AB;A,B, = AB,A3B3, entdo, B;B, = B,B;.

Comparagado: Esta conclusdo pode ser estendida para mais quadrilateros de Saccheri
nas condi¢des dadas, como pode ser observado na figura 10. Podemos escrever de forma geral
que BIBZ = BzB3 = = Ban+1.

Figura 10: Generalizagdo
3 Bn+1
® @ . 2nnanansnanaianananasananans ™

A, A, A

3 -4n+1
Fonte: Autoria Propria (2021)

4.2 Aplicando um experimento Mental no Problema 2

Forma: Considere por hipotese n quadrilateros de Saccheri de mesma base, justapostos
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como na Figura 11. Nossa intengdo ¢ mostrar que ¢ possivel BB, > A;A,. Para este
empreendimento, vamos supor que A;A, > BB, , isto é, AjA,— BB, > 0.

Figura 11: Hipotese
B, B, B, Buq

. /) R [ G— [l

'ﬁ'1 ":‘2 'ﬁa__ -'1-;4 1
Fonte: Autoria Propria (2021)

Estrutura: Vamos langar uma ideia nova ao problema, utilizando a desigualdade
triangular. Pela desigualdade triangular, a medida de um determinado lado de um triangulo ¢
menor que a soma das outras duas medidas. Faremos este experimento inicial, na Figura 12.

Figura 12: A desigualdade triangular

B B B

1 'y

2 3

Ju |

A1 Ag A

Fonte: Autoria Propria (2021)
Pela desigualdade triangular, A4, < A{B; +A4,B, ¢ A,B; <B;B, + A,B,. Da
primeira desigualdade podemos escrever que A4, — A;B; < A,B;. Comparando com a
segunda desigualdade, chegamos a relagcdo A4, — A1B; < A;B; < B1B, + A,B;, = A4, —

A{B; < B1B, + A,B,. Ou mais especificamente:
A1A, < AyBy + B1B; + A,B,.
O mesmo pode ser feito no segundo quadrilatero para chegar a relagao:
A,A3 < AyB; + ByBs + A3B3.

Compreensdo e Dependéncia: Se adotarmos esta desigualdade a cada quadrilatero em
um conjunto de n quadrilateros justapostos, deduziremos que:

Figura 13: O processo dedutivo

.B 1 ’B 2 ’Ba ............................ .B n+1
u Bu 5 S L
A 1 A 2 A 3 A n+1

Fonte: Autoria Propria (2021)
A1Any1 <A1By + BBy + -+ ByBpyq + BriaAnga.
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nA;4; < (A1B1+ Bpy1dns1) + (B1By + -+ ByBpy1)
nA 4, < 24,B, + nB;B,
nA,A,— nBB, < 2A:B{,Vn
n(AyA,— ByB,) < 2AB;.

Revelagdo: Este ultimo resultado vai em desencontro com um principio matematico
chamado Arquimediano. Este principio afirma que se ha dois nimeros reais quaisquer x € y,
sendo x > 0, entdo existe um nimero natural n talquen-x >y .

Portanto, nossa hipdtese ndao se sustenta. Como nossa hipdtese nos leva a uma
contradi¢do, entdo uma consideracao plausivel para o problema ¢ assumir que a relagao 4,4, <
B;B, ¢ verdadeira, ou de outra forma, que B;B, = A;A4,.

Comparagdo: Um fato muito interessante e que remonta o debate sobre o postulado das
paralelas ¢ que nesta consideragdo, a relagdo A;A4, = BB, ¢ possivel. Portanto, o retangulo
passa a ser um Quadrilatero de Saccheri validado, desta forma, pelo quinto postulado de
Euclides. Ou seja, o retangulo ¢ um Quadrilatero de Saccheri considerando valido o postulado
das paralelas.

5 Conclusao

Os Fundamentos da Matematica se desenvolveram por meio de demonstracdes cada vez
mais sistematicas, induzindo a afirmacdo de que a Matematica seria mera tautologia. Esta
consideragdo nao esclarece nada sobre os objetos da Matematica, mas tratam somente da
maneira de como falamos desses objetos, transformando a Matematica em um tipo de légica
formalizada.

Talvez este seja o problema do ensino da Matematica que falam de coisas, defini¢des,
férmulas etc., mas ndo implicam absolutamente nada sobre a existéncia e a esséncia ou
realidade dessas coisas. Nao despertam a curiosidade e nem a criticidade sobre essas coisas.

E na autenticidade da pratica de ensinar e de aprender que desenvolve a possibilidade
de uma experiéncia em que o ensino desperta uma curiosidade crescente no aprendiz. A
capacidade de aprender criticamente desperta a chamada curiosidade epistemoldgica, “sem a
qual ndo alcangamos o conhecimento cabal do objeto” (Freire, 2019, p. 27). Nossa tentativa em
trabalhar com o Quadrilatero de Saccheri foi na direcao de abrolhar essa curiosidade.

Matematica para nos ¢ uma atividade semiotica. Ela age no mundo como atividade e
nao como ditadora; neste sentido, os Experimentos Mentais sao fundamentais como espagos de
meras possibilidades.

Otte (1993) argumenta que a “Matematica assenta, como quase toda ciéncia, na visao e
nas metaforas visuais e geométricas” (p. 40). Esse mesmo autor afirma que “a geometrizacao ¢
a ideia fundamental da Matematica e ela faz com que as mais variadas coisas sejam imaginadas
pelos matematicos como pontos ou sistemas de pontos em algum espaco ideal” (p. 40).

Utilizamos metaforas para pensar em um quadrilatero com dois angulos retos e dois
lados opostos congruentes, imaginando um mundo de objetos dos quais nds nao pertencemos.
Neste processo, se manifestou a experiéncia de um saber que nos permitiu desenvolver
conceitos e chegar a certas conclusdes, caracterizando desta forma generalizagdes.

A multiplicidade de intepretacdes e aplicagdes na Matemadtica se dé pelo fato de que ela
¢ “um procedimento que comeca com uma metafora grafica ou na forma de um experimento
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mental e ndo como uma indicagdo positiva com base em fatos objetivos” (Otte, 1993, p. 42,
43).

O ponto mais importante de todo esse processo ¢ que o conhecimento dialético e
reflexivo nos leva a pensar nas relagdes constituidas no Quadrilatero de Saccheri e nas possiveis
interpretagdes que ainda podem ser desenvolvidas, mostrando que os Experimentos Mentais
sd0 um campo importante para o ensino da Matematica.
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