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Resumo: Neste artigo, apresenta-se uma pesquisa qualitativa que foi aplicada com seis
estudantes de um curso de formacao continuada, em um mestrado profissionalizante em ensino
de Ciéncias e Matematica voltado a pedagogos, em uma aula realizada de modo remoto. O
estudo teve por objetivo evidenciar como explorar recursos materiais existentes no ambiente
domiciliar para construir o Tridngulo de Sierpinski, a fim de obter sequéncias e padrdes a partir
de elementos do referido ente geométrico. Em funcao dos participantes atuarem nos Anos
Iniciais do Ensino Fundamental, precisavam analisar objetivos e habilidades constantes da Base
Nacional Curricular Comum, bem como indicar possibilidades de a atividade proposta em aula
ser replicada com seus alunos. Os resultados mostraram que os individuos realizaram as
construcdes e reconheceram elementos dos tridngulos, além de realizar calculos de perimetros
e areas e reconhecer padrdes nas sequéncias obtidas.

Palavras-chave: Triangulo de Sierpinski. Anos Iniciais. Ensino Remoto. Geometria Fractal.
Resolucgao de Problemas.

A sequence of standardized triangles: Fractal Geometry in the education of
Early Years teachers

Abstract: This article presents a qualitative research that was applied to six students from a
continuing education course in a professional master's degree in Science and Mathematics
Teaching aimed at pedagogues, in a class held remotely. The study aimed to investigate how to
explore with existing material resources in the home environment to build the Sierpinski
Triangle, in order to obtain sequences and patterns from elements of that geometric figure. Due
to the participants working in the Early Years of Elementary School, they needed to analyze
objectives and skills contained in the Base Nacional Comum Curricular, as well as indicate
possibilities of the proposed activity in class to be replicated with their students. The results
showed that the individuals performed the constructions and recognized elements of the
triangles, in addition to performing calculations of perimeters and areas and recognizing
patterns in the obtained sequences.

Keywords: Sierpinski Triangle. Early Years. Remote Teaching. Fractal Geometry. Solving
Problems.

Una secuencia de triangulos estandarizados: Geometria Fractal en la
formacion de docentes de los Primeros Afios

Resumen: Este articulo presenta una investigacion cualitativa que se aplico con seis estudiantes
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de un curso de educacion continua, en una maestria profesional en Ensefianza de Ciencias y
Matematicas dirigida a pedagogos, en una clase a distancia. El estudio tuvo como objetivo
demostrar como aprovechar los recursos materiales existentes en el entorno doméstico para
construir el Triangulo de Sierpinski, con el fin de obtener secuencias y patrones a partir de
elementos de la mencionada entidad geométrica. Debido a que los participantes trabajan en los
Primeros Afios de la Ensefianza Basica, necesitaban analizar objetivos y competencias
contenidas en la Base Curricular Comun Nacional, asi como indicar posibilidades para que la
actividad propuesta en clase sea replicada con sus alumnos. Los resultados mostraron que los
individuos realizaron las construcciones y reconocieron elementos de los triangulos, ademas de
realizar calculos de perimetro y area y reconocer patrones en las secuencias obtenidas.

Palabras clave: Tridngulo de Sierpinski. Primeros Afios. Aprendizaje Remoto. Geometria
Fractal. Solucion de Problemas.

1 Introducéo

Na formagao inicial e na formagao continuada de professores que atuam na Educacao
Infantil e nos Anos Iniciais do Ensino Fundamental, em geral, a Matematica por si s6 apresenta
certa rejeicdo por parte dos professores que atuam nestes dois segmentos da escola bésica.
Dessa forma, esperar que esses profissionais despertem o interesse de alunos da Educagio
Basica para a aprendizagem Matematica ¢ um desafio a ser superado em um curso
profissionalizante em ensino de Ciéncias e Matematica. Mais especificamente, tal rejei¢ao recai
sobre a area da Geometria, tida por muitos como a que exige decorar féormulas para aplicar na
resolugdo de exercicios, muitas vezes rotineiros e repetitivos. Em contrapartida, é preciso
considerar que o ensino da Geometria, e de outros conceitos, pode oferecer um elemento
facilitador que € o uso de recursos materiais concretos, 0os quais permitem o manuseio € a
visualizag¢do in loco.

No entender dos autores deste artigo, sdo necessarias mudancas para melhorar a
performance nessa area e, para tal, o primeiro autor passou a dedicar-se, também, a disciplinas
de um mestrado profissional voltado a essa clientela, além de sua atuacdo na area de Geometria,
de um modo geral, por aproximadamente cinquenta anos de carreira.

Recentemente, com o isolamento social ¢ as aulas realizando-se de forma remota, foi
delineada uma pratica em busca da compreensdo de sequéncias, padrdes e novas formas de
ensino, por meio de uma atividade envolvendo Geometria Fractal.

A respeito dessa Geometria, ainda ausente em curriculos escolares e, at¢é mesmo, na
Licenciatura em Matematica, ndo ha muitas publicagdes. Leivas (2009) identificou a falta de
geometrias ndo euclidianas em sua pesquisa realizada nos curriculos de instituigdes no Rio
Grande do Sul. Em uma busca em Anais da XV Conferencia Interamericana de Educacion
Matematica (CIAEM), realizada em 2019, ndo se localizou nenhum titulo envolvendo a
tematica no eixo 6 — Geometria. Na busca geral pelo titulo “Geometria Fractal” (em espanhol),
também ndo houve ocorréncias na referida conferéncia.

A partir dessa busca inicial, justifica-se o presente artigo, que abordara uma pesquisa
com sujeitos de uma disciplina dirigida a profissionais com formacao inicial em Pedagogia de
um Mestrado Profissional em Ensino de Ciéncias e Matematica, na qual buscou-se evidenciar
como esses professores exploraram recursos materiais existentes no ambiente domiciliar para
construir o Triangulo de Sierpinski, a fim de obter sequéncias e padrdes a partir de elementos
do referido ente geométrico.
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A Geometria Fractal pode ser considerada como uma das geometrias nao euclidianas, a
exemplo da Eliptica, da Hiperbolica e da Topologica. Segundo Rafael Bombelli (1526-1572),
“um ntimero imaginario ¢ aquele cujo quadrado € um valor negativo” (Pickover, 2009, p. 124).
Para o autor, esses nimeros desempenham um papel na producdo de lindas obras de arte
fractais, as quais mostram riqueza de detalhes com ampliagdes crescentes. Tais ilustragdes
podem vir a estimular estudantes e professores para tal tema.

2 Geometria Fractal

Lothar Collatz (1910-1990), conforme indicado por Pickover (2009), sugere que se
imagine andando por uma tempestade de granizo ofuscante, na qual a chuva sobe e desce aos
tufos e redemoinhos. A partir dessa imaginagdo, surgem sequéncias estudadas pelos
matematicos e os numeros de Hailstone proporcionam problemas desafiadores para eles. Para
o autor, “padrao fractal de Collatz. Embora o comportamento dos nimeros 3n + 1 seja
geralmente estudado para niimeros inteiros, ¢ possivel estender os mapeamentos matematicos
para numeros complexos e representar o intrincado comportamento fractal através da coloracao
no plano complexo” ( p. 374). Na Figura 1, vislumbra-se esse fractal.

Figura 1: Sobre a Conjectura de Collatz.

Fonte: Pickover (2009, p. 375).

Estudar padrdes ¢ algo que faz parte da propria historia das descobertas matematicas.
Por exemplo, as espirais podem ser encontradas na natureza, como nas asas de borboletas ou
nos caracois. O homem passou a explorar tais padroes no quesito matematico, ou seja, nas
relagdes numéricas envolvidas em objetos e seres vivos, como na Sequéncia de Fibonacci,
encontrada nas plantas. A partir disso, foi um passo para obtengdo das sequéncias numéricas
como na espiral logaritmical.

1 Segundo Janos (2009, p. 279), um tratado sobre a espiral logaritmica foi publicado por volta de 1700, por Jacob Bernoulli.
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Na observac¢ao das colmeias, a elaboracdao dos favos segue uma estrutura sequencial em
forma de prismas hexagonais, ao que Janos (2009, p. 285) indaga sobre o porqué dessa forma.
O autor responde que “Darwin sugeriu que as abelhas, primeiro constroem as colmeias em
forma cilindrica, até que o cilindro atinja o cilindro vizinho, e ai elas empurrariam as paredes
preenchendo os espagos vazios, formando hexdgonos”. O autor afirma que as abelhas, na
realidade, constroem tais espagos um a um, ja na forma hexagonal, e ndo como o sugerido por
Darwin.

Outros exemplos também servem para motivar o estudo de sequéncias e padrdes
numéricos envolvidos na constru¢do matemadtica e, em especial, no estudo de fractais. Foi
somente a partir do século XX que a nova geometria tomou forma, com a criacdo da Geometria
Fractal intimamente ligada a geometria do ‘“caos”, pois a primeira pode fornecer as
aproximacoes matematicas correspondentes a formas encontradas na natureza, relacionadas a
segunda.

De acordo com Janos (2009, p. 285), “a Geometria Fractal ¢ uma linguagem matematica
que descreve, analisa e modela formas encontradas na natureza”. Para Jiang e Ma (2018, p. 2,
traducao livre)?, “um conjunto ou padrdo é fractal se houver uma relagdo de lei de poder entre
detalhes no fractal (y) e a escala (x) em que ¢ medida, ou seja, y = xa, onde o € o expoente da
lei da poténcia ou a dimensao fractal”.

Benoit Mandelbrot pode ser considerado o pai da Geometria Fractal, a partir de seu
trabalho exploratorio com o uso de computadores. Com base em seus estudos, pode-se
considerar um fractal como uma forma geométrica que nao ¢ regular, isto é, com grau de nao
regularidade em todos os niveis, os quais podem ser pensados como padrdes que se estendem
indefinidamente. Para Mandelbrot, o termo pode significar uma superficie irregular como a
tempestade de granizos de Collatz (1910-1990).

No que diz respeito a padrdoes matematicos, o autor analisa a ocorréncia destes em
provas da Olimpiada Brasileira de Matematica em Escolas Publicas (OBMEP), identificando
questdes recorrentes em provas realizadas no periodo 2005-2018. A partir de uma analise feita
por meio de categorias envolvendo estratégias para resolucdes dessas questdes, conclui que elas
remetem a padrdes e podem ser estimuladoras para o ensino e a aprendizagem de Geometria
desde os primeiros anos escolares.

Nessa direcao, entende-se que realizar uma pesquisa envolvendo uma construgao fractal
com professores pedagogos em uma a¢ao continuada pode contribuir para o desenvolvimento
matematico desses profissionais. Nao ¢ objetivo deste artigo fazer uma exposi¢ao dos principais
fractais que constam na literatura a esse respeito, mas evidenciar como esses professores
exploraram recursos materiais existentes no ambiente domiciliar para construir o Triangulo de
Sierpinski, a fim de obter sequéncias e padrdes a partir de elementos do referido ente geométrico
€ que possam ser Uteis para a formagao matematica inicial de estudantes.

3 Procedimentos metodoldgicos

A partir dos pressupostos apresentados, em periodo de isolamento social, no qual as
aulas necessitam ser desenvolvidas de modo remoto, foi delineada, no primeiro semestre letivo
de 2020, em trés periodos de 50 minutos cada, a pesquisa aqui relatada. Esta teve por objetivo
evidenciar como explorar recursos materiais existentes no ambiente domiciliar para construir o

2 A Smooth Curve as a Fractal Under the Third Definition Faculty of Engineering and Sustainable Development, Division of
GIScience University of Gévle, SE-801 76 Gévle, Sweden. Disponivel em:
https://arxiv.org/ftp/arxiv/papers/1802/1802.03698.pdf.
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Triangulo de Sierpinski, a fim de obter sequéncias e padrdes a partir de elementos do referido
ente geométrico. Além disso, os participantes, todos em exercicio profissional na Educacao
Infantil e nos Anos Iniciais do Ensino Fundamental, tiveram de analisar objetivos e habilidades
constantes da Base Nacional Curricular Comum — BNCC, bem como indicar possibilidades
da atividade proposta ser replicada com seus alunos.

Trata-se de uma pesquisa qualitativa participante, no sentido apontado por Severino
(2016, p. 126), para quem esse tipo de investigagdo ¢ aquele em que “o pesquisador, para
realizar a observagdo dos fendmenos, compartilha a vivéncia dos sujeitos pesquisados,
participando de forma sistematica e permanente, ao longo do tempo da pesquisa, das
atividades". A atividade a ser analisada foi orientada e acompanhada pelo professor-
pesquisador, via a plataforma Google Meet, de modo permanente, durante os trés periodos.
Conforme indica a pesquisa qualitativa, o docente interagiu constantemente com o0s
participantes “em todas as situag¢des, acompanhando todas as agdes praticadas pelos sujeitos”
(Severino, 2016, pp. 126-127).

No que diz respeito a abordagem qualitativa, Moreira (2011, p. 49) argumenta que “os
fendmenos de interesse da pesquisa qualitativa em ensino tém também a ver com ensino
propriamente dito, aprendizagem, curriculo, avaliacdo e contexto, mas sdo analisados sob
outros pontos de vista”. A presente pesquisa encontrou-se ancorada na aprendizagem dos
sujeitos e, especialmente, na questdo do curriculo para sua formagao.

Com relagao ao curriculo, a BNCC (Brasil, 2017), dentre outros objetivos e habilidades
para a unidade temdatica Geometria, nos quatro primeiros anos do Ensino Fundamental, sugere:

(EF02MA15) — Reconhecer, comparar e nomear figuras planas (circulo, quadrado,
retangulo e tridngulo), por meio de caracteristicas comuns, em desenhos apresentados
em diferentes disposi¢des ou em solidos geométricos (p. 283).

(EFO3MAL15) — Classificar e comparar figuras planas (tridngulo, quadrado,
retangulo, trapézio e paralelogramo) em relacéo a seus lados (quantidade, posicdes
relativas e comprimento) e vértices (p. 289).

(EF04MA18) — Reconhecer angulos retos e ndo retos em figuras poligonais com o
uso de dobraduras, esquadros ou softwares de geometria (p. 293).

(EF0O4MA19) — Reconhecer simetria de reflexdo em figuras e em pares de figuras
geométricas planas e utiliza-la na construgdo de figuras congruentes, com o uso de
malhas quadriculadas e de softwares de geometria (p. 293).

Assim, com a devida adequagdo para a figura geométrica triangulo, as atividades
propostas nesta pesquisa buscaram a obtencdo de padrdes e regularidades na construgdo do
Triangulo de Sierpinski, a partir de objetos que substituiriam os convencionais como esquadro
ou compasso, uma vez que nem todos os estudantes participantes dispunham de tais materiais
em suas residéncias. Além disso, buscou-se, também, o reconhecimento dos padrdes envolvidos
na grandeza medida, considerando lados, pontos médios, perimetros e areas, conceitos que
podem vir a ser estudados nas etapas de ensino em que os participantes atuam.

Para a analise de dados, a coleta foi feita mediante registros que os participantes
encaminharam ao e-mail do professor, pois a atividade, conforme explicitado anteriormente,
foi desenvolvida de modo remoto. Também, foi utilizado o WhatsApp para o encaminhamento
de videos, fotos e/ou questionamentos, bem como das observacdes do professor-pesquisador
durante o desenvolvimento. Andlises e sugestoes poderiam ser enviadas até a aula subsequente.

A respeito de videos e fotografias como documentos de pesquisa, Loizos (2015) salienta
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a importancia dessas materialidades, conforme vemos a seguir: “¢ que a imagem, com ou sem
acompanhamento de som, oferece um registro restrito, mas poderoso das agdes temporais e dos
acontecimentos reais — concretos, materiais” (p. 137). O autor argumenta, ainda, que a
fotografia pode ser produzida, quer de forma eletronica, quer quimicamente, com ou sem
imagens em movimento, constituindo um recurso central para a analise do pesquisador. Uma
segunda razdo apontada consiste em emprega-la ndo somente em questdes complexas, tedricas
e abstratas, visto que “ela pode empregar, como dados primarios, informacao visual que ndo
necessita ser nem em forma de palavras escritas, nem em forma de niimeros [...]” (Loizos, 2015,
p. 137).

A respeito de informagdes visuais, Leivas (2009, p. 111) considera “visualizagdo como
um processo de formar imagens mentais, com a finalidade de construir e comunicar
determinado conceito matematico, com vistas a auxiliar na resolugdo de problemas analiticos
ou geométricos”. Tal habilidade ¢ abordada na Educacdo Matematica por Zimmermann e
Cunningham (1991), dentre outros. Giaquinto (2007), no que diz respeito a visualizagdo, assim
se manifesta:

Finalmente, as imagens podem ser muito fracas e inconstantes para produzir a
suficiente confianga para uma crenga em oposicéo a uma mera inclinacdo a acreditar.
O visualizar aqui tem suficientemente poucos estagios e as imagens sdo muito simples
para que esses problemas n&o precisem surgir. E facil ensaiar a tarefa de visualizagdo
e, assim, obter o apoio da memoria na produgdo de imagens mais fortes. Entéo,
podemos simplesmente restringir nossa atencao a casos em que as imagens sdo claras
e estaveis (p. 77, traducéo livre).

A investigacdo contou com seis participantes, todos atuantes na Educacdo Infantil e/ou
nos Anos Iniciais, os quais serdo indicados por letras em itdlico, a fim de preservar suas
identidades, a saber: An, Cr, Ka, Na, Su, Ve. Em uma aula no formato de ensino remoto,
envolvendo professores com formagao inicial em Pedagogia em um Mestrado Profissional, a
pesquisa teve o objetivo supracitado.

Esperava-se que, ao final da realizagdo da atividade proposta, fosse apresentada uma
construcgao similar a constante da Figura 2.

Figura 2: Uma construgdo do Triangulo de Sierpinski.

Fonte: Autoria Propria

A Figura 2 foi desenvolvida pelo primeiro autor do trabalho como um protdtipo do que
seria esperado a partir da realizagdo da atividade. A seguir, faz-se a andlise e a discussdo da
produgdo dos participantes.
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4 Resultados e discussdes

Nas primeiras aulas do semestre, os estudantes haviam visto, junto ao professor-
pesquisador, conceitos relacionados a sequéncias e padrdes. Na aula que antecedeu a realizagao
da atividade, ele solicitou que esses mesmos alunos fizessem uma leitura da BNCC e
buscassem, no contetdo Geometria, habilidades envolvendo o topico em questdo, vindo ao
encontro do planejamento inicial da disciplina. Na mesma ocasido, pediu-se que
providenciassem, dentro do possivel, os seguintes materiais: folhas brancas e coloridas; tesoura
ou estilete; régua ou fita métrica; cordao; dois ou trés livros de capa dura. Cumpre destacar que
as folhas poderiam ter dimensdes diferenciadas, porém, preferencialmente, dentro das medidas
sugeridas pelo professor-pesquisador (primeiro autor), as quais, por serem numeros pares (36,
32, 28, 24 e 20 cm), facilitariam as divisdes no inicio das construgdes.

Além dessas solicitagdes, encaminhou-se, aos participantes, o Quadro 1, que seria
preenchido durante a realizacdo da atividade, na aula seguinte. Essas solicitagdes prévias
prenderam-se ao fato de que tais individuos, em geral, ndo dispdem em casa de alguns recursos
utilizados para estudar Geometria (esquadro, compasso, transferidor etc.), o que levaria a certa
improvisagao.

Deve-se registrar que, nas primeiras aulas da disciplina, os estudantes fizeram uma
pesquisa sobre Sequéncias de Fibonacci, para a determinagao de padrdes que encontravam em
plantas, uma vez que, paralelamente, também estudavam Ciéncias Naturais, com énfase em
Botanica. Assim, ja tinham um certo conhecimento prévio sobre padrdes.

Quadro 1: registros de medidas obtidas na construcao

Iteracdo 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 — (AABC)
1— (ACEF)
2—(A.....)
3—(A......)
4—(A.......)
5—(A.....)
Padrdes
percebidos

1 — Medida do lado do triangulo; 2 — Metade da medida do lado do tridngulo; 3 — Medida da altura de cada
tridngulo; 4 — Perimetro de cada tridngulo novo; 5 — Perimetro total; 6 — Area de cada tridngulo retirado; 7 —
Area que fica; 8 — Quantia de tridngulos que ficam; 9 — Quantia de tridngulos retirados.

Fonte: Autoria Propria

Durante a construgdo, o professor-pesquisador foi orientando os passos a serem
seguidos, bem como observando e analisando os registros que estavam sendo feitos. Assim,
inicialmente, indicou: (1) Colocar a folha com a medida escolhida de frente para vocé e deixar
um cm ao menos da borda lateral e da inferior. Tracar um segmento de reta (linha AB), na
horizontal, na parte inferior da folha e paralelo a borda inferior da mesma, sendo que A e B ndo
devem estar na fronteira ou limite; (2) Marcar o ponto médio C desse segmento (aquele que
reparte o segmento em duas partes congruentes, isto ¢, de mesmas medidas); (3) Tragar uma
perpendicular r ao segmento AB pelo ponto C (as estratégias sao diferentes conforme o recurso
que cada um dispde — compasso, dobraduras, régua, dois livros etc.). Na Figura 3, ilustra-se a
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organizacdo pedagdgica dessas diretrizes. Percebe-se o cuidado do pesquisador em utilizar uma
linguagem compreensivel para a clientela e ndo aquela que seria empregada para uma clientela
com formag¢ao matematica mais avangada.

Figura 3: Representagdo dos trés passos iniciais da construgéo

O Contruir o segmento AB naguela medida escolhida previamente

O Marcar o ponto médio deste segmento, €

O Passar uma perpendiculara AB peloponto C

Fonte: Autoria Propria.

Todos os participantes possuiam em maos régua e lapis, nenhum deles tinha compasso
e esquadro. O professor-pesquisador explicou a razdo de ser recomendada a folha com uma
dimensao par, pois assim facilitaria a determinagdo do ponto C, que estaria distante de A ou de
B, exatamente na metade da medida do segmento AB. Foi orientado que colocassem um livro
com o dorso coincidindo com o segmento AB, e o outro em posi¢do perpendicular a ele, para
formar o angulo reto. O processo descrito esta ilustrado na Figura 4.

Figura 4: Angulo reto formado por dois livros.

Fonte: Arquivo dos Pesquisadores.

No passo seguinte, para a construcao do triangulo equildtero ABD, deveriam fazer o
transporte da medida de AB para AD, ou seja, localizar um ponto D na parte superior da folha
e tracar o segmento AD. Essa a¢do resultou bastante dificultosa aos participantes, devido ao
manuseio de um material ndo convencional para eles (esquadros). Posteriormente, fecharam o
triangulo equildtero ABD e, imediatamente, iniciaram o preenchimento do Quadro 1, em sua
primeira linha e quatro primeiras colunas: 1 — Medida do lado do triangulo; 2 — Metade da
medida do lado do tridngulo; 3 — Medida da altura de cada triangulo; 4 — Perimetro de cada
triangulo novo.

Na proxima etapa, deveriam obter o ponto médio dos lados AD e BD, respectivamente,
E e F. Com isso, obtiveram quatro triangulos, um central CEF e trés outros ACE, BCF ¢ EDF.
Foi indicado, ainda, que pintassem o tridngulo central (CEF), ou o recortassem da folha. Ao
constatar haver agora quatro triangulos “idénticos”, na linguagem deles, puderam dar sequéncia
ao preenchimento da linha 1 (correspondendo a iteracdo 0) do Quadro 1, e da linha 2
(correspondendo a iteragdo 1). No Quadro 2, consta o preenchimento feito pelo participante Cr.
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Quadro 2: Quadro preenchido com as primeiras iteragdes.®

Iteracao 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0— (AABC) 36 18 31,5 108 108 0 567 1 0
1 — (ACEF) 18 9 15,75 54 216 141,75 | 425,25 3 1
2—(A...L)

3—(@A...L)
4—(A......)
5—(A.....)

Padroes

percebidos

Fonte: Registro da aluna Cr

Como os participantes nao t€ém, em sua formacao inicial, disciplinas de Geometria,
nenhum deles sabia como usar uma ‘féormula’ para obter altura (coluna 3) e area (colunas 6 e 7)
de triangulos. Para obter a altura, o professor-pesquisador orientou que usassem a metade do
valor da medida do lado AC, multiplicando por 1,73 (valor aproximado de \3). Para calcular a
area, por conseguinte, deveriam dividir a metade da medida do lado, multiplicando pela medida
da altura.

Observa-se que os valores das duas alturas registradas na coluna 3 foram: 31,5 cm e
15,75 cm. Verifica-se, também, que essas medidas se aproximam do valor que seria encontrado
ao usar uma maior aproximacao de V. 3, ou seja, 31,176 cm e 15,558 cm. A imprecisdo dos
resultados ¢ perfeitamente compreensivel, tendo em vista que os participantes nao estavam
habituados com calculos envolvendo nimeros decimais. Além disso, tampouco foi explicitado
o valor com maior nimero de casas decimais a ser utilizado. Cr foi coerente no calculo de areas
a partir desses valores fornecidos.

O fato de obter construcao de angulo reto, mesmo sem o uso de esquadros ou compasso,
indica que ¢ possivel visualiza-lo de forma aproximada com o uso de uma composi¢ao de dois
livros (Figura 1), indo além do que ¢ indicado na habilidade (EF04MA18) da BNCC:
Reconhecer angulos retos e ndo retos em figuras poligonais com o uso de dobraduras, esquadros
ou softwares de Geometria.

A atividade vai ao encontro do indicado por Giaquinto (2007) quanto a visualizagdo: “E
facil ensaiar a tarefa de visualizagdo e, assim, obter o apoio da memoria na produg@o de imagens
mais fortes. Entdo, podemos simplesmente restringir nossa atencdo a casos em que as imagens
sdo claras e estaveis” (p. 77).

Apos a retirada ou pintura do tridngulo central CEF, foi indicado que tomassem o
triangulo superior DEF e repetissem os procedimentos anteriores. Posteriormente, foi pedido
que replicassem o processo nos outros dois tridngulos restantes. Assim, quatro novos tridngulos
foram obtidos no tridngulo DEEF, retirando-se o central. Em seguida, deveriam completar a
terceira linha do Quadro 1. No Quadro 3, ilustra-se os dados obtidos pelo participante Ka.

3 A participante ndo incluiu unidades em seu preenchimento.
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Quadro 3: Dados obtidos pelo participante Ka

Iteragao 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0—(AABC) | 20cm | 10cm 17,5 60cm | 60cm 1752 1 0
cm cm

1 — (ACEF) 10 cm 5cm 8,75 30cm | 120 cm 43’725 131’35 3 1
cm cm cm

2— () | Sem  25em | T isem | 135em | 1092 12026 14 2
cm cm cm

3—(A.....) | 2,5cm 1,25 2,18 7,5 cm 142,5 2’73 117’25 7 3
cm cm cm cm cm

4— () | Sem | 25em | BT gsem | 1975 10921106511 4
cm cm cm cm

5 (A | Sem | 25em | P qsem | 1730 109209552 0y, 5
cm cm cm cm

Padroes
percebidos

Fonte: Registros fornecidos por Ka

Percebe-se, nos dados fornecidos por Ka, que a participante foi até a quinta iteracao,
parando nessa etapa. [sso também ocorreu com outros participantes, o que indica que nao houve
compreensdo quanto ao processo infinito de constru¢do. No entanto, uma foto do objeto
construido foi encaminhada ao professor-pesquisador (Figura 5), mostrando que essa
participante alcangou o objetivo esperado.

Figura 5: Colecgdo dos tridngulos retirados

Fonte: dados fornecidos por Ka.

Essa participante ilustra até a terceira iteracdo, porém, o que apresenta na Figura 5 ¢ a
cole¢do dos tridngulos que foram retirados. Nas linhas 4 e 5, ela faz uma repeticdo dos dados
para os outros dois tridngulos da iteracdo 2, o que pode ter sido a causa de ndo ter identificado
a sequéncia das medidas em cada coluna. Com tal elaboragao, entretanto, foi possivel completar
os dados do Quadro 3 corretamente.

Como observa-se, nesta etapa da andlise, ndo ¢ explicitamente destacada a habilidade
EF04MAT19: Reconhecer simetria de reflexdo em figuras e em pares de figuras geométricas
planas e utiliza-la na construg¢do de figuras congruentes, com o uso de malhas quadriculadas e
de softwares de Geometria. Entretanto, Ka reconhece a congruéncia para completar os dados
idénticos nos quatro tridngulos da iteragdo, embora ndo expresse isso por nao ser conteudo
desenvolvido na disciplina.
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Esses dados fornecidos por Ka vao ao encontro do que Loizos (2015) salienta a respeito
de uma imagem oferecer um “registro restrito, mas poderoso das acdes temporais e dos
acontecimentos reais, concretos, materiais” (p. 137).

Foi solicitado que identificassem padrdes obtidos da construcdo do Triangulo de
Sierpinski. A estudante Ve completou seu quadro e as medidas foram as mesmas escolhidas por
Ka, com pequenas variagdes em termos de aproximagao. Na coluna 6, Ve deveria indicar a area
de cada triangulo retirado, porém, na iteracao 0, sua retirada ainda ndo havia sido solicitada.
Em outras palavras, ela interpretou como se fora a area do triangulo central. Assim, repetiu o
mesmo valor na coluna 7, isto é, a area que fica, o que ndo faz sentido, uma vez que repete, na
coluna 9, que foram retirados 0 tridngulos. Dessa forma, manteve coeréncia nessas ultimas
colunas, reiterando seu equivoco interpretativo nas proximas iteragdes (Quadro 4). Salienta-se,
também, o descuido com a unidade de medida de area.

Quadro 4: Recorte do quadro preenchido por Ve.

Iteracao 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0— (AABC) | 20cm 10cm 17,5 60cm | 60cm 15, 125 15’125 1 0
cm cm cm

Fonte: Dados da participante Ve.

Em suas consideracdes a respeito dos padrdes percebidos, Ve indica:

Observei, durante o passo a passo das medidas, que a cada novo tridngulo eu obtinha a metade das
medidas do(s) triangulo(s) anteriore(s), ou aproximadamente a metade. Também observei que a quantia
de tridngulos que retirava e que restavam eram multiplos de 3, como pode ser observado na tabela acima.
Com essa atividade, tivemos a oportunidade, mais uma vez, de construir um fractal e, no meu caso,
consegui realizar a atividade com um melhor entendimento e seguranga, desde as medices e recortes
até os calculos solicitados. Como trabalho com a area das ciéncias da natureza, consigo, a partir de
agora, transpor esses novos saberes para determinados objetos do conhecimento, assim como foi dado o
exemplo na aula anterior. Posso explorar o sistema nervoso e respiratdrio, por exemplo®.

A participante apresentou, ainda, seu registro fotografico da construcdo realizada
(Figura 6), inclusive, na tltima imagem da direita, com a sobreposicao da constru¢do na folha
de outra cor e com os triangulos retirados até a terceira/quarta iteragao.

Figura 6: Recorte das imagens da tarefa de Ve.

Fonte: Construcdo do tapete de Ve.

No que segue, apresenta-se no Quadro 5, os dados correspondentes a tarefa realizada
por Su.

4 Optou-se por usar o italico nas citagGes literais dos individuos, para dar destague no texto.
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Quadro 5: Dados construidos por Su.

Iteracao 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 — (AABC) 30 cm 15 cm 26 cm 90 cm 90 cm Ocm? | 390 cm? 1 0
1 — (ACEF) 15 cm 7,5 cm 13 cm 45cm | 135cm 97’? 219’28 3 1

cm cm
73,13
2—(A....... ) 75cm | 3,75cm | 6,5cm | 22,5 cm 202,5 164’53 9 3
cm cm? cm
54,84
3—(A....... ) 3,75cm | 1,88 cm | 3,25 cm 11,25 303,75 cm? 124&1 27 9
cm cm cm
41,37
4—(A....... ) 1,88cm | 0,94 cm | 1,63 cm | 5,64 cm 456,03 ) 92’521 81 27
cm cm cm
30,83
S5—(A...) | 094cm | 047cm  08lcm | 282cm | oM AR I YE R
cm cm cm
23,41
6—(A....) | 047cm | 0,24cm | 0,4l cm | 1,41 cm 1.027.0 cm? 54’926 729 243
8 cm cm
soma do b2
Padrdes % do % do % do Y do com o plicado multipli- | da itera- da
. valor valor valor valor elon®de | cadopelo | ¢do | iteragdo
percebidos . . . . novo |P o . !
anterior | anterior | anterior | anterior valor A n°de A |ante-rior | anterior
encontrad | retirados | qu€ ficam |  x3 X3
0

Fonte: Dados da participante Su.

O Quadro 5 apresenta valores calculados bem aproximados, assim como unidades
corretas. Distingue-se dos demais, especialmente por ter ido além da 5* iteragdo, registrando
uma 6 no lugar das reticéncias. Também, observa-se que indicou corretamente os padroes na
ultima linha.

Como todos sdo profissionais em exercicio no magistério, foi solicitado que indicassem
como poderiam adequar a atividade realizada para as praticas profissionais com seus alunos nos
anos iniciais. Escolheu-se, a titulo de ilustra¢do, o registro feito por Su, por atuar como
coordenadora pedagogica em tal nivel de escolaridade, tendo uma visao mais global:

Para explorar a atividade poderiamos elaborar um objeto de encaixe, em E.V.A, que compreendesse até
a iteracdo 2 da tabela, usando 3 cores diferentes correspondendo a cada etapa. Este objeto possuiria: 1
tabuleiro medindo 32cm x 28cm, sendo que este possuiria 2 bases (1 referente a parte inferior e a outra
contendo um triangulo equilatero de lado 30cm, vasado, ao centro, sobreposto a base inferior); 1
triangulo equilatero de lado 15cm;3 triangulos equilateros de lado 7,5cm;9 triangulos equilateros de
lado 3,75cm.

No que diz respeito a como explorar a atividade com os aprendizes, esta estudante
explica:

Entregar as pecgas e solicitar o encaixe de todas dentro do espago triangular de lado 30cm da
base/tabuleiro; explorar as medidas: classificacdo, seriacdo, maior, menor, organizagdo e ocupacao do
espaco, critérios para a disposicao das pegas; multiplicacao, diviséo (fracdes), soma, subtragéo; cores;
medida de area; medida de perimetro; Geometria Fractal (Estudante Su).

Revista Internacional de Pesquisa em Educacdo Matematica

International Journal for Research in Mathematics Education Brasilia, v. 13, n. 1, p. 1-17, jan./abr. 2023

12



Na construg¢ao realizada, assim como na indicagao de como a atividade proposta poderia
ser utilizada na Educacdo Basica, tudo indica que Su desenvolveu habilidades visuais como
indicado por Giaquinto (2007). Além disso, parece ter um conhecimento relevante das
habilidades constantes na BNCC, dentre as quais citou-se algumas neste trabalho.

Analisou-se, nesta etapa do estudo, o emprego da Geometria Fractal, ilustrada na
construgdo concreta do Triangulo de Sierpinski. Acredita-se que um trabalho nessa direcdo
possa favorecer o reconhecer, o comparar e o nomear figuras geométricas planas a partir do
concreto. Também, o processo de caracteristicas comuns nos tridngulos que vao se formando,
os padroes repetitivos dos diversos triangulos e as medidas de lado, perimetro e drea podem
contribuir para o desenvolvimento do pensamento geométrico dos estudantes.

Para finalizar-se a andlise, apresenta-se, a seguir, dados relativos a construcdo da

participante Na.
Quadro 6: Dados construidos por Na
Iteragao 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 — (AABC) 20 cm 10cm | 17,5cm | 60 cm 60 cm 1752 1752 1 0
cm’ cm
1 — (ACEF) 10 cm 5cm | 8,75cm | 30cm 90 cm 43’725 131’35 3 1
cm’ cm’
B s5em | 25cm | 4375 10.937 | 120,31
2—(A.....) om I5cm | 135cm Sem? | 25 om? 9 3
117,578
3—(A....) | 25em | 1,25cm LIBTS | g som | 2029 | 2738 108 27 9
cm cm 75 cm? )
cm’
0,625 0,6835 | 116,894
4— (A | L2Sem | P LO9ITHgge 130375 osas | s310s | g1 27
5cm cm ) N
cm’ cm’
0625 | 03125 | 05468 | 1875 | 45562 1708 1 116,723
5—(A...) cm cm 75 om om S om 9843275 6328122 243 81
cm’ S5cm
0,0427 | 116,680
03125 | %1302 102734 | 00 68343 | yucion 908203
5— (@A) | em(...) Sem | 375¢0m ’ 75 cm 729 (...) | 243 (..)
(..) () cm (...) ) () 1(..)
o2 o’
Padrdes
percebidos

Fonte: Dados fornecidos por Na.

A estudante utilizou o tamanho de folha idéntico ao de Ka e de Ve. E possivel perceber
o avango nos dados fornecidos por ela em relacdo as primeiras, uma vez que buscou
aproximagdes mais exatas. Na coluna 7, primeira linha, a participante se equivoca na unidade
de medida de area, confundindo-a com a de volume. E relevante notar que fez as iteragdes 5 e
6, as quais a levaram a obter numeros decimais, fazendo até com quatro casas decimais.

Com relacao aos dados percebidos da tabela, Na fez as seguintes consideragoes:

Nas colunas 1,2,3 e 4 o padrédo numérico estabelecido para encontrar os resultados € dividir por 2. Ou
pode ser observado em fracdes, na primeira linha tem-se 1 inteiro, na segunda %, na terceira %, na
quarta 1/8 ... e assim por diante, sempre multiplicando o denominador anterior por 2 para obter o
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seguinte. Na coluna 5, o padrao numérico estabelecido é multiplicar por 1,5. Veja: 60 x 1,5=90 — 90 x
1,5=135 - 135 x 1,5=202,5... Na coluna 6, o padrdo numérico estabelecido é a divisdo por 4. Veja:
175:4=43,75 - 43,75:4=10,9375 — 10,9375:4=2,734357... Na coluna 7 o padrdo numérico estabelecido
para encontrar os resultados obtidos é: retirar o resultado da linha seguinte (logo abaixo, na diagonal)
da coluna anterior: 175-43,75=131,25; 131,25-10,9375=120,312... Nas colunas 8 e 9 o padrdo
estabelecido é: multiplicar por 3 o nimero de triangulos retirados para obter o nimero de triangulos
que ficam. Ou dividir por 3 o ndmero de triangulos que ficam para obter o nimero de triangulos
retirados. Ao observar o trabalho dos tridngulos (Tridngulo de Sierpinski) e a tabela proposta pelo
professor, pode-se trabalhar com os alunos, especialmente, os dos anos iniciais do Ensino Fundamental.

Essa participante parece ter percebido o estudo de forma mais contundente, como pode
ser constatado tanto nos dados do Quadro 6 quanto em sua analise e conclusdo. A partir disso,
na sequéncia, ela tece consideragdes quanto a possibilidades de dar continuidade ao trabalho
desenvolvido, aplicando-o em sua pratica profissional em sala de atendimento especial — AEE:

Trabalho feito com pregos e linhas coloridas. Ao lado pode ser colocada uma legenda para orientar 0s
alunos sobre as cores das linhas e os tamanhos dos triangulos. Além de area e perimetro, é possivel
trabalhar ainda a tabuada, pois, nas colunas 8 e 9, se multiplicarmos o nimero de triangulos retirados
por 3, obteremos os triangulos que ficam:

3x1=3
3x3=9

3x9 =27
3x27 =81
3x81 = 243
3x243 =729
3x729 = 2.187

Ao elaborar um plano para ser executado no AEE, € importante levar em conta aquilo que o aluno ¢é
capaz de realizar. Por exemplo, no caso de um aluno ter dificuldades motoras e o outro apresentar
deficiéncia, as atividades devem ser diferenciadas.

Essa estudante questionou o professor-pesquisador se teria um tempo a mais para elaborar
o fractal com a ideia de explorar pregos e linhas, o que lhe foi permitido. Ao final de uma
semana, encaminhou o registro fotografico do material (Figura 7).

Figura 7: Triangulo de Sierpinski em pregos e linhas
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Para finalizar a pesquisa descrita neste artigo, bem como analisar se o objetivo desta foi
alcangado, julga-se pertinente averiguar como os estudantes associam o exercicio realizado a
habilidades oriundas da BNCC, identificando a quais anos escolares de sua pratica profissional
tais contetidos podem ser adequados. Assim, para destacar que € possivel introduzir concepgdes
geométricas desde os primeiros anos escolares €, no caso, utilizar uma construgao fractal para
desenvolver habilidades, selecionou-se, no Quadro 7, o que foi apresentado pela participante
Na, como dito antes, trabalhando em sala de AEE.

Fonte: Construto de Na.

Quadro 7: Recorte de sintese elaborada por Na.

Publico-Alvo Atividade

Detalhamento

Habilidades BNCC

Alunos do Primeiro e Pintura
segundo anos do

Ensino Fundamental. .
Numerais contagem

Alunos com
Deficiéncia Intelectual
grave e baixa visgo.

Percepcao sensorial

Apresentar o
tridngulo, pedir aos
alunos para pintar
os triangulos
indicados e depois
tira-los.

Contar quantos
triangulos grandes,
médios, pequenos...
E escrever os

(EF15AR04) Experimentar
diferentes formas de
expressdo artistica (desenho,
pintura, colagem, quadrinhos,
dobradura, escultura,
modelagem, instalacdo,
video, fotografia etc.),
fazendo uso sustentavel de
materiais, instrumentos,
recursos e técnicas
convencionais € nao

numerais tonai
correspondentes, convencionais.
desenhando-os para | (EFO1MAO3) Estimar e

ilustrar a contagem;

Colar lixa, feltro e
outros materiais
para sentir com o
tato as superficies
dos triangulos;

comparar quantidades de
objetos de dois conjuntos (em
torno de 20 elementos), por
estimativa e/ou por
correspondéncia (um a um,
dois a dois) para indicar “tem

mais”, “tem menos” ou “tem
a mesma quantidade”.

Fonte: Elaborado por Na.

A sugestdo de atividade feita por Na, conforme consta no Quadro 7, indica sua
preocupacdo em realiza-la de forma simples, mas, ainda assim, adequada ao segundo ano,
incluindo alunos com Deficiéncia Intelectual grave e baixa visdo. Sua pratica profissional
entende ser vidvel a inclusdo de tais aspetos geométricos necessarios ao desenvolvimento e
integragao dos alunos no ambiente escolar, atendendo ao que ¢ preconizado pela BNCC.

Para finalizar a presente analise, apresenta-se o indicado por Su, que optou pelo
componente Matematica para o 4° ano, na unidade tematica numero.

Quadro 8: Recorte de sintese elaborado por Su

Habilidades

Objetos de Conhecimento

Propriedades das operagoes para 0
desenvolvimento de diferentes estratégias de
calculo com niimeros naturais

(EF04MAO04) Utilizar as relagdes entre adigdo e
subtragdo, bem como entre multiplicagdo e
divisdo, para ampliar as estratégias de calculo.

Propriedades das operagdes para o
desenvolvimento de diferentes estratégias de
calculo com niimeros naturais

(EFO4MAOS5) Utilizar as propriedades das
operagdes para desenvolver estratégias de calculo.

Numeros racionais: fragdes unitarias mais usuais
(1/2,1/3,1/4, 1/5, 1/10 e 1/100)

(EF04MAO09) Reconhecer as fragdes unitarias mais
usuais (1/2, 1/3, 1/4, 1/5, 1/10 e 1/100) como
unidades de medida menores do que uma unidade,
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utilizando a reta numérica como recurso.

(EFOAMAT11) Identificar regularidades em
sequéncias numéricas compostas por multiplos de
um numero natural.

Sequéncia numérica recursiva formada por
multiplos de um numero natural

Fonte: Elaborado por Su.

A percepcao de Su a respeito do potencial da atividade realizada com a introducao de
Geometria Fractal, explorando a constru¢ao do Triangulo de Sierpinski em material concreto,
d4 uma visdo de como atividades dessa natureza podem trazer contributos. No caso citado, Su
discute como a atividade em questdo poderia atender ao preconizado na BNCC quanto aos
nimeros, operacdes e sequéncias numéricas. Optou-se por esse conteudo, uma vez que a
Geometria, no entender deste pesquisador, esta presente nas mais diversas areas da Matematica,
sendo motivadora para o que tem encaminhado como uma Didatica para as demais disciplinas
de um curso de formagao de professores.

5 Consideragdes Finais

Apresentou-se, neste artigo, uma pesquisa realizada com estudantes de um curso de
formacao continuada de professores em um mestrado profissional em Ensino de Ciéncias e
Matematica. O estudo envolveu seis participantes, todos atuando na Educagdo Infantil e nos
Anos Iniciais do Ensino Fundamental, sendo que um também ¢ coordenador pedagdgico. A
pesquisa, de cunho qualitativo, foi levada a efeito no primeiro semestre letivo de 2020, em
pleno periodo de pandemia, tendo sido desenvolvida de modo remoto.

O artigo teve como objetivo primordial investigar como esses professores exploraram
recursos materiais existentes no ambiente domiciliar para construir o Triangulo de Sierpinski,
a fim de obter sequéncias e padrdes a partir de elementos do referido ente geométrico. Além
disso, os participantes deveriam analisar objetivos e habilidades constantes da BNCC, o que foi
feito previamente a aula remota, bem como terem feito leituras relativas a sequéncias e padroes,
especialmente na identificagdo da Sequéncia de Fibonacci em plantas que encontravam ao redor
do ambiente domiciliar.

Na construgao do triangulo, foram usados recursos disponiveis nas residéncias de cada
um e feitas improvisacdes como, por exemplo, obter uma perpendicular a um segmento de reta
(primeiro lado do triangulo equilatero a ser construido). Nessa perpendicular, repousaria o
terceiro vértice, cujo desenvolvimento utilizou dois livros, como ilustrado em etapa anterior do
artigo, na Figura 2.

A partir do uso de régua ou de trena, a medida do lado inicial foi transportada para a
obten¢do do terceiro vértice, sendo finalizado o tridngulo equilatero inicial, bem como a
determinagdo da iteragao 0. A partir disso, localizaram-se os outros dois pontos médios, por
meio de um procedimento utilizando régua ou trena, formando novos tridngulos. Dessa
maneira, em um processo repetitivo, o Triangulo de Sierpinski foi sendo construido, ao mesmo
tempo em que um quadro era preenchido com as exploragdes geométricas em aprego.

Apos a construcao do tridngulo, foi indicado que os participantes recortassem 0s
tridngulos centrais em cada iteracdo e fizessem uma colagem sobre a segunda folha, em cor
diferenciada, de modo que os ‘furos’ ficassem em destaque colorido, diferenciando-se dos
demais. Esse procedimento foi ilustrado na Figura 1.

Para finalizar, o pesquisador solicitou que tais profissionais da educacao elaborassem
sintese de adequacdo da atividade proposta no tocante a unidades tematicas, objetivos e
habilidades constantes da BNCC para os Anos Iniciais do Ensino Fundamental. Além disso, foi
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requisitado que fornecessem, a partir de suas experiéncias profissionais, possibilidades
didaticas de replicarem o referido conteudo.

Portanto, a pesquisa mostrou ser possivel desenvolver conteudos geométricos a partir
de uma construg¢do fractal para a Educagdo Infantil e/ou para os Anos Iniciais do Ensino
Fundamental, indo além do que usualmente ¢ desenvolvido nas praticas pedagogicas em geral,
adequando o nivel de exigéncia para cada etapa. Entendeu-se que essa seria uma forma de nao
utilizar softwares de Geometria Dindmica ou materiais de desenho geométrico — compassos e
esquadros, por exemplo —, ilustrando, assim, que ¢ possivel desenvolver propostas pedagogicas
inovadoras mesmo com parcos recursos. Conclui-se, com isso, que o objetivo da pesquisa e da
atividade ministrada foram alcan¢ados de modo satisfatorio.
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