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Resumo: Este artigo apresenta uma pesquisa que objetivou investigar a mobiliza¢do dos
processos mentais de representagdo e de abstragdo caracteristicos do Pensamento Matematico
Avancado (PMA), na resolucdo de questdes da Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas
Publicas (OBMEP). A pesquisa, de cunho qualitativo, foi realizada a partir da analise das
resolucdes da prova de 2* fase do Nivel 3 da edi¢dao de 2021 da OBMEDP, feitas por 5 alunos do
Ensino Médio, medalhistas de ouro da Regido dos Vales, localizados no interior de Minas
Gerais. A andlise evidenciou a mobilizacdo dos seguintes processos caracteristicos do PMA:
representacdo simbodlica, mudanga de representagdes e traducdo entre elas, visualizagdo,
modelacdo, sintetizacdo e generalizacdo. As conclusdes da pesquisa apontam para a
potencializacdo do desenvolvimento do PMA a partir da resolugdo de questdes da OBMEP,
especialmente, pela possibilidade de mobilizacdo dos processos de modelacao, sintetizagdo e
generalizacdo em atividades matematicas ndo rotineiras no cotidiano escolar.

Palavras-chave: Pensamento Matematico Avangado. Olimpiada Brasileira de Matematica das
Escolas Publicas. Educagao Matematica.

The mobilization of Advanced Mathematical Thinking processes in solving
OBMEP questions

Abstract: This article presents research that aimed to investigate the mobilization of mental
processes of representation and abstraction characteristic of Advanced Mathematical Thinking
(AMT), in solving questions of the Brazilian Mathematics Olympiad for Public Schools
(OBMEP). The research, qualitative in nature, was carried out based on the analysis of the
resolutions of the test of 2™ stage of Level 3 of the 2021 edition of OBMEP, made by 5 high
school students, gold medalists from the Valleys Region, located in the interior of Minas Gerais.
The analysis evidenced the mobilization of the following mental processes characteristic of
AMT: symbolic representation, change of representations and translation between them,
visualization, modeling, synthesizing and generalization. The conclusions of the research point
to the potential development of AMT from the resolution of OBMEP questions, especially by
the possibility of mobilization of modeling, synthesizing and generalization processes in non-
routine mathematical activities in everyday school routine.

Keywords: Advanced Mathematical Thinking. Brazilian Public Schools Mathematics
Olympiad. Mathematics Education.
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Resumen: Este articulo presenta una investigacion que tuvo como objetivo investigar la
movilizacion de procesos mentales de representacion y abstraccidon caracteristicos del
Pensamiento Matematico Avanzado (PMA), en la resolucién de preguntas de la Olimpiada
Brasilefia de Matematica para Escuelas Publicas (OBMEP). La investigacion, de naturaleza
cualitativa, se realizé a partir del analisis de las resoluciones de la prueba de 2* fase del Nivel 3
de la edicion 2021 de la OBMEP, realizadas por 5 estudiantes de ensefianza media, medallistas
de oro de la Region de los Valles, localizada en el interior de Minas Gerais. El anélisis evidencio
la movilizacion de los siguientes procesos mentales caracteristicos de la PMA: representacion
simbolica, cambio de representaciones y traducciéon entre ellas, visualizacion, modelizacion,
sintetizacion y generalizacion. Las conclusiones de la investigacion apuntan al desarrollo
potencial del PME mediante la resolucion de las cuestiones del OBMEP, especialmente por la
posibilidad de movilizar los procesos de modelizacion, sintetizacion y generalizacion en
actividades matematicas no rutinarias de la rutina escolar.

Palabras clave: Pensamiento Matematico Avanzado. Olimpiada Matematica de las Escuelas
Publicas Brasilenas. Educacion Matematica.

1 Introducéo

A Matematica elementar ¢ definida por Tall (1995, p. 61) como aquela que se inicia com
as percepcoes e acdes em objetos no mundo externo. Esses objetos sao descritos e analisados
conduzindo a classificagdo, contagem e diversas operacdes que correspondem a diferentes
desenvolvimentos do processo matematico. Ja Backendorf (2020, p. 29) afirma que, na
Matematica elementar que corresponde a Matematica basica e envolve a Aritmética, a
Geometria e a Algebra, a descrigdo é construida a partir da experiéncia com os objetos.

No contexto do ensino, entdo, cabe questionar se a descricao e a analise de objetos sdo
processos que se desenvolvem a medida em que se trabalha com uma Matematica mais
avancada do ponto de vista dos conteudos envolvidos.

A partir dessa perspectiva, Tall (1995) considera dois desenvolvimentos diferentes em
relacdo a construgdo de estruturas de conhecimento no que tange a uma transi¢ao cognitiva do
chamado Pensamento Matematico Elementar (PME) para o chamado Pensamento Matematico
Avancado (PMA), partindo da percepgdo para a agao. Uma visao semelhante ¢ defendida por
Tall (2002) ao postular que muitas das atividades que ocorrem no ciclo completo de atividade
do PMA também ocorrem na resolucdo de problemas da Matematica elementar, mas a
possibilidade de defini¢cdo formal e dedugdo € o fator que distingue o PMA do PME (Henriques,
2010, p. 16).

J& para Dreyfus (2002), existe uma relacao entre o PME e o PMA exigido em processos
mentais aplicados em conceitos formais da Matematica. Segundo Dreyfus (2002, p. 26), “nao
h4 distingao nitida entre muitos dos processos basicos e avangados do pensamento matematico,
mas a Matematica avancada ¢ mais centrada nas abstragoes de defini¢do e dedugao”.

A partir dessas relagdes, para analisarmos indicios do desenvolvimento das formas do
pensamento matematico, especialmente, a forma avangada, precisamos compreender como o0s
processos mentais sdo mobilizados no seu desenvolvimento (Dreyfus, 2002).

No presente artigo®, pois, investigamos a mobilizacio de processos mentais
caracteristicos do PMA a partir de resolugdes de questdes da Olimpiada Brasileira de

! Este artigo comp@e a dissertacdo de mestrado defendida no Programa de P6s-Graduagdo em Educacdo Matematica da
Universidade Federal de Ouro Preto, organizada em formato multipaper, escrita pelo primeiro autor e orientada pelo segundo
autor.
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Matematica das Escolas Publicas (OBMEP), como delinearemos a seguir.

2 Sobre o0 Pensamento Matematico Avancado

O Pensamento Matematico Avancado (PMA) foi inicialmente apresentado e descrito na
década de 1980, no decorrer do evento The International Group for the Psychology of
Mathmatics Education, no qual objetivou-se a produgdo de uma obra com foco no PMA e,
como consequéncia, foi criado o grupo chamado Advanced Mathematical Thinking Group
(Almeida & Igliori, 2013).

Os pesquisadores Dreyfus (2002) e Tall (2002) sdao unanimes em afirmar que o PMA
permeia a aprendizagem de muitas definigdes matematicas complexas que podem aparecer nos
mais variados niveis escolares, manifestando-se com maior intensidade nos anos finais do
Ensino Médio e ao longo do Ensino Superior.

De um lado, Dreyfus (2002) caracteriza 0 PMA por meio de uma serie de processos
mentais que ele classifica e caracteriza como processos de representacao e de abstracdo, como
detalharemos no préximo topico.

Por outro lado, Tall (2002) afirma que o PMA envolve um ciclo de atividades a
considerar desde o ato de modelar um problema para a pesquisa matematica até a sua
formulagdo criativa de conjecturas, concluindo com a prova. O PMA envolve o uso de
estruturas cognitivas produzidas por uma ampla gama de atividades matematicas para construir
novas ideias que conduzem ao desenvolvimento e ampliacdo de um sistema crescente de
teoremas estabelecidos (Tall, 1995, p. 63).

Cabe ressaltar que, segundo Tall (1995, p. 65), “o pensar em Matematica avangada nem
sempre € um processo logico para a criacdo de ideias matematicas”. Para ele, somos criativos,
mas é bem depois do pensamento elementar que nos ocorre a abstracdo das coisas que
aprendemos, ou seja, € nesse estagio que ¢ exigido a abstracdo das propriedades de conceitos
matematicos. Baseando-nos na definicdo de Tall (1995), quando isso ocorre, 0 sujeito (aluno)
é capaz de manipular as suas proprias definicdes conceituais produzidas, de forma abstrata, para
desenvolver as relagdes légicas dos conceitos que foram estudados anteriormente.

Ja para Gray, Pinto, Pitta e Tall (1999), o termo PMA tem sido usado mais no sentido
do pensamento de matematicos profissionais criativos quando imaginam, conjecturam e
provam teoremas. Os pesquisadores acrescentam, ainda, que esse termo também se aplica ao
pensar dos alunos a quem lhes é apresentado definicdes e teoremas criados por outros e se lhes
pede a construcdo de um conceito (Henriques, 2010, p. 16).

3 Sobre o0s processos do Pensamento Matematico Avancado

Assim como ndo existe uma uniformidade na concepgdo e caracterizagdo do PMA,
também é possivel verificarmos que seus pesquisadores apresentam uma diversidade de
processos cuja interacdo esta fortemente presente na construcdo do PMA.

No presente artigo, apresentaremos as ideias de Dreyfus (2002), para quem o PMA
consiste na interacdo entre VArios processos mentais, destacadamente, 0s processos de
representacdo e de abstracdo. Sobre tais processos, Gereti e Savioli (2015) afirmam que

os principais processos destacados por Dreyfus (2002) sdo os processos de
representacdo ¢ de abstragdo. Por meio de nossos estudos, entendemos que os
processos de representagdo e de abstracdo sdo os mais globais, sendo constituidos por
outros processos como representar, visualizar, generalizar, classificar, conjecturar,
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induzir, verificar, analisar, sintetizar, abstrair, provar, definir, formalizar, entre outros.
(Gereti & Savioli, 2015, p. 209)

Importante ressaltar que, para Dreyfus (2002), tais processos mentais podem ser
encontrados tanto no PME quanto no PMA, indistin¢do assim retratada por Gereti e Savioli
(2015):

Para o autor, ndo existe uma diferenca nitida entre os processos envolvidos do
Pensamento Matematico Avangado e do Pensamento Matematico Elementar. Ha
topicos da Matematica elementar que podem ser tratados de forma avangada, assim
como ha pensamento elementar sobre temas avangados. O que distingue esses dois
tipos de pensamentos ¢ a complexidade como sdo tratados e gerenciados tais
processos presentes em cada um deles. (Gereti & Savioli, 2015, p. 208)

Ainda segundo Dreyfus (2002), o desenvolvimento do PMA ocorre de modo gradual, a
partir de interacdes que um sujeito realiza com atividades matematicas, partindo de um PME
para formas de pensamento cada vez mais complexas. Nesse sentido, 0S processos mentais que
ocorrem na mente de um individuo sdo decorrentes de uma sequéncia de atividades, interagindo
entre si e promovendo o desenvolvimento do pensamento matemético. Dessa forma, o
pesquisador afirma que os processos de representacao e de abstracdo possibilitam ir de um tipo
de pensamento para outro, por meio de certo “gerenciamento” dessa complexidade.

Entretanto, Dreyfus (2002) d& um destaque especial para o processo de abstracéo,
apontando-o como essencial para o desenvolvimento do PMA e afirma que, se um sujeito
desenvolve a habilidade de, conscientemente, fazer abstragbes a partir de situacdes
matematicas, ele alcangou um nivel avangado de pensamento matematico e, assim, 0S processos
de generalizar e sintetizar sdo desenvolvidos de forma simultanea. Para o pesquisador, a
generalizacdo é a derivacdo ou inducdo a partir de indicacGes, a fim de identificar pontos em
comum e, desse modo, expandir dominios de validade, e a sintetizacdo implica em combinar
ou compor partes, de maneira que constituam um todo.

Para uma caracterizacdo dos diversos processos de representacdo e de abstracéo,
apresentamos o quadro a seguir, no qual Gereti e Savioli (2015) descrevem o0s processos do
PMA, a partir de suas interpretacdes de Dreyfus (2002):

Quadro 1: Descri¢éo dos Processos do PMA a partir de Dreyfus (2002)
Processos envolvidos na REPRESENTACAO

Pode-se representar um conceito / objeto matematico por meio da
escrita, em forma de notacdes ou simbolos. No entanto, é necessario
que se tenha antes um significado associado ao conceito / objeto
matematico representado.

Representacdo Simbdlica

A representacdo de um conceito / objeto matematico ocorre na mente
Representacdo Mental do individuo, relacionando-se ao conjunto de representacdes
concretas que possui do conceito / objeto.

Por meio da intuicéo e da compreensdo, este processo permite que as

Visualizacéo ~ e .
representacfes mentais sejam criadas.
. Transitar por diversas representagdes de um conceito / objeto
Mudanca de Representacoes matematico demanda habilidade para interliga-las corretamente,
e Traducdo entre elas sempre que necessario. Traduzir representacOes se refere a passagem

de informac6es de um enunciado / propriedade matematico(a) para
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outro(a), assim como a traducgdo entre linguagens (matematica e
verbal).

O objeto / processo a ser modelado requer a construgdo de uma
estrutura / teoria matematica que abrange suas caracteristicas.

Processos envolvidos na ABSTRACAO

Utilizar uma composicéo de objetos / conceitos matematicos
Sintetizacdo (distintos), inter-relacionando-o0s com o proposito de resolver a tarefa
como um todo.

Modelagédo

A partir de casos particulares, identificar caracteristicas comuns para
Generalizagdo a validade ser expandida. Pode ser que seja preciso incluir a
formulag&o de outros conceitos matematicos.

Fonte: Gereti e Savioli (2015, p. 211)

Ainda cabe destacar que, de acordo com Tall (2002), muitos dos processos do PMA ja
sdo encontrados em um nivel mais elementar, entretanto, com algumas diferencas em nivel de
abstracdo formal. Assim, a importancia de se identificar os processos do pensamento
matematico ganha folego, ndo somente na caraterizagdo desse pensamento em elementar ou
avancado mas, principalmente, na transi¢do entre os tipos de pensamento matematico.

4 Sobre a Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas

Abordaremos, de forma breve, um pouco de historia e atualidades sobre a Olimpiada
Brasileira de Matematica das Escolas Piblicas (OBMEP?) uma vez que, na pesquisa aqui
retratada, utilizaremos questdes da OBMEP como fonte para nossa coleta de dados.

A OBMEP foi lang¢ada oficialmente no dia 19 de maio de 2005, em Brasilia — DF, sendo
que sua 1?* edicdo contou a participagdo de mais de 10 milhdes de alunos, colocando o Brasil
como recordista mundial em nUmero de participantes em competi¢gdes cientificas de
Matematica e algando a OBMEP a condi¢do de um dos maiores eventos do género no mundo,
superando em numero de inscri¢des, por exemplo, a Olimpiada de Matematica realizada nos
Estados Unidos da América que reunia, a época, cerca de 6 milhdes de alunos a cada ano.

De 2005 até 2016, a OBMEP era direcionada especificamente as escolas publicas de
todo o pais. A partir de 2017, as escolas privadas passaram a ser convidadas a participar deste
evento e, com isso, atualmente, a OBMEP ¢ um projeto dirigido aos alunos das escolas publicas
municipais, estaduais, federais e privadas.

A OBMEP ¢ organizada pelo atual Ministério de Ciéncias, Tecnologia e Inovacdo
(MCTI), em parceria com o Ministério de Educac¢ao e Cultura (MEC) e com o apoio do Instituto
de Matematica Pura e Aplicada (IMPA) e da Sociedade Brasileira de Matemadtica (SBM),
responsaveis pela Direcdo Académica da OBMEP que tem como objetivos: Estimular e
promover o estudo da Matematica entre alunos das escolas publicas; Contribuir para a melhoria
da qualidade da Educagao Basica, possibilitando que um maior nimero de alunos brasileiros
possa ter acesso a material didatico de qualidade; Identificar jovens talentos e incentivar seu
ingresso em universidades, nas areas cientificas e tecnologicas; Incentivar o aperfeicoamento
dos professores das escolas publicas, contribuindo para a sua valorizagdo profissional;
Contribuir para a integragao das escolas brasileiras com as universidades publicas, os institutos
de pesquisa e com as sociedades cientificas; Promover a inclusdo social por meio da difusdo do
conhecimento; Contribuir para a melhoria da qualidade da Educacao Basica.

2 Uma abordagem mais completa pode ser encontrada em Torrente e Reis (2023).
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As provas da OBMEP sao realizadas em 3 niveis: Nivel 1 (alunos do 6° e 7° anos do
Ensino Fundamental), Nivel 2 (alunos do 8° € 9° anos do Ensino Fundamental) e Nivel 3 (alunos
do Ensino Médio). As provas dos Niveis 1, 2 e 3 sdo constituidas de 2 fases. Disputam a 1? fase
(prova com 20 questdes fechadas) todos os alunos inscritos pelas escolas publicas e privadas e
classificam-se para a 2* fase (prova com 6 questdes abertas), aproximadamente, 5% dos alunos
inscritos pela escola em cada nivel. Cabe a cada escola selecionar os alunos com melhor
desempenho nas provas da 1* fase que participardo da 2* fase. Ao final, os alunos com os
melhores desempenhos na 2* fase sdo premiados com medalhas de ouro, prata ou bronze, de
acordo com o quadro abaixo e, na condicdo de medalhistas da OBMEP, recebem Bolsas de
Iniciacao Cientifica Jinior do Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnologico

(CNPq):
Quadro 2: Distribui¢do de Medalhas da OBMEP
Tipo de Escolas Medalhas de Ouro Medalhas de Prata Medalhas de Bronze
Escolas Publicas 500 1500 4500
Escolas Privadas 75 225 675

Fonte: Site da OBMEP?

Também como consta no site da OBMEDP, sua 16 edi¢ao, realizada em 2021, teve 53.375
escolas inscritas e contou com a participagdo de 17.774.936 alunos de todo o Brasil.
Particularmente, em Minas Gerais inscreveram-se 5.009 escolas ¢ 1.796.147 alunos.
Particularmente, a Regiao MG03 da OBMEP, conhecida como Regiao dos Vales, formada pelos
Vales do A¢o, Rio Doce, Mucuri e Jequitinhonha, localizados no interior do estado de Minas
Gerais, contou com a participacao de 888 escolas e 281.574 alunos, dos quais 15 alunos foram
premiados com a medalha de ouro (3 no Nivel 1, 7 no Nivel 2 e 5 no Nivel 3), além de 34 alunos
premiados com a medalha de prata e 121 alunos premiados com a medalha de bronze.

5 Apresentando a pesquisa em seu contexto

Nossa pesquisa teve como objetivo central investigar a mobilizacdo dos processos
mentais de representacdo e de abstracdo caracteristicos do PMA, na resolucao de questdes da
OBMEP.

A pesquisa, de cunho qualitativo, foi realizada a partir da analise das resolugdes de
questdes da prova de 22 fase do Nivel 3 da edicdo de 2021 da OBMEP apresentadas pelos 5
alunos do Ensino Médio medalhistas de ouro da Regido MG03 da OBMEP, como detalhamos
anteriormente.

Para tanto, na condicdo de Coordenador Regional da OBMEP na Regido MGO03 desde
2005 (no caso, o primeiro autor), entramos em contato com a Direcdo Académica da OBMEP
(IMPA / SBM) que, prontamente, permitiu nosso acesso as provas resolvidas pelos alunos
medalhistas de ouro de nossa regido de coordenacao, sob a condi¢do de manutencédo do sigilo
em relacédo a identificacéo de tais alunos por nomes, escolas ou localidades. Assim, neste artigo,
identificaremos os 5 alunos medalhistas de ouro simplesmente por Al, A2, A3, A4 e A5, sem
nenhum tipo de distingdo entre as notas obtidas por eles, nem mesmo sua identificagdo por
género ou ano cursado no Ensino Médio.

Para descricdo e analise, que faremos a seguir, selecionamos as 4 ultimas questdes da
prova de 22 fase do Nivel 3 da edicdo de 2021 da OBMEP que, lembramos, foi composta por 6
questdes abertas. A partir, entdo, de resolucdes apresentadas pelos 5 alunos medalhistas de ouro

3 Disponivel em http://www.obmep.org.br; acesso em 19 nov. 2022.
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aos diversos itens de tais questdes, buscaremos identificar indicios de mobilizacdo de processos
de representacdo e de abstracdo, caracteristicos do desenvolvimento do PMA.

6 Descrevendo e analisando a resolucio de questoes da OBMEP

A prova de 2* fase do Nivel 3 da edicdo de 2021 da OBMEP deve ser realizada em 3
horas e 30 minutos, tempo considerado suficiente para que os alunos resolvam as 6 questdes
abertas, permitindo que eles ndo sé apresentem uma resolucdo concisa, mas que também
justifiquem suas escolhas e estratégias de resolugdo, especialmente, em questdes que
demandam tais justificativas.

Destacamos que, dentre as competéncias e habilidades previstas na matriz da OBMEDP,
destaca-se o incentivo ao desenvolvimento de habilidades matematicas como o pensamento
logico e a criatividade. A partir dessa premissa, entdo, acreditamos que a maioria das questoes
da prova exigem resolucdes que podem levar os alunos a mobilizarem processos do PMA.

Dentro dessa perspectiva, por meio da descricdo dos diversos processos de
representagdo e de abstracdo feita por Gereti e Savioli (2015) a partir de suas interpretacdes de
Dreyfus (2002), apresentamos as resolucdes apresentadas por 2 alunos, escolhidos dentre os 5
medalhistas de ouro, para as 4 Ultimas questdes da prova de 2° fase do Nivel 3 da edigao de
2021 da OBMEP, buscando identificar, justificadamente, indicios de processos mobilizados em
cada um dos itens componentes das questdes selecionadas.

Cabe observar que nossa escolha pelas 4 ultimas questdoes se deu pelo fato de que,
tradicionalmente, as 2 primeiras questdes sdo consideradas mais simples do ponto de vista da
resolugdo pelos alunos ainda que, certamente, também demandem a mobilizagdo de processos
mentais para a sua resolucdo.

A Questdo 3 contemplou conteudos de probabilidade, como apresentamos a seguir:

Figura 1: Enunciado da Questdo 3 e do item 3.a

3. Os numeros de 1 a 9 sdo distribuidos ao acaso e sem repeticao - -

nas casas do quadriculado desenhado na lousa ao lado.

a) Qual & a probabilidade de que a casa central seja preenchida
com um numero impar?

Fonte: Acervo da Pesquisa

Figura 2: Registro escrito da resolugdo da Questdo 3.a pelo aluno Al
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Fonte: Acervo da Pesquisa

Figura 3: Registro escrito da resolugdo da Questﬁo 3.a pelo aluno A4
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Fonte: Acervo da Pesquisa

calm

A resolucdo do aluno Al evidencia, destacadamente, indicios de representagdo
simbolica, mudancga de representacoes e tradugdo entre elas, especialmente, quando transforma
a representagao fracionaria da probabilidade para a representacdo percentual. Ja a resolugdo do
aluno A4 evidencia, destacadamente, indicios de representacdo simbolica, especialmente,
quando utiliza notagdes e simbolos caracteristicos da teoria de conjuntos.

Figura 4: Enunciado do item 3.b

b) Qual é a probabilidade de que o quadriculado tenha uma coluna preenchida apenas com numeros
pares?

Fonte: Acervo da Pesquisa

Figura 5: Registro escrito da resolugdo da Questdo 3.b pelo aluno A3
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Fonte: Acervo da Pesquisa
Figura 6: Registro escrito da resolug@o da Questdo 3.b pelo aluno A5
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Fonte: Acervo da Pesquisa

A resolu¢do do aluno A3 evidencia, destacadamente,

indicios de representacdo

simbdlica e sintetizagdo, especialmente, quando utiliza notagdes simbdlicas caracteristicas de
conceitos da analise combinatéria e quando mobiliza uma composi¢ao desses conceitos para a
resolugdo. Ja a resolugdo do aluno A5 evidencia, destacadamente, indicios de representagdo
simbdlica, especialmente, quando utiliza diversas notagdes para o calculo da probabilidade.

Figura 7: Enunciado do item 3.c

numeros impares?

¢) Qual é a probabilidade de que o quadriculado tenha uma linha & uma coluna preenchidas apenas com

Fonte: Acervo da Pesquisa

Figura 8: Registro escrito da resolug@o da Questdo 3.c pelo aluno A2
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Fonte: Acervo da Pesquisa

Figura 9: Registro escrito da resolugdo da Questdo 3.c pelo aluno A4
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Fonte: Acervo da Pesquisa

A resolucdo do aluno A2 evidencia, destacadamente,

indicios de visualizacdo,

especialmente, quando utiliza representagdes graficas para intuir e representar oS casos
provaveis. Ja a resolugcdo do aluno A4 evidencia, destacadamente, indicios de representagdo
simbdlica e sintetizagdo, especialmente, quando utiliza uma combinacao de calculos e mobiliza

conceitos combinatorios para a resolucao.

A Questao 4 contemplou conteudos de geometria espacial, como apresentamos a seguir:

Figura 10: Enunciado da Questao
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4. Uma lata medindo 20 cm * 10 cm = 10 cm, sem tampa,
é sustentada por um suporte, de modo que uma de
suas arestas mais curtas fique apoiada no plano
horizontal e as arestas mais longas formem um angulo
de 45° com o plano horizontal, conforme mostra a
figura. Suponha que um liquido seja colocado na lata,
até a altura h em relagio ao plano horizontal, também
como indicado na figura.

a) Qual é o volume total da lata?

Fonte: Acervo da Pesquisa

Figura 11: Registro escrito da resolugdo da Questdo 4.a pelo aluno Al
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Fonte: Acervo da Pesquisa

Figura 12: Registro escrito da resolucdo da Questdo 4.a pelo aluno A2
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Fonte: Acervo da Pesquisa

A resolucdo do aluno Al evidencia, destacadamente, indicios de mudanca de
representagoes e traducdo entre elas, e sintetizagdo, especialmente, quando faz uma conversao
entre medidas de diferentes sistemas e quando inter-relaciona um calculo operacional para a
resolugdo. Ja a resolugdo do aluno A2 evidencia, destacadamente, indicios de representagdo
simbolica, especialmente, quando representa por extenso a féormula para o célculo do volume.

Figura 13: Enunciado do item 4.b

b) Explique por que a altura méxima que o liquido vai atingir & 10v2 cm e calcule o volume de liquido na
lata quando essa altura € atingida.

Fonte: Acervo da Pesquisa

Figura 14: Registro escrito da resolugdo da Questao 4.b pelo aluno A3
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Fonte: Acervo da Pesquisa
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Figura 15: Registro escrito da resolucdo da Questdo 4.b pelo aluno AS

Fonte: Acervo da Pesquisa

A resolucdo do aluno A3 evidencia, destacadamente, indicios de representagdo
simbdlica e sintetizagdo, especialmente, quando utiliza representagdes algébricas para o calculo
do volume e quando inter-relaciona um calculo trigonométrico para a resolugdo. Ja a resolugao
do aluno A5 evidencia, destacadamente, indicios de representagdo simbolica, especialmente,
quando utiliza notagdes e resultados caracteristicas da geometria plana.

Figura 16: Enunciado do item 4.c

c) Faca o grafico da fungdo V, que fornece o volume V{h) de liquido na lata, em cm®, quando sua
superficie esta na altura h, em cm.
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Fonte: Acervo da Pesquisa
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Figura 17: Registro escrito da resolucdo da Questdo 4.c pelo aluno Al
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Figura 18: Registro escrito da resolu¢do da Questdo 4.c pelo aluno A2
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Fonte: Acervo da Pesquisa

As resolucoes dos alunos Al e A2 evidenciam, destacadamente, indicios de mudanca
de representacoes e traducdo entre elas, e modelagdo, especialmente, quando representam
graficamente o volume em fung¢do da altura e quando modelam as expressoes algébricas para
as sentencas que definem tal fungdo. Adicionalmente, a resolucdo do aluno A2 evidencia,
destacadamente, indicios de sinfetizagdo, especialmente, quando inter-relaciona as expressoes
algébricas para as sentengas que definem a fungdo modelada com os conceitos geométricos de
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parabola e reta caracteristicos tanto da algebra, se identificados como graficos de fungdes
polinomiais de 1° e 2° grau, como também da geometria analitica, se formalizados como lugares
geométricos.

A Questdo 5 contemplou contetidos de geometria plana, como apresentamos a seguir:

Figura 19: Enunciado da Questdo 5 e do item 5.a

5.Na figura, as circunferéncias de raios a
e b, centradas em 0 e (0, sdo tangentes
aos lados do anguloem Se Teem S'e T,
respectivamente. Elas também tangenciam
os lados AB e AC de um tridngulo ABC, em
que 4 pertence a TT' e BC esta contido em
55", Esse triangulo ABC tem altura h relativa a
base BC.

a) Calcule o perimetro do tridngulo ABC quando §5° = 10.

Fonte: Acervo da Pesquisa

Figura 20: Registro escrito da resolu¢do da Questdo 5.a pelo aluno A4
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Fonte: Acervo da Pesquisa

Figura 21: Registro escrito da resolucdo da Questdo 5.a pelo aluno AS
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Fonte: Acervo da Pesquisa
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As resolucdes dos alunos A4 e A5 evidenciam, destacadamente, indicios de
representa¢do simbolica e sintetizag¢do, especialmente, quando utilizam notagdes e simbolos
caracteristicos da geometria plana e quando mobilizam um resultado especifico para a
resolucdo. Entretanto, ha que se diferenciar que o aluno A4 utiliza esse resultado como um
teorema ja conhecido (teorema do “bico”), enquanto o aluno A5 enuncia um lema a ser utilizado
na resolucao que, obviamente, equivale ao teorema do “bico”.

Figura 22: Enunciado do item 5.b

b) Denote as reas dos fridngulos ABC, ABO e ACO' por A, A, & A, respectivamente. Explique por que a
area do hexagono 0SSOTT é dadapor A +24,+124,.

Fonte: Acervo da Pesquisa

Figura 23: Registro escrito da resolu¢do da Questdo 5.b pelo aluno A2
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Fonte: Acervo da Pesquisa
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Figura 24: Registro escrito da resolugdo da Questdo 5.b pelo aluno A5
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Fonte: Acervo da Pesquisa

A resolucdo do aluno A2 evidencia, destacadamente, indicios de representagdo
simbdlica e sintetizagdo, especialmente, quando utiliza notag¢des e simbolos caracteristicos da
geometria plana e quando mobiliza um resultado especifico para a resolugdo, como um teorema
j& conhecido (teorema do “bico”), além da no¢do de equivaléncia de areas. J4 o aluno A5
evidencia, destacadamente, indicios de mudanga de representagées e tradugdo entre elas,
especialmente, quando utiliza um simbolo “préprio” para denotar area e quando introduz um
novo ponto (ponto M) na resolugdo, além daqueles apresentados no enunciado.

Figura 25: Enunciado do item 5.c

¢) Mostre que a area do tridngulo ABCé A, = %[[b -a)-AB+(a-b)-AC+ (a+b)- B(].

Fonte: Acervo da Pesquisa

Figura 26: Registro escrito da resolu¢do da Questdo 5.c pelo aluno A4
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Fonte: Acervo da Pesquisa

Figura 27: Registro escrito da resolucéo da Questao 5.c pelo aluno A5
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Fonte: Acervo da Pesquisa

As resolu¢des dos alunos A4 e A5 evidenciam, destacadamente, indicios de
generalizagdo, especialmente, quando utilizam resultados validados em itens anteriores para a
demonstragdo solicitada. Nesse caso, os resultados obtidos e utilizados nos itens anteriores
podem ser pensados como ‘“casos particulares” que possuem caracteristicas e propriedades
comuns com aquelas exploradas na resolucdo, especialmente, a decomposi¢cdo de areas para a
obtencao da area solicitada.

Figura 28: Enunciado do item 5.d

d) Mostre que, se AB=AC, entdao h=a + b.

Fonte: Acervo da Pesquisa

Figura 29: Registro escrito da resolugdo da Questdo 5.d pelo aluno A2
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Fonte: Acervo da Pesquisa

Figura 30: Registro escrito da resolug:io da Questao 5.d pelo aluno A4
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Fonte: Acervo da Pesquisa
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As resolugodes dos alunos A2 e A4 evidenciam, destacadamente, indicios de mudanga
de representagoes e tradugdo entre elas, especialmente, quando retiram as informagdes da
figura do enunciado e as representagdes simbolicas que os demais itens demandaram para a
resolucdo, como ja esperado nesse tipo de questdo em que todos os itens remetem a figura do
enunciado. Adicionalmente, o aluno A4 utiliza o resultado obtido para a 4rea do triangulo no
item anterior, porém, particularizando-o de acordo com a condi¢gdo imposta na hipdtese

levantada para a demonstragao solicitada.

A Questao 6 contemplou contetidos de andlise combinatéria, como apresentamos a

seguir:

Figura 31: Enunciado da Questdo 6 e do item 6.a

saltando de uma posicao para a outra mais préxima.
Apds cada salto,

para cima.

a) Como ficardo as moedas nas posigdes C e D logo apos o segundo salto do ponteiro?

6. Em cada uma das dez posigdes marcadas com as lefras de A a J na figura abaixo, é colocada uma
moeda. Inicialmente, fodas as dez moedas sao colocadas com a face coroa voltada para cima e um
ponteiro aponta para a posicao A. Esse ponteiro comecga a se movimentar no sentido anti-horario,

* se o ponteiro apontar para uma moeda D C

com a face cara para cima, nada acontece; (o

* se o ponteiro apontar para uma moeda E - A=A = B E;’I'

com a face coroa para cima, deve-se, entéo, f.'fl' : ; f'.*-

virar a moeda seguinte. F (&) —= A F{E
Por exemplo, apds o primeiro salto, o ponteiro ) (i
aponta para a posigéo B (coroa) e amoedana o G = G
posicao C & virada, ficando com a face cara g = E

H I

Fonte: Acervo da Pesquisa

Figura 32: Registro escrito da resolu¢do da Questdo 6.a pelo aluno A2

Fonte: Acervo da Pesquisa

Figura 33: Registro escrito da resolucéo da Questdo 6.a pelo aluno A3

Revista Internacional de Pesquisa em Educacdo Matematica

International Journal for Research in Mathematics Education

Brasilia, v. 13, n. 2, p. 1-22, maio/ago. 2023

18



==

As resolu¢des dos alunos A2 e A3 evidenciam, destacadamente, indicios de
visualizagdo, especialmente, quando demonstram compreensao das informagdes fornecidas no
enunciado que os leva a intuirem as posi¢des das moedas, como solicitado. Observamos, ainda,
que ambos optaram por uma resolu¢do mais discursiva, destacadamente, sem a utilizagdo de
notagdes caracteristicas de analise combinatdria e probabilidade (tais como Ca e Co ou C ¢ K).

Fonte: Acervo da Pesquisa

Figura 34: Enunciado do item 6.b

b) Em quais posicdes as moedas ficardo com as faces coroa para cima apés o décimo sequndo salto?

Fonte: Acervo da Pesquisa

Figura 35: Registro escrito da resolugdo da Questdo 6.b pelo aluno A2
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Fonte: Acervo da Pesquisa

Figura 36: Registro escrito da resolucdo da Questdo 6.b pelo aluno A3
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Fonte: Acervo da Pesquisa

As resolucdes dos alunos A2 e A3 evidenciam, destacadamente, indicios de
visualizag¢do, especialmente, quando utilizam a intuicdo para a previsdo das posi¢cdes das

Revista Internacional de Pesquisa em Educacdo Matematica

International Journal for Research in Mathematics Education Brasilia, v. 13, n. 2, p. 1-22, maio/ago. 2023 19



==

moedas nos saltos anteriores ao 12° salto do ponteiro. Observamos, ainda, que o aluno A2 utiliza

representacdes graficas para representar tais saltos, enquanto o aluno A3 opta por continuar
apresentando uma resolug@o mais discursiva.

Figura 37: Enunciado do item 6.c

¢) Explique por que nunca todas as moedas ficardo com a face cara voltada para cima.

Fonte: Acervo da Pesquisa

Figura 38: Registro escrito da resolucdo da Questio 6.c pelo aluno A4
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Fonte: Acervo da Pesquisa

Figura 39: Registro escrito da resolugdo da Questdo 6.c pelo aluno A5
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Fonte: Acervo da Pesquisa

As resolugdes dos alunos A4 e A5 evidenciam, destacadamente, indicios de
generalizagdo e sintetizagdo, especialmente, quando utilizam estratégias de recorréncia e
inducdo para construir a explica¢do solicitada e quando combinam argumentos l6gicos num
encadeamento que culmina com tal construcdo. Destacadamente, o aluno A5 utiliza a

demonstragdo por absurdo (ou por contradicdo) como forma de validar sua argumentacgdo
explicativa.

Figura 40: Enunciado do item 6.d
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d) Explique por que todas as moedas ficarao novamente com a face coroa voltada para cima apds algum
salto futuro do ponteiro.

Fonte: Acervo da Pesquisa

Figura 41: Registro escrito da resolucdo da Questdo 6.d pelo aluno A2

Fonte: Acervo da Pesquisa

Excepcionalmente, para o item 6.d, apresentamos apenas a resolu¢do do aluno A2, tinico
a resolver (corretamente) tal item. Tal resolugdo evidencia, destacadamente, indicios de
generalizagdo e sintetizagdo, especialmente, quando utiliza estratégias de recorréncia, partindo
de um caso particular para validar o caso enunciado e quando mobiliza uma combinagdo de
calculos e principios combinatorios para sustentar a argumentacao delineada. Destacadamente,
o aluno A2 utiliza o principio da casa dos pombos de forma fundamental na conclusdo da
explicacgdo solicitada.

7 Consideracoes Finais

Na perspectiva dos pesquisadores Dreyfus (2002) e Tall (2002) de que o PMA permeia
os processos de ensino e de aprendizagem de muitas definigdes matematicas complexas que se
manifestam com maior intensidade nos anos finais do Ensino Médio e ao longo do Ensino
Superior, nossa pesquisa objetivou investigar a mobilizagdo de processos mentais
caracteristicos do PMA a partir de resolugdes de questdes da OBMEP, particularmente, de
questdes da prova de 2° fase do Nivel 3 (Ensino Médio) da edi¢ado realizada em 2021.

Nesse contexto, adotamos como referencial tedrico-bibliografico que serviu como
“contraste” em nossa andlise das resolugdes de questdes, a caracterizagdo do PMA feita por
Dreyfus (2002), por meio de uma série de processos mentais classificados como processos de
representacao e de abstracdo, assim concebidos como processos globais e descritos sob a forma
de outros processos a eles associados por Gereti e Savioli (2015).

A guisa de conclusdo, observarmos que, apesar de ndo termos feito destaques
particulares, entendemos que em todas as resolugdes aqui apresentadas, assim como nas
resolugdes de questdes de Matematica, de modo geral, podemos evidenciar indicios de
representacdo mental, mudanca de representagoes e traducdo entre elas, especialmente,
quando os alunos necessitam ler o enunciado de cada questdo, relaciona-lo a um conjunto de
representacdes concretas que possuem sobre os conceitos envolvidos, retirar as informagdes do

Revista Internacional de Pesquisa em Educacdo Matematica

International Journal for Research in Mathematics Education

Brasilia, v. 13, n. 2, p. 1-22, maio/ago. 2023

RFEE

21



==

enunciado e traduzi-las em uma linguagem matematica, para que possam resolver os itens
propostos.

Outrossim, no conjunto das 27 resolugdes dos 14 itens das 4 questdes selecionadas e,
aqui, descritas e analisadas, foram evidenciados, de forma destacada, indicios de: representa¢do
simbolica (em 11 resolugdes), mudanca de representacoes e tradugdo entre elas (em 7
resolucoes), visualizagdo (em 5 resolucdes), modelagdo (em 2 resolucdes), sintetizagdo (em 11
resolugdes) e generalizagdo (em 5 resolugdes).

Hé4 que se considerar que os processos de representacdo simbolica, mudanga de
representagoes e tradugdo entre elas, e visualiza¢do sao mobilizados nas resolugdes de questdes
de Matematica, de modo geral, porquanto parece-nos natural que as questdoes da OBMEP
propiciem tal mobilizacdo, ainda que algumas representagdes e traducdes descritas merecam
destaque por sua elaboragdo mais avancada.

Entretanto, entendemos que os processos de modelagdo, sintetizagcdo e generalizagdo
que foram mobilizados em resolucdes de determinados itens revelam um alto potencial das
questdes da OBMEP para o desenvolvimento do PMA. Inicialmente, por permitirem aos alunos
a interacdo com uma sequéncia de atividades matematicas, partindo de um pensamento
matematico mais elementar para formas de pensamento mais complexas promovendo, assim, o
desenvolvimento do pensamento matemdatico. Sequencialmente, por algumas questdes
possibilitarem o desafio da abstragdo, processo essencial para o desenvolvimento do PMA,
contribuindo para a habilidade dos alunos fazerem abstragdes a partir de situagdes matematicas
ndo rotineiras no cotidiano escolar. Finalmente, por outras questdes, ainda que poucas,
demandarem a mobilizagdo dos processos de sintetizacdo e generalizagcdo de forma simultanea,
contribuindo para que os alunos alcancem um nivel avancado de pensamento matematico.

Por fim, ressaltamos que o incentivo ao desenvolvimento de habilidades matematicas
como o pensamento logico e a criatividade, uma das premissas da OBMEP, deve ser
considerado por todos os atores dos cenarios educacional e académico da Educagao Matematica
e, nesse contexto, deve ganhar relevancia cada vez maior a investiga¢do sobre a mobilizagdo
dos processos mentais de representagdo e de abstracdo para o desenvolvimento do PMA.
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