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Resumo: O presente estudo ¢ parte de uma pesquisa de doutorado em andamento, que investiga
o ensino da abordagem combinatoria de Padovan e a escassez de trabalhos sobre esse tema. O
objetivo ¢ propor uma abordagem para explorar as identidades combinatérias com o auxilio do
GeoGebra. Essa abordagem visa fornecer suporte teodrico ao professor para compreender e
ensinar a abordagem combinatoria de forma visual, por meio de uma situagao didatica apoiada
na construcao de atividades no software. A metodologia adotada ¢ a Engenharia Didatica em
suas duas primeiras fases, dada a natureza da pesquisa em andamento, e a sessdo de ensino foi
estruturada seguindo as fases da Teoria das Situacdes Didaticas. Espera-se que essa proposta
contribua para a possivel integragdo do GeoGebra ao ensino de Historia da Matematica,
considerando o potencial impacto de uma abordagem visual do tema na pratica docente.

Palavras-chave: Engenharia Didatica. GeoGebra. Historia da Matemadtica. Sequéncia de
Padovan.

Using GeoGebra as a tool for teaching the Padovan board and tiling

Abstract: This study is part of ongoing doctoral research investigating the teaching of Padovan's
combinatorial approach and the scarcity of works on this topic. The objective is to propose an
approach to explore combinatorial identities with the help of GeoGebra. This approach aims to
provide theoretical support to the teacher to understand and teach the combinatorial approach
visually through a didactic situation supported by the construction of activities in the software.
The methodology adopted is didactic engineering in its first two phases, given the nature of the
ongoing research, and the teaching session was structured following the phases of the theory of
didactic situations. This proposal is expected to contribute to the possible integration of
GeoGebra into the teaching of the history of mathematics, considering the potential impact of
a visual approach to the topic in teaching practice.

Keywords: Didactic Engineering. GeoGebra. History of Mathematics. Padovan Sequence.

El uso de GeoGebra como herramienta para la ensefianza del tablero y del
mosaico de Padovan

Resumen: El presente estudio es parte de una investigacion doctoral en curso, que investiga la
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ensefianza del enfoque combinatorio de Padovan y la escasez de trabajos sobre este tema. El
objetivo es proponer un enfoque para explorar identidades combinatorias con la ayuda de
GeoGebra. Este enfoque tiene como objetivo brindar apoyo tedrico al docente para comprender
y ensefiar el enfoque combinatorio de manera visual, a través de una situacion didéctica apoyada
en la construccion de actividades en el software. La metodologia adoptada es la Ingenieria
Didéactica en sus dos primeras fases, dada la naturaleza de la investigacion en curso, y la sesion
docente se estructurd siguiendo las fases de la Teoria de Situaciones Didacticas. Se espera que
esta propuesta contribuya a la posible integracion de GeoGebra en la ensefianza de la Historia
de las Matematicas, considerando el impacto potencial de un abordaje visual del tema en la
practica docente.

Palabras clave: Ingenieria Didactica. GeoGebra. Historia de las Matematicas. Sucesion de
Padovan.

1 Introducéo

O estudo de sequéncias recorrentes ¢ amplamente explorado em diversas areas,
proporcionando oportunidades para aplicagdes praticas que enriquecem a compreensao €
visualizagao de conceitos ¢ identidades matematicas. Um exemplo bastante conhecido por
pesquisadores ¢ a sequéncia de Fibonacci, que possui diversas aplicagdes em campos tio
diversos quanto Biologia, Fisica e muitos outros (Bergum, Philippou & Horadam, 1996). Essa
ampla gama de aplicagdes destaca a relevancia e a versatilidade das sequéncias recorrentes
como ferramentas fundamentais em diferentes disciplinas e contextos.

Observa-se que a maioria dos autores de livros de Historia da Matematica tende a focar
em curiosidades e ilustragdes relacionadas a sequéncia de Fibonacci (Burton, 2007). No
entanto, muitos desses autores deixam de considerar aspectos importantes, como as
contribuicdes matematicas e o pioneirismo do criador da sequéncia de Fibonacci, bem como o
processo evolutivo das sequéncias.

Assim, a presente pesquisa delimita-se ao estudo da abordagem combinatéria de
Padovan, sendo essa sequéncia de terceira ordem ¢ possuindo algumas semelhangas com a
sequéncia de Fibonacci. Para tanto, vale destacar a evolucao das sequéncias, de um modo geral,
integrando com outros conteidos matematicos; a exemplo disso, tem-se a interpretacdo
combinatdria e as sequéncias (Koshy, 2001). Logo, sdo realizados modelos combinatdrios para
as sequéncias recorrentes, permitindo uma generalizagdo em relagdo a ordem, segundo o estudo
de Benjamin e Quinn (2003).

Por outro lado, observa-se uma inexisténcia desses conteudos direcionados para a
educacdo, com a maioria dos estudos concentrando-se na area da Matematica Pura. Diante
disso, surge a proposta de realizar uma investigagdo sobre a abordagem combinatéria de
Padovan, voltada especificamente para a formacdo inicial de professores de matematica. Este
estudo visa nao apenas explorar a histoéria matematica por trads desses numeros, mas também
utilizar o GeoGebra como ferramenta para possibilitar aos professores visualizarem as
identidades matematicas de forma mais dinamica e interativa.

O objetivo deste trabalho ¢ apresentar uma proposta de ensino que adota uma abordagem
visual para a interpretacdo combinatéria de Padovan, direcionada para a Licenciatura em
Matematica (Formagao Inicial de Professores), utilizando o software GeoGebra como recurso.
Para isso, a pesquisa ¢ fundamentada na teoria das situacdes didaticas (Brousseau, 2002), que
orienta o planejamento de uma sessdo de ensino, ¢ na Engenharia Didatica (Artigue, 2020),
escolhida como metodologia de pesquisa devido a sua estreita relagao com a teoria das situagoes
didaticas. Essas abordagens proporcionam um arcabouco tedrico robusto para o
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desenvolvimento da proposta didatica e para a investigacdo dos processos de ensino e
aprendizagem envolvidos.

Nesse sentido, a presente pesquisa possui o viés de explorar a tradigdo francesa da
Didéatica da Matematica, implementando a Engenharia Didatica como metodologia de pesquisa.
Desse modo, a Engenharia Didatica, segundo Calderén e Ledn (2012), apresenta uma
correlagdo entre uma analise epistémica e a implementacdo de uma estrutura didatica. Os
autores afirmam que a particularidade essencial desta metodologia de pesquisa ¢ a andlise
fornecida durante o desenho das atividades (a priori) e a andlise apos a respetiva implementacao
(a posteriori).

Diante da viabilidade de visualizagdo e das restricdes das pesquisas existentes sobre o
tema, sugere-se a utilizagdo do GeoGebra para explorar as identidades combinatorias de
Padovan. Essa abordagem pode enriquecer o processo de ensino na pratica docente do professor
de Matematica, oferecendo uma ferramenta poderosa para ilustrar e compreender conceitos
complexos de forma mais acessivel e dinamica.

Para tanto, trata-se de um trabalho tedrico, sem dados empiricos seguindo o itinerario
da Engenharia Didatica e da Teoria das Situa¢des Didaticas. Desse modo, sdo utilizadas as duas
primeiras fases: analises preliminares e concepg¢ao e analise a priori, ndo havendo prejuizo para
a pesquisa, uma vez que as demais fases poderao ser utilizadas em trabalhos futuros.

Com base no exposto, nas se¢des seguintes, ¢ apresentado o delineamento das duas
primeiras fases da Engenharia Didatica: andlises preliminares e a priori. Essas fases sdo
abordadas com um enfoque teorico, dado o carater desta proposta didatica.

2 Analises preliminares

Durante as andlises preliminares e nas demais fases do projeto, é possivel perceber a
influéncia da Teoria das Situacbes Didaticas na metodologia de pesquisa da Engenharia
Didatica. A fase das analises preliminares revela a inclusdo sistematica do componente
epistemoldgico. O desenho das tarefas e situacdes é realizado de forma particular, fornecendo
importancia perante a procura de situacdes que captem a esséncia epistemoldgica da matematica
a aprender, para a otimizacao do potencial do meio para estudar aprendizagem auténoma dos
alunos, e para a gestdo dos processos de desconcentracdo e institucionalizagdo (Artigue &
Perrin Glorian, 1991). A Engenharia Didatica tem sua base na Teoria das Situagdes Didaticas,
cumprindo um duplo papel: servir como uma abordagem de produgéo para o ensino embasada
em resultados de pesquisa e a0 mesmo tempo, desempenhar o papel de uma metodologia de
pesquisa (Ferreira, 2016).

A vista disso, a pesquisa apresenta os resultados de cada uma das fases da Engenharia
Didatica. Inicialmente, realizou-se uma analise epistémica do desenvolvimento evolutivo da
sequéncia de Padovan diante de sua abordagem combinat6ria. Também procuramos verificar
se existem investigacBes que envolvem a articulacdo entre a abordagem combinatéria de
Padovan e o0 GeoGebra. A seguir, estabelecemos uma concepcéo e analise a priori baseadas em
um rastreamento do tipo documental derivado do estado da arte, com foco na interpretacdo da
abordagem combinatdria desses nimeros. As analises preliminares sdo a base para a fase de
concepcao do processo, envolvendo diferentes dimensdes, e especialmente as trés seguintes:

Analise epistemoldgica do conteldo em questdo, abordando a parte histérica. Essa
analise auxilia os pesquisadores a fixarem os objetivos previstos, como também a identificacdo
dos possiveis obstaculos epistemoldgicos a serem enfrentados. Essa andlise ainda fornece
suporte perante as buscas de situacdes matematicas representativas do conhecimento almejado,
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denominada pela Teoria das Situa¢Ges Didaticas de situacdo fundamental. Uma situacdo
fundamental é tida como situacdes problematicas cuja resolucdo precisa deste conhecimento.
A anélise epistemologica auxilia os pesquisadores a conquistarem a posi¢do necessaria em
relagdo ao ambiente educacional em que estdo inseridos.

Analise institucional, identificando as caracteristicas do contexto em que se insere a
Engenharia Didatica, as condi¢Bes e constrangimentos enfrentados. Essas condigcbes e
constrangimentos podem situar-se em diferentes niveis, chamados de hierarquia dos niveis de
co-determinacdo (Chevallard, 2002). Estes podem ainda estar associados a: escolhas
curriculares, aos contetdos referentes as praticas pedagdgicas associadas, as caracteristicas
curriculares mais gerais, ao ensino da disciplina, aos recursos (tecnolégicos) acessiveis, as
praticas avaliativas, a organizacdo escolar, as caracteristicas dos estudantes e professores
envolvidos, a forma como a escola se relaciona com o seu ambiente e entre outros. Dependendo
dos objetivos precisos e do contexto da investigacdo, a importancia atribuida a estes diferentes
niveis pode sofrer variagdes.

Analise didatica, construindo o que a pesquisa tem a oferecer referente ao processo de
ensino-aprendizagem do contetido em questdo e, se essa € susceptivel de orientar o design.

3 A sequéncia de Padovan e sua abordagem combinatéria

A analise de sequéncias numéricas recorrentes geralmente se destaca ao examinar a
sequéncia de Fibonacci, dada sua relevancia historica, embora negligencie outros aspectos
essenciais de sua contribuicdo matematica (Burton, 2007). Como resultado, outras sequéncias
numeéricas recorrentes permanecem desconhecidas, ndo recebendo a devida aten¢do nos cursos
de formacéo inicial de professores, como é o caso da sequéncia de Padovan, que possui pouca
exploracdo no &mbito da graduagcdo em matematica (Vieira, Alves & Catarino, 2022).

A sequéncia de Padovan é uma sequéncia recorrente de terceira ordem, possuindo uma
relacdo de recorréncia especifica. Seu nome é atribuido ao arquiteto italiano Richard Padovan
(Stewart, 1996; Vieira, 2020). Essa relacdo é representada por: P(n)=P(n-2)+P(n-3), com n> 3
e P(0)=P(1)=P(2)=1, onde P(n) é o n-ésimo termo da sequéncia.

Marohnic, Kovacic e Radisic (2013) afirmam que o estudo de Padovan teve como base
o0 trabalho do arquiteto Hans Van Der Laan (1904-1991), que descobriu um novo numero
irracional chamado de numero plastico. Entretanto, segundo pesquisas, esse numero foi
investigado anteriormente por Gérard Cordonnier (1907-1977), o que tornou essa sequéncia
conhecida como sequéncia de Hans Van Der Laan ou Cordonnier (Alves & Catarino, 2022).

A partir de estudos relacionados as propriedades do nimero de ouro, também conhecido
como proporc¢éo divina, surgiu a definicdo dos numeros morficos. Esses nimeros apresentam
apenas duas solugdes: o nimero pléastico e 0 numero de ouro. Desse modo, observa-se a relagcdo
existente entre as sequéncias de Fibonacci e Padovan (Aarts, Follink & Kruijtzer, 2001).

Nesse contexto, a investigacdo da interpretacdo combinatoria da sequéncia de Padovan
destaca-se como uma contribui¢do para o ensino de Matematica, oferecendo uma abordagem
relevante a partir de um desenvolvimento via Engenharia Didatica. O campo académico tem
sido enriquecido por uma série de trabalhos dedicados a explorar as propriedades combinatorias
de sequéncias recorrentes. Entre esses estudos, destacam-se algumas contribuicdes
significativas como as de Benjamin e Quinn (2003), Koshy (2001), Spreafico (2014), Vieira,
Alves e Catarino (2022) e Tedford (2019).

Esses pesquisadores tém apresentado abordagens inovadoras e analises aprofundadas,
aprimorando a compreensdo, ndo apenas da sequéncia de Padovan, mas também do potencial
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pedagogico subjacente & interpretagdo combinatdria em sequéncias matematicas recorrentes. A
interseccdo entre estas investigacdes ndo apenas enriquece o corpo de conhecimento teorico-
matematico, mas também proporciona oportunidades enriquecedoras para o desenvolvimento
curricular e praticas pedagdgicas mais eficazes no ensino de Matematica.

Diante da conexdo entre estes ndmeros, surgiu a motivacdo para explorar outras
sequéncias, potencializando seus respectivos desenvolvimentos epistemoldgicos e
matematicos. De fato, percebemos o carater inovador em relagdo a evolugdo matematica de
Padovan proporcionando aos participantes da pesquisa uma oportunidade de estudo Unica. Esse
fato justifica o interesse em desenvolver uma proposta de ensino para o estudo desta sequéncia,
com destaque para 0 modelo combinatorio desses nimeros.

No ambito dos tabuleiros, tem-se que a sua formacdo é dada pela composicdo de
quadrados chamados células, enumerados para descrever posic¢des especificas, definidas como
um n-tabuleiro. Os ladrilhos sdo as pecas utilizadas para o preenchimento de um tabuleiro,
enguanto os ladrilhamentos sdo a forma de cobri-lo (Spreafico, 2014).

Destaca-se que 0 modelo combinatorio trata do estudo da interpretacdo combinatoria de
uma sequéncia, sendo este realizado nesta pesquisa por meio de ladrilhamentos.

Tedford (2019) introduziu os ladrilhamentos de Padovan utilizando os ladrilhos domind
cinza de tamanho 1 x 2 e trimind branco de tamanho 1 x 3 para cobrir um n-tabuleiro. Com
IS0, a pesquisa apresenta o teorema em que denomina como p(n) a quantidade de formas de
cobrir um n-tabuleiro de Padovan e P(n) como o n-ésimo termo da sequéncia. Tdo logo, tem-se
que p(n)=P(n-2), para n=> 2. Na Figura 1 ha um exemplo que retrata os casos para n=1,2,3,4,5.

Figura 1: Ladrilhamentos de Padovan no GeoGebra

2 Padovan-Ladrilhamentos.ggh

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
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Fonte: Adaptado de Tedford (2019)

Note que para n=1, ndo existem ladrilhamentos possiveis com os respectivos ladrilhos
disponiveis. Para n=2 existe somente 1 ladrilhamento, sendo este formado pelo domind. Para
n=3 também so existe 1 ladrilhamento, apresentando somente o trimind. Para o caso n=4 existe
1 ladrilhamento, sendo este composto pela concatenacgéo de 2 dominos.

Vieira, Alves e Catarino (2022) estudaram a generalizacdo dos ladrilhamentos de
Padovan, apresentando o modelo combinatério para a extensdo dos numeros de Padovan.
Assim, tem-se o teorema que trata da quantidade de formas de ladrilhar (p(n)), com a existéncia
dos ladrilhos: quadrado preto, domind azul de tamanho 1 x 2 e trimino cinza de tamanho 1 x 3.
Porém, para esse modelo, existe uma regra de constru¢do em que a insercao do quadrado preto
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podera ocorrer apenas ao complementar os ladrilhamentos. Logo, este s6 podera ser inserido
uma Unica vez e no inicio do tabuleiro. Desse modo, temos que para n= 1, 0s possiveis
ladrilhamentos de um tabuleiro 1 x n sdo dados por p(n)=P(n), onde P(n) representa o n-ésimo
termo da sequéncia de Padovan.

A Figura 2 apresenta diversos casos abordados pelo teorema, propostos por Vieira,
Alves e Catarino (2022), proporcionando uma visualizacdo esclarecedora dos ladrilhamentos e
suas configuracdes correspondentes em relacdo as pecas disponiveis. Esta representacao grafica
permite uma andlise mais detalhada e uma compreensdo visual dos resultados obtidos no
contexto do referido teorema.

Figura 2: Ladrilhamentos de Padovan com GeoGebra (outra abordagem)

€7 Padovan-Ladrilhamentos.ggh
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
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Fonte: Elaboracgéo prépria (2024)

A demonstracdo desses teoremas ocorre por meio de mapeamento de conjuntos e
subconjuntos. Assim, considera-se p(n) a soma dos ladrilhamentos, em que p(1)=1=P(1) e
considerando os ladrilhamentos de tamanho n-2, em que n> 3, temos dois casos:

1° — Considere dois subconjuntos de ladrilhamentos: um subconjunto composto por
ladrilhamentos que comegam com um quadrado preto e outro subconjunto formado pelos
demais ladrilhamentos. Introduza agora um novo conjunto de ladrilhamentos, iniciando com
um domino azul de tamanho 1 x 2. Esse conjunto é obtido pela justaposicao dos ladrilhamentos
de tamanho n—2 que ndo comeg¢am com um quadrado preto com o conjunto de ladrilhamentos
gue iniciam com o quadrado preto de tamanho 1 x 1. Além disso, inclui-se a adi¢do de um
domino azul de tamanho 1 x 2, imediatamente ap6s esse quadrado.

2° — Considere dois conjuntos distintos de ladrilhamentos: um conjunto que se inicia
com um trimind (ladrilhos que ndo comegam com quadrados pretos) e outro conjunto composto
por ladrilhamentos que comecam com um quadrado preto, seguido por um trimind. Agora,
introduziu um novo conjunto de ladrilhamentos, comegando com um trimind cinza de tamanho
1 x 3. Este novo conjunto ¢ formado pela justaposicao dos ladrilhamentos de tamanho n—3 que
nédo iniciam com um quadrado preto, com o conjunto de ladrilhamentos que comegam com o
quadrado preto de tamanho 1 x 1 e inclui a adicdo de um trimin6 cinza de tamanho 1 x 3
imediatamente ap0s esse quadrado.

Portanto, partindo do principio da soma de casos independentes analisados (sem
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considerar a intersecdo), tem-se que p(n)=p(n-2)+p(n-3).

4 Concepcao e analise a priori

Aqui trazemos a situacdo didatica proposta, seguida de uma previsdo atitudinal dos
estudantes, com base nas fases delineadas pela Teoria das Situa¢des Didaticas:

Considerando os ladrilhamentos de Padovan propostos por Vieira, Alves e Catarino (2022), com as
suas respectivas pecas disponiveis, demonstre a identidade p(n)=p(n-1)+p(n-5), para n> 5 por meio
do software GeoGebra.

Antes de iniciar as fases da Teoria das Situacdes Didaticas, o professor devera explicar
um pouco do recurso desenvolvido no GeoGebra, permitindo que haja uma visualizagdo dos
ladrilhamentos de Padovan, para facilitar a compreensdo e desenvolvimento da atividade. A
Figura 3 mostra a tela inicial da ferramenta, com o0s botdes disponiveis no meu
desenvolvimento. Inicialmente o usuario devera clicar na opcdo Ladrilho e em seguida clicar
no vértice do quadrado da malha do software. Logo apds, uma janela abrird, solicitando que se
digite o tamanho do ladrilho; apds, deve-se clicar novamente no vértice para que o ladrilho seja
desenhado. Para os ladrilhos com as cores disponibilizadas, como é o caso do LadrilhoVerdeN,
0 usuario pode inserir um ladrilho na cor verde, de acordo com o tamanho digitado. A sua
insercdo se d& com um clique no vértice ou dentro da malha onde se deseja que o ladrilho seja
desenhado; em seguida abre-se uma janela para que seja digitado o tamanho do ladrilho. Em
seguida, a peca é desenhada no local sugerido pelo usuario. Para as demais cores,
LadrilhoAmareloN, LadrilhoPretoN, LadrilhoAzulN e LadrilhoCinzaN, o script acontece da
mesma forma.

Figura 3: Apresentacdo do recurso desenvolvido no GeoGebra

LadrilhamentosC omDesenhos.ggh
es 2 Ajuda

Lag
W
A Lad
W o
B L

2 Ladrilho X

Fonte: Elaboracéo prdpria (2024)

Ao lado esquerdo estdo os ladrilhos (pecas) disponiveis para a atividade proposta,
permitindo que o usuario possa compreender que podera utilizar somente essas pecas. Abaixo,
encontra-se a malha semi-preenchida com alguns ladrilhamentos de Padovan, para que o
participante se familiarize com o recurso. Ressalta-se que para a presente atividade, serdo
utilizadas somente as opc¢des Ladrilho, LadrilhoPretoN, LadrilhoAzulN e LadrilnoCinzaN,
visto que sera abordado somente a sequéncia de Padovan e sua identidade.

Fase da A¢do: O intuito é que os estudantes, ao retomarem seus conhecimentos prévios
sobre tabuleiros, ladrilhos e ladrilhamentos, aprofundem a compreensdo do modelo
combinatério de Padovan. Nesse processo, é possivel revisitar a prova apresentada por Vieira,
Alves e Catarino (2022), destacando a importancia da validacdo por meio do mapeamento
cuidadoso dos conjuntos envolvidos. Essa abordagem ndo apenas fortalece a fundamentacéo
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tedrica, mas também incentiva uma compreensdo mais profunda da interacdo entre os elementos
do problema. A Figura 4 apresenta essa demonstracédo realizada no software GeoGebra.

Figura 4: Demonstracdo dos ladrilhamentos de Padovan no GeoGebra

€ Padovan-LadrilhamentosComDesenhos.ggh
Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

)2 B B (0] @) N =2 ) A

~ Janela de Visualizagdo
fCv

n-3

n-4

Fonte: Elaboracéo propria (2024)

Fase da Formulacao: Almeja-se que os estudantes iniciem o mapeamento para cada um
dos casos apresentados na identidade. Tao logo, é necessario que verifiquem a possibilidade de
inicio de cada peca do tabuleiro. Com efeito, tem-se alguns exemplos para o caso do tabuleiro
de tamanho n mapeando para o tabuleiro de tamanho n-1: iniciar com um par de dominos, ele
é mapeado para um tabuleiro de tamanho n-1 substituindo as pe¢as por um trimind. Iniciar com
um trimind, substitui-se a peca por um domind. Iniciar com um quadrado preto, retira-se o
quadrado. Iniciar com um dominé seguido de um trimino, retira-se o domind. Iniciar com um
quadrado preto seguido de um trimind, substitui-se as duas pecas por um domind. Iniciar com
um quadrado preto seguido de um domino, retira-se 0 domind.

Fase da Validacdo: Para a demonstracdo da identidade por meio da nogéo de tabuleiro,
€ necessario construir uma bijecéo entre os conjuntos que contém os ladrilhamentos de p(n) U
p(n-4) e p(n-1) U p(n-2). A Figura 5 retrata 0 mapeamento de p(n) para p(n-1).

Figura 5: mapeamento de p(n) e p(n-1)
€2 Padovan-Ladrilhamentos.ggb

Arquivo Editar Exibir Opbes Femamentas Janela Ajuda

A 300 €] N e ] &
* Jansade Viuaizaio
TR A ; 1
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1 n 1 n-1
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1 n
HEEEN
1 n

]

Fonte: Elaboracédo propria (2024)
A Figura 6 retrata 0 mapeamento de p(n-4) para p(n-2).
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Figura 6: Mapeamento de p(n-4) para p(n-2)
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Fonte: Elaboracéo prépria (2024)

Os modelos apresentados nas Figuras 3 e 4 sdo possibilidades de validacdo que podem
ser apresentadas pelos estudantes.

Dialética de Institucionalizacdo: Espera-se que o professor mediador, ao revelar a
intencdo da atividade, crie um ambiente propicio a exploracdo aprofundada da identidade do
modelo combinatério de Padovan, através da abordagem com tabuleiros. Tal abertura permite,
além da compreensdo teorica, uma analise pratica por meio da resolucdo de problemas.
Adicionalmente, ao discutir as resolu¢es dos participantes, almeja-se a oportunidade de
explorar os diferentes caminhos seguidos, elucidar duvidas, corrigir equivocos e reforcar
acertos, promovendo uma aprendizagem mais robusta e participativa.

5 Experimentacgdo, Analise a posteriori e validacao

Durante a fase de experimentacdo, coletam-se os dados para analise a posteriori. A
natureza desses dados extraidos possui dependéncia com os objetivos estabelecidos da
Engenharia Didatica, das hipdteses nela postas a prova e das conjecturas realizadas na
concepcdo e andlise a priori. No entanto, particular atencdo é dada a coleta dos dados,
permitindo ao investigador compreender a interacdo dos estudantes com o meio e até que ponto
essa interacdo suporta a sua passagem autdbnoma das estratégias iniciais para as estratégias
visadas. Além disso, realiza-se uma analise dos processos de desconcentracdo e
institucionalizacdo (Artigue, 2014a).

Esses dados coletados englobam as producdes dos estudantes, incluindo arquivos de
computador, quando a tecnologia é utilizada, observacdes do pesquisador, e gravacdes de
audios e videos. Os dados recolhidos durante a experimentagdo podem ser complementados por
dados adicionais (questionarios, entrevistas a alunos e docentes, testes) permitindo uma melhor
avaliacdo e analise dos resultados da Engenharia Didatica (Artigue, 2020).

Na fase da anéalise a posteriori ocorre a organizacdo dos dados coletados, sendo esses
confrontados com os dados da fase da concepcdo e andlise a priori. Assim, alguns
guestionamentos sdo levantados: Até que ponto os dados coletados durante a fase de
experimentacdo suportam a concepcdo e analise a priori? Quais as convergéncias e
divergéncias significativas e como podem ser interpretadas? O que ocorreu que nao foi previsto
e como pode isso ser interpretado?

Por meio dessa conexdo entre a concepcdo e analise a priori e a analise a posteriori,
tem-se a validagdo das hipGteses subjacentes a estrutura da pesquisa (Artigue, 2014b). E
importante ter ciéncia que sempre existem diferencas entre a referéncia fornecida pela
concepgdo e analise a priori e a contingéncia analisada na analise a posteriori. Conforme
observado, a concepcdo e analise a priori aborda os estudantes de forma genérica e epistémica.
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Destaca-se que para a presente pesquisa essas duas Ultimas fases da Engenharia Didatica
ndo foram realizadas, ndo havendo prejuizo para a investigacao.

6 Planejamento para pesquisas futuras mediante dados empiricos

Esta secdo dedica-se a fornecer um planejamento para a coleta de dados empiricos,
podendo ser conduzida em instituicbes de ensino superior, em cursos de Licenciatura em
Matematica. Planeja-se que a aplicacdo se estenda por quatro encontros com duragdo de 2
horas/aula cada. O Quadro 1 apresenta uma sintese das atividades a serem desenvolvidas em
cada encontro:

Quadro 1: Sintese das atividades da experimentacao

1° encontro Revisdo sobre a sequéncia de Fibonacci, previamente abordada com o
professor da disciplina, resgatando aspectos histéricos e evolutivos desses
numeros. Nesse contexto, progressos matematicos relacionados a sequéncia de
Fibonacci sdao explorados, bem como a nog¢do de tabuleiro, ladrilhos e
ladrilhamentos.

2° encontro Introdugdo sobre o conceito de tabuleiro, apresentando a interpretagdo
combinatoria de Fibonacci, suas pecas correspondentes e a demonstragdo do
teorema associada a abordagem combinatoria.

3° encontro Estudo do modelo combinatério de Padovan, incluindo a demonstracao do
teorema.
4° encontro Implementagdo da proposta uma situagdo-problema, permitindo que os

estudantes explorem a identidade combinatdria de Padovan em relagdo ao seu
modelo combinatério.

Fonte: Elaboragao propria (2024)

Os encontros deverdao ser conduzidos com base na Teoria das Situagdes Didaticas,
utilizando uma abordagem didatica elaborada através de uma situacdo de ensino e
acompanhados por uma lista de exercicios. Durante esses encontros, os participantes deverao
engajar-se em discussOes para desenvolver estratégias de resolugdo para as propostas
apresentadas no Quadro 1. Nesse contexto, ocorrera formalizagdo do contrato didatico,
estabelecendo as expectativas do docente em relagdo aos alunos e vice-versa, incluindo as
relagdes com o conhecimento e a maneira como o saber serd abordado e tratado por ambas as
partes.

Essa etapa se caracteriza pela aplicacdo da estrutura previamente organizada,
observando as situacdes de aprendizagem e incorporando os conceitos delineados na pesquisa
didatica. Este processo ndo segue a dindmica de uma aula tradicional ou convencional. A
organizacdo da aula nesse momento ¢ fundamentada na Teoria das Situacdes Didaticas e
direcionada para a coleta de dados dos alunos, permitindo uma andlise mais aprofundada do
processo de ensino-aprendizagem.

A abordagem tedrica pode ser implementada na pratica com a utilizacdo do recurso
disponibilizado, permitindo superar desafios em torno do uso de recursos tecnol6gicos em sala
de aula, como € o caso do GeoGebra. Para tanto, uma solucdo é que seja realizada uma breve
explicacdo sobre as ferramentas disponiveis no software, com o objetivo de familiarizar os
estudantes com a ferramenta. Além disso, um outro desafio a ser superado é em torno da
demonstracdo da identidade, podendo ser superado com um bom embasamento referente a
sequéncia de Padovan, por meio de apresentacdo de outras identidades semelhantes e suas
respectivas demonstragdes.
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Durante a aplicagéo, sugerimos aos leitores um estudo dos trabalhos de Vieira et al.
(2023), Vieira (2020), Vieira, Alves e Catarino (2024, 2023b), que tratam da aplicacdo de
determinadas situa¢es-problema na area de sequéncias, envolvendo a Engenharia Didatica e a
Teoria das Situacdes Didaticas. Nas pesquisas, 0s autores exploram as metodologias com base
da situacdo-problema elaborada, sendo aplicadas em cursos de formacéo inicial de professores
de Matematica, fortalecendo a experiéncia com sequéncias numeéricas recorrentes em aula.

Diante do exposto, os autores abordam as dificuldades e desafios vivenciados, tornando
uma experiéncia valida para que ocorra a aplicacdo dessas metodologias com o conteudo
abordado. Assim, sdo ressaltadas as duas Ultimas fases da Engenharia Didatica e as dialéticas
da situacdo didatica discutida, tornando uma excelente ferramenta ao leitor que deseje
validagdes praticas, fortalecendo assim a justificativa para a necessidade de futuras pesquisas
experimentais.

7 AplicacOes para outras sequéncias e o tabuleiro com material concreto

A abordagem desenvolvida no GeoGebra permite uma aplicacao para outras sequéncias
numeéricas envolvendo a nogdo de tabuleiro e ladrilhos. Assim, com as ferramentas
disponibilizadas no recurso discutido nesta pesquisa, pode-se utilizar os ladrilhos para algumas
sequéncias, tais como as de Fibonacci, Pell, Jacobsthal, Mersenne e Leonardo.

Como exemplo, Figura 7 mostra a abordagem para a sequéncia de Leonardo estudada
por Vieira, Alves e Catarino (2023a), que utiliza os ladrilhos com quadrados brancos e dominos
cinzas e pretos, sabendo-se que 0s dominds cinzas e dominads pretos ndo podem ocupar 0 mesmo
tabuleiro, podendo aparecer somente sozinhos ou com quadrados. Téo logo, a quantidade de
formas de ladrilhar de Leonardo é igual ao numero da sequéncia de Leonardo, sendo
representado por In=Ln, onde In é a quantidade de formas de ladrilhar e Ln o n-ésimo termo da
sequéncia.

Figura 7: Ladrilhamentos de Leonardo
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Fonte: Elaboracdo propria (2024)

A capacidade de representar sequéncias numéricas por meio de ladrilhos no GeoGebra
permite novas possibilidades para pesquisa e desenvolvimento em matematica e suas
aplicacbes. Com isso, essa ferramenta pode ser utilizada para testar hipoteses, visualizar
resultados e comunicar descobertas de maneira mais eficiente. A abordagem visual também
pode revelar novos padroes e conexdes que ndo sdo imediatamente aparentes através de
métodos analiticos tradicionais.

Revista Internacional de Pesquisa em Educagéo Matematica

International Journal for Research in Mathematics Education Brasilia, v. 15, n. 1, p. 1-15, jan./abr. 2025 11



==

A aplicagdo de ferramentas tecnoldgicas como o GeoGebra para explorar sequéncias
numeéricas e padrdes de ladrilhamentos ndo apenas enriquece a Educacdo Matematica, mas
também avanca a pesquisa em Matematica Aplicada, permitindo ainda abordar possibilidades
de estratégias para o ensino de determinados contetdos em sala de aula. Esta abordagem
combina visualizagdo, interatividade e rigor matematico, proporcionando uma plataforma com
grande potencial para a compreensdo e a investigacdo de sequéncias numéricas recorrentes
integrada a conteudos matematicos e tecnoldgicos.

N&o obstante, tem-se o desenvolvimento do material concreto para o estudo dos
ladrilhamentos, abordando as sequéncias de Fibonacci e Padovan, conforme abordado por
Vieira, Alves e Catarino (2023b). A Figura 8 trata dos ladrilhamentos com a utilizacdo das
pecas elaboradas em MDF, permitindo uma visualiza¢do das cores conforme estabelecido pela
regra de Vieira, Alves e Catarino (2022). Porém, o material também pode ser aplicado com a
técnica desenvolvida por Tedford (2019).

Figura 8: Ladrilhamentos de Padovan com material concreto

Fonte: Vieira, Alves e Catarino (2023b)

Por fim, a Figura 9 apresenta uma experimentacdo do material concreto em sala de aula,
na disciplina de Histéria da Matematica com a abordagem da sequéncia de Padovan para
estudantes da Licenciatura em Matematica (Formacao Inicial de Professores). No trabalho de
Vieira, Alves e Catarino (2023b), os participantes realizam a atividade proposta com a
utilizacdo da Teoria das Situacbes Didaticas, construindo o conhecimento e a definicdo da
recorréncia da sequéncia de Padovan por meio da abordagem combinatoéria.

Figura 9: Aplicacdo dos ladrilhamentos de Padovan com material concret
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Diante da proposta de ensino apresentada para trabalhar com a sequéncia de Padovan, ¢
notavel a relevante contribuicdo proporcionada pela abordagem combinatéria adotada. Esta
abordagem concentra-se na exploracdo de identidades voltadas para a interpretacao
combinatoria da sequéncia de Padovan. A contextualizagdo tedrica inicial, que parte da
construgdo de uma evolucao historica e epistemologica desses nimeros, proporcionou uma base
solida para a elaboragdo de uma sessdo de ensino com o intuito de construir o conhecimento.

8 Consideracdes Finais

Nossa abordagem sobre a tematica foi desenvolvida a partir de uma situacao didatica
organizada com base na Teoria das Situacdes Didaticas, emergindo sob uma perspectiva que
valoriza a visualizagao em Histéria da Matematica. Para tal, utilizou-se a Engenharia Didatica,
estruturando suas duas primeiras fases, com o propdsito de implementa-la em sala de aula e,
posteriormente, coletar dados.

Ao considerarmos as implicagdes para o ensino, refletimos sobre como essa proposta
didatica pode impactar positivamente a abordagem do tema, especialmente no contexto da
formacao inicial de professores. Ao oferecer uma alternativa para a compreensao da abordagem
combinatoria da sequéncia de Padovan sob uma perspectiva visual, busca-se contribuir para a
compreensdo de identidades combinatérias de outras sequéncias. Sugere-se essa construgao
como material diddtico e apresentamos sugestdes concretas para sua integra¢dao no curriculo,
visando aprimorar a compreensao e a aplicagdo pratica por parte dos estudantes.

Como destacado na andlise preliminar deste trabalho, os estudantes de licenciatura
frequentemente encontram dificuldades e nao estudam determinados contetidos em Historia da
Matematica. Nossa expectativa € que a abordagem do tema com o GeoGebra possa auxilia-los
a superar essas dificuldades, através da visualizagdo interativa, oferecendo uma representacao
mais concreta e facilitando a compreensdo dos conceitos. Acreditamos que o uso do GeoGebra
proporciona uma experiéncia que promove a aprendizagem ativa e auxilia os estudantes a
internalizarem conceitos matematicos.

Por fim, esperamos que esta proposta didatica contribua para o ensino da Teoria dos
Grupos e para a compreensdo das identidades combinatérias da sequéncia de Padovan,
fornecendo subsidios para praticas pedagogicas mais eficazes. Alinhadas a Engenharia Didatica
e a Teoria das Situacdes Didaticas, tais praticas podem enriquecer o percurso de formagao
inicial do professor de matematica.
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