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Resumo: Objetivamos investigar a abordagem de alguns livros didaticos de Andlise Real
utilizados nas universidades brasileiras na constru¢do do conceito de a*, e apresentar outra
construgdo mais intuitiva, que se utiliza dos conceitos de supremo e infimo, além da completude
dos nimeros reais. Como enquadramento teérico, discutimos a relagdo entre intuigdo e rigor, a
luz do ensino de Anélise Real. A metodologia qualitativa contemplou uma pesquisa documental
por meio da andlise de livros didaticos. Nos resultados, concluimos que as construgdes mais
comuns nos livros didaticos, embora sejam matematicamente rigorosas e elegantes, recorrem a
uma defini¢ao formal das fungdes exponencial e logaritmo natural, porém pouco intuitivas, pois
demandam muitos outros conceitos prévios. Ja a constru¢do apresentada privilegia a intuicgao,
proporcionando visualizagdo e criatividade por parte dos alunos, o que lhes permite trilhar o
caminho para uma didatica e rigorosa definicdo do conceito de exponencial, fundamental na
formagao de professores e bacharéis em Matematica.

Palavras-chave: Conceito de Fun¢do Exponencial. Livros Didaticos de Andlise Real. Intuicao.

Rigor.

The concept of exponential in real analysis books: a perspective of intuition

and rigor point of view

Abstract: In this paper, we aim to examine the approach adopted in Real Analysis textbooks
used by Brazilian universities in the construction of the concept of a*, and to present a more
intuitive construction based on the notions of supremum, infimum and the completeness of the
real number system. As a theoretical framework, we discuss the relationship between intuition
and rigor in the context of teaching Real Analysis. This qualitative study involves documentary
analysis of textbooks. We conclude that the most common constructions in Real Analysis
textbooks, although rigorous and elegant, typically rely on formal definitions of exponential
and logarithmic functions, which are not very intuitive, because they require many previous
concepts. The alternative construction we present prioritizes intuition, offering students greater
opportunities for visualization and creativity. It allows them to follow a pedagogical and
rigorous path to the definition of the exponential function, which is fundamental for future
mathematics teachers and mathematicians.
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El concepto de exponencial en libros de analisis real: mirada desde el punto
de vista de la intuicion y el rigor

Resumen: En este articulo, nos proponemos investigar el enfoque de algunos libros de texto de
Analisis Real utilizados en universidades brasilefias para la construccion del concepto de a*, y
presentar una construccion alternativa mas intuitiva, que se basa en los conceptos de supremo
e infimo, asi como en la completitud de los nimeros reales. Como marco teorico, discutimos la
relacion entre intuicidn y rigor, a la luz de la ensefianza del Analisis Real. La metodologia, de
caracter cualitativo, consistié en una investigacion documental mediante el anélisis de libros de
texto. Como resultado, concluimos que las construcciones mas comunes en los manuales,
aunque matemadticamente rigurosas y elegantes, recurren a una definicion formal de las
funciones exponencial y logaritmo natural, la cual resulta poco intuitiva por requerir numerosos
conceptos previos. En cambio, la construcciéon que presentamos privilegia la intuicion,
favoreciendo la visualizacion y la creatividad por parte del estudiantado, y permitiéndole
recorrer un camino tanto didactico como riguroso hacia la definicion del concepto de
exponencial, fundamental en la formacion de docentes y licenciados en Matematicas.

Palabras clave: Concepto de Funcion Exponencial. Libros de Analisis Real. Intuicion. Rigor.

1 Introducao

Uma das primeiras mengdes ao uso da operagdo de potenciacdo pode ser vista num
papiro egipcio de cerca de 2100-1580 a.C., onde se discute o célculo do volume de uma
piramide de base quadrangular (Oliveira & Ponte, 1999). Alguns milénios se passaram desde
entdo, até uma formalizagdo rigorosa da expressdao a* para todo x € R com a restricao a > 0.
Naturalmente, consideraremos, em geral, a # 1 para discutirmos a bijetividade da fungao
f:R - Rdadapor f(x) = a*.

Uma boa discussdao do ponto de vista historico da constru¢do do conceito de poténcia
pode ser encontrada em Oliveira e Ponte (1999). Definir a* parax € R,coma>0ea # 1
exige um longo caminho e passa pelo fato de R ser um corpo ordenado completo. Ja definir a*,
quando x ¢ um niimero racional, ¢ algo relativamente simples, no contexto de Analise Real. O
passo a passo, normalmente, comega por definir a”, quando n € N; neste caso, a* = a -
a ---a (n vezes). Observemos que aqui ndo ha nenhuma restri¢do para a € R e, a partir dessa
defini¢do, sdo obtidas quase que naturalmente as seguintes propriedades:

amtm = g .qMe (@)™ = g™ (1)

o . _ 1 . e
No intuito de manter essas propriedades, define-se a™" = prs Posteriormente, utilizando

a nocdo de supremo e infimo, define-se a raiz n-ésima de a > 0 e, a partir dela, determina-
n

—_ m ~ ’ . . o~ .
seam = Va™, em que n e m sdo nameros inteiros. Com essa definicdo, as propriedades
apresentadas em (1) s3o mantidas. Entretanto, a dificuldade para ter uma boa defini¢ao de a”*,
de modo a preservar tais propriedades, reside no caso em que x € irracional.

Ao analisarmos um conjunto de livros didaticos de Andlise Real, descritos
posteriormente, observamos que todos adotam a estratégia de definir a fungdo exponencial, aqui
denotada por exp, e logaritmo natural, aqui denotada por In e, a partir dessas fungdes,
estabelecer a* quando x € R. As construgdes de tais fungdes sdo feitas utilizando fortes
resultados de Andlise Real e empregam, seja na definicdo, seja na obtencao de propriedades das
funcdes exp e In, limites, continuidade, derivadas, séries de poténcias, integrais, sequéncias e
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séries de fungdes e convergéncia. Uma vez construidas tais fungdes, estipula-se para a > 0 e
a+1:

a* = exp(xin(a)) e log,x = Zzlg; ¥

sendo a segunda expressdo de (2) o logaritmo de x na base a. O log,x tem a propriedade
de ser a fungdo inversa de a*. Todas as propriedades de a* e log,x sdo obtidas a partir daquelas
de exp e In. Embora seja matematicamente rigorosa e permita obter todas as propriedades do
Calculo Diferencial e Integral, a abordagem apresentada nos livros analisados nos parece pouco
intuitiva, de modo que se evita trabalhar com as fung¢des exponencial e logaritmo até que todos
os conceitos de Analise Real sejam introduzidos ou, noutro viés, utiliza-se as fungdes sem
defini-las previamente, como acontece no Capitulo 3 de Figueiredo (1996), no contexto das
Séries de Taylor, e no Capitulo 3 de Lima (2002b), num exemplo de limites infinitos.

Neste artigo, discutimos a constru¢do de a* feita em livros didaticos de Analise Real
utilizados em universidades brasileiras, além de outra construgdo didatica utilizando supremo
e infimo de um conjunto (a ser escolhido), e a completude do conjunto dos nimeros reais. Essa
construcdo aparece como um exercicio em Rudin (1976) e Bartle e Sherbert (2011) e nos parece
mais intuitiva, sendo um caminho mais curto para entender o significado de a*, sem
necessariamente recorrer a varios resultados de Analise Real. Entretanto, antes de iniciarmos a
discussdo que objetivamos, apresentamos o que entendemos por intuicdo € como ela estad
presente no ensino de Andlise Real, imbricada ao rigor inerente a tal ensino. Cabe destacar,
ainda, que os livros didaticos analisados foram escolhidos ndo somente pelo reconhecimento
de seus autores nos cendrios académicos nacional e internacional, mas também pelo fato de que
sdo amplamente utilizados em universidades brasileiras, aparecendo como bibliografia basica
ou complementar das diversas disciplinas de Analise Real (Reis, 2009).

2 A intuiclo e sua relacio com o rigor no ensino de Analise Real

No contexto da pratica docente universitaria de Matematica, especialmente, no ensino
de Analise Real, a relagdo entre o rigor e a intui¢do ¢ concebida como dicotdmica, no sentido
de que — ao se privilegiar uma abordagem mais rigorosa na apresentagdo de um conceito, de
uma definicdo ou de um teorema —, necessariamente, isso significa que os aspectos intuitivos
devem ser abandonados quase por sua totalidade ou, ao menos, relegados a um plano inferior.
Entretanto, defendemos uma relagdo de complementariedade entre o rigor e a intui¢do, no
sentido de que ambos os processos sdao igualmente fundamentais na construcdo do
conhecimento analitico; porquanto, julgamos importante apresentar nossa concepgdo de
intuicao e de rigor.

Diversos autores consideram os aspectos cognitivos relacionados a intuigdo,
caracterizando-a de diferentes formas. Para Tall e Vinner (1981), ela € o produto das imagens
conceituais, que sdo estruturas cognitivas associadas a aquisicdo de um conceito, tais como
processos mentais e imagens mentais. Ja4 para Poincaré (1913), existem muitos tipos de
intuicoes: primeiramente, pelos sentidos e pela imaginac¢do; depois, generalizagdo por indugao,
copiadas, por assim dizer, dos procedimentos das ciéncias experimentais; finalmente, a intui¢ao
de um “numero puro”. Segundo Fischbein (1978), existem dois tipos de intui¢do: as primarias,
que se referem aquelas crencas cognitivas desenvolvidas pelos proprios seres humanos, de
maneira natural, antes e independentemente de instrucao sistemadtica; e as secundarias, que sao
desenvolvidas como um resultado de treinamento intelectual sistemético.

No presente trabalho, outrossim, consideraremos a concepc¢ao dindmica de Reis (2001)
da intui¢do como um movimento de estabelecer raciocinios plausiveis (as vezes verdadeiros, as
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vezes falsos) e do rigor como um movimento de conceptualizagdo de intui¢des, sendo que,
nesse processo, algumas sao mantidas e outras sao refutadas. Além disso, no contexto do ensino
de Anélise Real, a intuicdo ressalta outros exercicios mentais, tais como a visualizagdo ¢ a
imagina¢do, que nao podem ser simplesmente sobrepujados pela associagao ao rigor, por
exemplo, a formalizagdo e a generalizacdo, ou seja, hd que se considerar o que sustenta Reis
(2009) ao nos lembrar que

o “rigor académico”, dominante no mundo das publicagdes e apresentacdes de
trabalhos, artigos cientificos e outros, ndo pode ser transposto de uma maneira direta,
mecéanica ou simplista para o ensino. Essa transposi¢do, na verdade, deveria
proporcionar uma exploragdo multipla e flexivel dos conceitos, de modo que os
mesmos sejam intuitivamente significativos e compreensiveis, tendo um tratamento
de validacdo e demonstragdo (isto €, rigor) compativel ao contexto de ensino
(institui¢do; Licenciatura ou Bacharelado; conhecimento prévio dos alunos; etc.). (p.
93)

Cabe destacar que o “rigor académico”, no que se refere ao pesquisador, relaciona-se
diretamente ao ensino de Andlise Real, uma vez que, segundo o pesquisador, os topicos
fundamentais de uma disciplina de Analise Real sdo os mesmos de uma disciplina de Célculo;
porém, se no Calculo os topicos sdo abordados sob uma perspectiva aplicada, com a
interpretagdo intuitiva das nogdes, na Analise Real, eles sdo abordados, geralmente, sob uma
perspectiva logico-formal, com a definicdo rigorosa dos conceitos, definicdes e resultados
estudados.

Ja Avila (1999), no prefacio de seu livro Introducdo a Andlise Matemdtica, afirma que
uma analise historica mostra que, desde o surgimento do Calculo, com Newton e Leibnitz no
século XVII, varios célebres matematicos — como os irmaos Bernoulli, Euler, D’ Alembert ¢
Lagrange — tentaram, sem sucesso, dar ao Célculo uma formulagdo rigorosa, que somente foi
obtida no inicio do século XIX, com Dedekind e Peano, apos as contribui¢des fundamentais de
Cauchy e Weierstrass. Avila (1999, p. 22) apresenta, ainda, o argumento de Dieudonné que
imputa a “falta de rigor” dos matematicos do século X VIII as dificuldades que eles enfrentaram
em definir, de maneira precisa, as nocoes basicas do Calculo, destacando, todavia, que eles
tinham uma boa concepc¢ao intuitiva de tais nogdes. Entretanto, o pesquisador acredita que foi
exatamente essa concepe¢do intuitiva que levou aqueles matematicos ao estabelecimento de
importantes resultados o que justifica, segundo ele, a necessidade de um equilibrio entre o rigor
necessario a Andlise Real e a intui¢do tdo fundamental no desenvolvimento das ideias
matematicas.

Encontrar o “ponto de equilibrio” que, talvez, seja o divisor de aguas no ensino de
Andlise Real — colocando, de um lado, o pensamento diferencial intuitivamente construido e,
de outro, o pensamento analitico formalmente construido — nao nos parece tarefa facil. Reis
(2009), ao analisar as disciplinas de Analise Real ministradas na graduag¢ao, nota que, numa boa
parte delas, hd um excesso de formalismo e rigor na exposi¢ao dos temas; diante dessa pratica,
muitas vezes, resta aos alunos apenas a memorizagdo dos principais resultados e de suas
demonstragdes que, espera-se, tenham sido entendidos intuitivamente no Calculo.

Novamente, entdo, deparamo-nos com a necessidade de compreender melhor a forma
como o rigor e a intui¢ao sao explorados nos livros didaticos de Analise Real, considerando,
segundo Reis (2001):

O papel fundamental que o livro didatico desempenha dentro da configuragdo do
curriculo publico de Andlise Real, pois nos programas das disciplinas de Anélise Real de
qualquer universidade brasileira, certamente, um ou mais livros sdo disponibilizados como
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referéncias bibliograficas e, na pratica, algum deles acaba sendo, de fato, adotado como
referéncia principal para o desenvolvimento de toda a disciplina;

O papel inegavel que o livro didatico exerce enquanto expoente dos saberes particulares
de seus autores, pois um livro carrega ndo somente uma sintese de conhecimentos especificos
sobre Andlise Real, mas também uma enorme gama de conhecimentos matematicos e
pedagogicos de seus autores, cuja combinagao culmina com a experiéncia de escrever um livro
de conteudo matematico que se propde didatico.

Nessa perspectiva, devido aos propositos do presente trabalho, apresentamos, a seguir,
a abordagem do conceito de exponencial em livros didaticos de Andlise Real, buscando suas
relagdes com fungdes exponenciais e logaritmos, de tal maneira que, posteriormente, possamos
comparar, por um lado, de que forma a busca pelo rigor foi um determinante em cada
abordagem e, por outro lado, de que forma cada abordagem pode ser considerada mais ou
menos intuitiva, a partir da concepc¢ao dinamica de intui¢do que estamos considerando.

3 Fung¢odes Exponenciais, Logaritmo Natural , a* e log,x nos livros de Analise Real

Como descrevemos, realizamos uma analise de como as fungdes exponencial e
logaritmo natural sdo introduzidas em alguns livros didaticos de Andlise Real, apresentados a
seguir. A escolha por esses livros foi feita ndo somente por nossa experiéncia prévia como
professores de Andlise Real em disciplinas de cursos de graduagdo e pods-graduagdo, mas
também por serem livros considerados “classicos”, que, como tal, integram as referéncias
bibliograficas de programas e, de fato, sdo adotados como principal referéncia em disciplinas
de Analise Real oferecidas em diversos cursos de Matematica (Licenciatura e Bacharelado) no

Brasil.
Tabela 1: Livros Didaticos de Analise Real
Titulo Autor(es) Edicao Ano
Analise | D. G. de Figueiredo 2a 1996
Analise Real — Volume 1 E.L. Lima 6a 1996
Curso de Analise — Volume 1 E.L. Lima 10a 1996
Introduction to Real Analysis R. G. Bartle e D. R. Sherbert 4a 2011
Principles of Mathematical Analysis W. Rudin 3a 1976

Fonte: Elabora¢do dos autores.

A estratégia utilizada nos livros analisados ¢ definir, primeiramente, a funcdo
exponencial ou a fun¢do logaritmo natural e, num segundo momento, a partir das propriedades
demonstradas, obter a segunda como inversa da primeira. Feita a constru¢do das fung¢des
exponencial e logaritmo natural, todos os livros descritos na Tabela 1, definem:

x — pxin(a) _ In()
a e elogyx In(ay

em que e” ¢ a fung¢do exponencial avaliada em x e In(x) é o logaritmo natural avaliado
em x. A partir dessa defini¢do, as propriedades a**Y = a*a”, (a*)¥ = a™,log,(xy) =
log,x + log,y, as derivadas e integrais de a* e log,x sdo obtidas recorrendo-se aquelas ja
obtidas para as fungdes exponencial € o logaritmo natural.

Nos livros de Rudin (1976) e de Bartle e Sherbert (2011), primeiramente, os autores
definem a funcao exponencial e, nos livros de Lima (2002a, 2002b) e de Figueiredo (1996),
primeiramente, os autores definem a funcao logaritmo natural. No Capitulo 3 de Rudin (1976),
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. . , 1 .
inicialmente, o autor introduz o nimero e = Z?f:o; , no Capitulo 8, define, para qualquer

numero complexo z, a fungao:
oo Zn
Exp(z) = vk
n=0
A partir dessa definicdo, € possivel obter as propriedades Exp(z+w) =
Exp(z)Exp(w) e (Exp)'(z) = Exp(z) para quaisquer z ¢ w complexos.
Bartle e Sherbert (2011) enunciam, no Capitulo 8, o seguinte resultado:
Teorema 1: Existe uma unica funcdo Exp: R — R diferencidvel que satisfaz:

1. A derivada de E ¢ igual a propria fungao E, isto ¢, (Exp)'(x) = Exp(x) para todo
x ER;

2.Exp(0) = 1.

A demonstracdo desse resultado ¢ feita utilizando-se integrais, sequéncias e séries de
fungdes e conceitos de convergéncia. Por meio dessa abordagem, define-se e = Exp(1).
Utilizando-se conceitos e resultados de Anélise Real, tanto Rudin (1976) como Bartle e Sherbert
(2011) apresentam as seguintes propriedades:

(1) Exp(x) # Oparatodox € R;
(i) Exp(x +y) = Exp(x) Exp(y);
(iii) Exp(p) = eP para qualquer p racional.

A abordagem de Rudin (1976) ¢ toda feita para nimeros complexos e, somente depois,
¢ realizada a restricdo para os numeros reais. A propriedade (iii) sugere definir e* = Exp(x).

Em ambas construgdes apresentadas, pode-se obter, seja por defini¢do, seja por
resultados de Analise Real, o seguinte teorema:

Teorema 2: Valem as propriedades abaixo:
1. e* é continuamente diferenciavel;
2.(e®)' = e*;
3.e* ¢ estritamente crescente;
4. e*XtY = eXe¥

5.lime* = we lim e* =

X—00 X——00

Das propriedades 1 e 3, tem-se a existéncia de uma funcdo inversa In, o logaritmo
natural, que ¢ estritamente crescente e diferenciavel, cujo dominio é {y € R:y > 0} = Rf.O

Teorema da Fungéo Inversa garante que (In)'(y) = % A partir dessa defini¢do, obtém-se todas
as propriedades conhecidas da fun¢do logaritmo natural.

Por outro lado, Figueiredo (1996) e Lima (2002a, 2002b) trilham o caminho inverso,
definindo, primeiramente, a funcao logaritmo natural, da seguinte forma:

Definigdo: A fungdo In: Rf — R dada por In(x) = [ lx %dt ¢ dita logaritmo natural.

A partir das propriedades da integral, a fungdo definida possui derivada de todas as
ordens, ¢ crescente e concava. Além disso, pode-se obter diretamente que In(xy) = In(x) +
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In(y). A partir de resultados de Andlise Real, prova-se que I[n ¢ sobrejetiva e define-se
exp: R > R} como sendo a inversa de In. Com essa abordagem, os autores sdo capazes de
obter todas as propriedades conhecidas de In e exp(x) = e*. Uma vez construidas essas
fungoes, define-se a* e log,x como em (2).

4 Uma construcio de a* e log,x via supremo e infimo

Rudin (1976) e Bartle e Sherbert (2011) sugerem como exercicio uma constru¢do de a*
e log,x via supremo e infimo, que exige menos ferramental matematico para definir tais
fungdes, mas tal constru¢do nao ¢ muito explorada pelos autores. Entretanto, tal construcao €
feita detalhadamente no livro de Analise Real do primeiro autor do presente artigo que esta por
ser langado brevemente, aqui, identificado por Martins (em preparagao) € que, agora, passamos
a detalhar.

A defini¢ao de a*, quando x ¢ um namero natural, é feita de forma intuitiva: a* é a
multiplicado por a,x vezes. Para definir a*, quando x € Z, recorre-se a um argumento 16gico,
) . . ~ 1 , .
no sentido de manter as propriedades fundamentais; entdo, define-se a* = e Apos designar,
via supremo, a no¢do de raiz n-€sima, também determina-se, no sentido de assegurar as
. . n ~ e . m
propriedades fundamentais, x = —€ Q, em que n e m sdo inteiros, a* = Va" (notemos que
a restricdo a > 0 é necessaria), sendo que propriedades de calculo sdo obtidas para expoentes
racionais. Para quaisquer r,s € Q, comr < s, tem-se:
l.a" <a’ sea>1;
2.a" >af sea< 1.

Tais propriedades nos dizem que a fungdo f: Q — R dada por f(x) = a* ¢ crescente,
se a > 1, e decrescente, se a < 1. A Figura 1 ilustra um “grafico” intuitivo de f que nao ¢
matematicamente rigoroso, pois, uma vez que Q ¢ denso em R, o eixo x nao consegue descrever
geometricamente o conjunto dos numeros racionais. Os pontos marcados na Figura 1 ilustram,
intuitivamente, um conjunto denso no grafico de f.

Figura 1: Ilustracdo intuitiva do grafico de f

a>1 OD<axl1

Fonte: Elaboracdo dos autores.

Para chegar a a* utilizando supremo e infimo, faz-se necessaria a escolha de um
conjunto adequado paracadaa > 0ex € R,podendoesteser: E(x) ={a’:s € Qes < x},
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ou seja, E(x) é o conjunto de todas as poténcias a®, em que s € racional e menor que X, como
ilustra a Figura 2.

Figura 2: Ilustragdo intuitiva do conjunto E(x) com x € R

a>1 O<a<l1

Fonte: Elaboragao dos autores.

Pode-se demonstrar que, para todo r € Q, tem-se: a” =sup E(r),sea>1ea" =
inf E(r),se0<a<1.

Em tais demonstragdes, utiliza-se a defini¢ao de supremo e infimo, e o fato de que, dado
a>0,a # 1, todo intervalo ndo degenerado de R contém um niimero a” para algum r
racional. A prova desse resultado podera ser vista no mencionado livro a ser langado de Martins
(em preparagdo) ou também em Lima (2013). A partir das igualdades obtidas via supremo e
infimo, observando a Figura 2, somos conduzimos a seguinte defini¢ao:

Dado a > 0 com a # 1, define-se para todo x € R:
1l.a® =sup E(x),sea > 1;
2.a* =infE(x),se0<a < 1.

Diferentemente da abordagem apresentada pelos livros descritos na Tabela 1, a definigao
acima ndo nos fornece diretamente as propriedades que envolvem a fungdo f: R » R, dado
f(x) = a*, tais como a monotonicidade, a** = a*a¥ e (a*)¥ = a*?, que, entdo, precisam
ser demonstradas. E importante observar, porém, que a construgio utiliza apenas a completude
de R, as defini¢des de supremo e infimo e as ideias visuais apresentadas nas Figuras 1 e 2.
Apresentamos, a seguir, a demonstra¢ao das propriedades que também poderdo ser vistas no
mencionado livro a ser langado por Martins (em preparacao):

Teorema 3: Dadoa > 0 e a # 1, tem-se a**Y = a*a¥ e (a*)Y = a™.

Demonstragdo. Apresentamos a demonstragdo apenas para a**Y = a*a¥ quando a >
1, pois os demais casos sao analogos. Por definicao, se a > 1:

a*tY =supE(x+y) =supf{at:t € Qet <x+y}
a*=supE(x) =sup{a":r € Qer < x}

a’ =supE(y) =sup{a®:s € Qes <x}

Como {a"™*:r<xes<y}c{a™:r+s < x+y}, tem-se

r+s r+s
Supr<x,s<y {a } SSupr+s<x+y {a }

Suponha, por absurdo, que sup a"™ts} <sup a"*$}. Desse modo,

r<x,s<y { r+s<x+y {
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{aT+S} .

existem p,q € Q comp + q < x + Y, tais que

{a” - a®} =sup {a™} < aP*? <sup
r<x,s<y

sup

r<x,s<y r+s<x+y

Pela densidade de Q em R, toma-ser; < xes; <y, taisquep+q<nr +s; <x+y.
Utilizando as propriedades ja conhecidas para racionais, tem-se aP*t? < a™1*51 = q"151, o que

contradiz a defini¢do de supremo. Desse modo, sup,_. ., {a™*}y =sup,, _, y {a"*5}).
Assim,
a*a” = E(E(y) = SUD <5<y {0} =SUD < 5<y {a" - a’} =SUPyps<xty {a™*}

=SUpP, .\, {a'} =sup E(x +y) = a**7.
Teorema 4: Se x < y, tem-se
l.a* <a?,sea>1.
2.a* >a¥,se0<a<l.

Demonstracdao. Novamente, faremos a demonstracao apenas do caso 1, pois o caso 2 ¢ analogo.
Tomemos r,s € Q tais que x < r < s < y. Partimos desta defini¢do de supremo: a” < a® <

a”. Como a* ¢ a menor das cotas superiores de E (x), deve-se ter a* < a”, o que prova o caso
1.

O Teorema 4 garante que a fungéo f: R — R} dada por f(x) = a*,coma >0ea #
1 ¢ injetora. Por outro lado,se b > 0e X = {x € R: a* < b}, entdo, c =sup X étal que a® =
b, ou seja, f € sobrejetiva. Dessa forma, pode-se definir a inversa de fcomo sendo o logaritmo
na base a, isto €, g: R} — R ¢é descrita como g(y) = log,y no sentido de que:

x=g) = logey © y = a* = f(x).

As propriedades de log, podem, entdo, ser obtidas de maneira tradicional, como
comumente € feito nos livros de Matematica do Ensino Médio.

5 O péndulo entre o rigor e a intuicdo nas construcdes apresentadas

A abordagem apresentada pelos livros didaticos de Andlise Real que analisamos ¢
matematicamente rigorosa e permite obter boas propriedades, incluindo aquelas que j& haviam
sido abordadas no Célculo Diferencial e Integral. Sem sombra de duvidas, o percurso de
construgdo das funcdes exponencial e logaritmo natural trilhado por todos os autores apresenta
uma sequéncia logico-dedutiva completa do ponto de vista do rigor, no sentido de que todas as
demonstragdes necessarias sdo delineadas didaticamente, bem como algumas outras mais
acessiveis sdo remetidas ao leitor, pratica natural em livros didaticos de Matematica.

Entretanto, independentemente da opg¢ao didatica de cada um dos autores por definir, a
principio, a fungdo exponencial, como no caso de Rudin (1976) e de Bartle e Sherbert (2011)
ou, de modo inicial, a fungdo logaritmo natural, como no caso de Lima (2002a, 2002b) e de
Figueiredo (1996), o percurso de construcao parece-nos longo e demanda todo um ferramental
que, em geral, s estd “disponivel didaticamente” ao final da disciplina de Analise Real que,
em sua tradicao, trilha de forma sequencial os cldssicos contetidos de: nimeros reais, sequéncias
e séries numeéricas, limites, continuidade, derivadas, integrais, sequéncias e séries de funcoes.

Nesse contexto da pratica docente, o percurso de construgdo apresentado por Rudin
(1976) e por Bartle e Sherbert (2011) demanda um trabalho prévio com sequéncias e séries de
funcdes para a defini¢do da fungdo exponencial. Ja o exposto por Lima (2002a, 2002b) e por
Figueiredo (1996) pede uma pratica inicial com integrais para a definicdo da fungdo
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exponencial. Se considerarmos, por nossa longa experiéncia docente como professores de
Analise Real em disciplinas de cursos de graduagdo e pos-graduacao, a possibilidade real de
que, em alguns periodos letivos, os conteudos de integrais e de sequéncias e séries de fungdes
possam nao ser sequer abordados por uma questao de tempo exiguo, isso imputa aos professores
e, consequentemente, aos alunos a inviabilidade de uma elaboragdo rigorosa da fungdo
exponencial. Outro fato a ser considerado ¢ que, em algumas universidades brasileiras, pode
acontecer de o conteudo de sequéncias e séries de funcgdes ser remetido para uma segunda
disciplina de Analise (na Reta e/ou no R™) que, em geral, é obrigatoria somente para cursos de
Bacharelado em Matematica.

Dentro dessa perspectiva, a op¢ao didatica por uma construgdo igualmente rigorosa da
fungdo exponencial, porém seguindo um percurso que demanda menos ferramental trabalhado
previamente em Analise Real, parece-nos mais adequada, com vistas a garantir, de fato, tal
construcdo na sala de aula, como no caso do mencionado livro de Martins (em preparagao).
Como forma de ilustrar as principais diferencas entre os percursos de construcdo da funcdo
exponencial trilhados pelos diversos autores, apresentamos a Figura 3.

Figura 3: Percurso de construcdo da fungdo exponencial pelos diversos autores

____________
____________
-----

D’p € @ - Completude, Supelnfl .

~,

Martins (em preparagdo) ™,

Ay

Sequéncias e Séries Numéricas X
1

—————"

Limite de Fungdes

_at,x€ER

#

Derivadas e Séries de Taylor

o Lima (2002)
’ Lima (2010)

»
_~"Figueiredo (1975), |

-~
-

Integrais }" /"
" Rudin (1976)

Bartle e Sherbert (2011)

(&

[ )

E )
et .
E )

(

(

Sequéncias e Séries de Funcdes } ________________________ -

Fonte: Elaboracdo dos autores.

Julgamos por bem analisar, também, alguns outros aspectos rigorosos e intuitivos da
construgdo feita via supremo e infimo que, além de se valer de poucos (ainda que profundos)
resultados de Andlise Real, como a completude da reta, apresenta uma ideia visual
relativamente simples de como introduzir o conjunto E (x) para x € R e definir a* tomando a
maior das cotas inferiores, quando 0 < a < 1 ou a menor das cotas superiores, quando a > 0.

Dessa forma, considerando a concepg¢ao dindmica de Reis (2001), entendemos que os
elementos intuitivos presentes nas ilustragdes intuitivas apresentadas nas Figuras 1 e 2
contribuem para a visualiza¢do, a imaginagdo e a criatividade dos alunos. Cabe destacar que,
além de conceber a visualizacdo como um importante processo mental ressaltado pela intuigao,

Revista Internacional de Pesquisa em Educagdo Matematica )
Brasilia, v. 16, n. 1, p. 1-13, jan./abr. 2026 10

International Journal for Research in Mathematics Education



RFEE

neste artigo, entendemos visualiza¢ao nos seguintes termos, estabelecidos por Arcavi (2003):

Visualizagdo ¢ a habilidade, o processo e o produto da criagdo, interpretacdo, uso de
reflexdo sobre figuras, imagens, diagramas, em nossas mentes, no papel ou com
ferramentas tecnologicas, com a finalidade de descrever e comunicar informacdes,
pensar sobre e desenvolver ideias previamente desconhecidas e entendimentos
avancados. (p. 217).

Nesse contexto, a visualizacdo proporcionada pela interpretacdo das ilustragdes
apresentadas nas Figuras 1 e 2 em sala de aula sedimenta, intuitivamente, o caminho para a
formalizacdo e a generalizacdo necessarias a defini¢do rigorosa da func¢do exponencial, com a
qual culmina a construcao proposta em Martins (em preparagao).

Cabe ressaltar, ainda, que a apresentacao dos contetidos em sala de aula ¢ elaborada por
cada professor de Analise Real que tem, em certa medida, liberdade para decidir a ordem, o
tempo e a forma de apresentacdo, especialmente, daqueles contetidos que precisam ser
ensinados de uma maneira logica e adequada a aprendizagem dos alunos. A partir dessa
premissa, entendemos que o péndulo entre o rigor e a intuigdo na abordagem didatica dos
diversos conceitos a serem construidos movimenta-se, ora para um lado, ora para outro, muito
em funcdo da experiéncia docente do professor e, principalmente, de sua crenga em como tal
abordagem vai, de fato, contribuir para a aprendizagem dos conceitos em voga
destacados/focados.

Destarte, entendemos que nossa argumentacdo pelas possibilidades de visualizagao,
intui¢do, formalizacdo e generalizacdo advindas da construgdo proposta em Martins (em
preparagdo) nao implica, de modo algum, em desconsiderar tais possibilidades nas construgdes
apresentadas nos livros didaticos de Analise Real aqui analisados, exatamente, por
vislumbrarmos as potencialidades do movimento pendular entre o rigor e a intuigdo, como
assim o descrevemos.

Entretanto, também cabe retomar nossa consideracdo de que um livro didatico de
Anadlise Real desempenha um papel fundamental na configuragao de seu curriculo publico pois,
na pratica, ao ser adotado como referéncia principal para o desenvolvimento da disciplina,
acaba por influenciar, diretamente, na abordagem didatica dos contetidos, em sala de aula.
Dessa forma, concluimos que, se o livro adotado, em suas construgdes propostas, prima por
uma abordagem rigorosa dos conceitos analiticos sedimentada pela intui¢do, maior facilidade
terdo os professores de movimentar-se pendularmente no ensino rumo a uma aprendizagem
que, de fato, seja significativa e interpretativa, especialmente, por parte de alunos que,
futuramente, também serdo professores, nos mais variados niveis de ensino.

6 Consideracoes Finais

As construgdes apresentadas nos cldssicos livros didaticos de Anélise Real aqui
analisados possuem a vantagem de permitir obter importantes propriedades do Célculo
Diferencial e Integral para as fungdes exp(x), In(x),a* e log,x. Todavia, tais constru¢des
exigem um longo percurso de conhecimentos de Analise Real e as defini¢cdes apresentadas em
(2), sob a concep¢ao dindmica que adotamos, pouco ressaltam os elementos intuitivos que
devem ser trabalhados numa perspectiva didatica.

Outrossim, entendemos que uma defini¢ao rigorosa da exponencial ¢ fundamental para
a formacdo de professores e de bacharéis em Matematica, bem como concebemos a Anélise
Real como uma oportunidade impar para a construg¢do de conceitos matematicos nucleares que
colaboraram com o desenvolvimento do pensamento analitico, tdo importante na constituicao
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de um pensamento matemdtico amplo e soélido. Entretanto, também defendemos que, no
contexto do ensino de Analise Real, ha que se considerar a centralidade de tal construgao por
meio de percursos didaticos que proporcionem uma exploragdo multipla e flexivel dos
conceitos construidos, buscando um equilibrio entre significagdo/compreensao intuitiva e
validagdo/demonstragdo rigorosa, a luz da aprendizagem dos alunos.

Por fim, reafirmamos a importancia da realizagdo de mais pesquisas sobre a
apresentacdo de conceitos matematicos em livros didaticos, particularmente, de disciplinas de
conteudo matematico avancado. Acreditamos que tais pesquisas podem contribuir para que os
professores reflitam e até mesmo repensem o ensino desses conteudos, particularmente, no
Ensino Superior, l6cus de exponenciagdo de conhecimentos matematicos e pedagogicos, tanto
por parte dos autores dos livros didaticos, como por parte dos professores que os adotam nas
mais variadas disciplinas.
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