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RESUMO

Qual a relagdo do curso de calculo com o curso de analise? Em que medida
um curso de calculo deve ou pode ser um curso de analise? Que papel desempenha
o conceito de limite num primeiro curso de calculo? Essas questdes sdo sempre
atuais. Para discuti-las, tomarei como ponto de partida a segunda edi¢do de
(Swokowski, 1995). Escolho este porque € atual e € um bom livro, portanto sua
estrutura ¢ essencialmente a mesma de todos os outros livros de calculo encontrados
nas livrarias. Mostrarei que essa estrutura gera dificuldades para os alunos,
principalmente no conceito de integral. Discutirei essas dificuldades a partir de um
artigo intitulado Uma mudanga de ponto de vista sobre o ensino da integral
(CI2U, 1990). Argumentarei pela insuficiéncia das solugGes oriundas desses dois
autores, mostrarei como elas se originam na insisténcia de manter o conceito de
limite como fundamento do calculo e acenarei com o cdlculo infinitesimal como
sugestdo de uma alternativa didatica para a seqiiéncia de disciplinas calculo-analise.
Discutirei as resisténcias que se opdem a um tal projeto e terminarei exemplificando
os conceitos de derivada e integral pela via dos infinitésimos, sobre a mais simples
das fungdes ndo triviais f(x) = x.

SWOKOWSKI, 2* EDICAO: UM NOVO LIVRO

Gragas a Editora Makron Books do Brasil podemos contar, a partir deste
ano, com a tradugdo da quinta edigéo do livro de céalculo de Swokowski (Swokowski,
1995). A tradugéo que foi denominada 2° edigdo, na verdade € um livro novo, muito
melhor que o antigo. Transparece que a nova organizagdo foi feita por quem
experimentou o material em sala de aula e sabe bem em que pontos os alunos
encontram dificuldades. Varias mudangas eram obviamente necessarias, como a
postergagdo da formula de Taylor para o segundo volume, junto com séries de
poténcias. Outras eram esperadas e sdo bem-vindas. Por exemplo, ha muito se sabe
que a dificuldade que os alunos encontram nos problemas de aplica¢des de derivadas,
como problemas de taxas de variagio e de maximos e minimos, néo esta no calculo
das derivadas ou na determinag@o dos extremos. O que eles ndo conseguem é escrever
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a formula da fungdo a derivar! Por isso € louvavel que varios problemas tipicos,
como os das caixas sem tampa, dos cilindros inscritos em cones etc., tenham sido
antecipados para um capitulo inicial, denominado Revisdo pré-cdlculo. Esses
problemas aparecem ai sob a demanda escrevay em fungdo de x. Mais tarde, quando
forem retomados no capitulo Aplicagdes da derivada, a principal dificuldade estara
resolvida, porque o conceito de fungdo estara melhor compreendido. Outro ponto
positivo € a antecipagdo das fungGes trigonométricas para os capitulos iniciais.
Embora continue-se a s6 poder contar com as fungGes exponenciais e logaritmicas
e suas derivadas a partir do capitulo 7, o calculo das derivadas de seno, co-seno ¢
tangente foi antecipado para o capitulo 3. Com isso pode-se contar com essas fungdes
nos exercicios de aplicagdes das derivadas e nos exercicios da regra da cadeia. De
fato, era dificil ensinar a derivada da composta s6 com exemplos de fungdes

algébricas, sem contar com os cavalos de batalha cosx” e cos” x.

Nesta nova edigdo muitos exemplos ¢ exercicios foram acrescentados e as
figuras foram substancialmente melhoradas. E possivel que (Swokowski, 1995)
venha a se constituir no livro da década entre nos. Exatamente por isso, toma-lo-ei
como ponto de partida para discutir questdes que ha muito rondam os cursos de
calculo e que podem ser colocadas, em primeira aproximagao, assim: qual a relagdo
do curso de calculo com o curso de analise? Em que medida um curso de calculo
deve ou pode ser um curso de analise? Que alternativas temos para evitar o uso do
conceito de limite em um primeiro curso de calculo? Néo vou levar em conta
argumentos ridiculos, do tipo “sempre € bom™: Sempre é bom que o aluno veja
épsilons e deltas, para depois quando precisar, lembrar de que ja ouviu falar. Vou
comegar descrevendo a estrutura de (Swokowski, 1995) que € essencialmente a
mesma de todos os outros livros de calculo. Mostrarei, em seguida, que dificuldades
epistemoldgicas tal estrutura gera, principalmente no conceito de integral, ¢ discutirei
essas dificuldades a partir de um artigo de (CI2U, 1990) intitulado Uma mudang¢a
de ponto de vista sobre o ensino da integral. Argumentarei pela insuficiéncia das
solugdes oriundas desses dois autores, mostrarei como elas se originam na concepgdo
historica dos limites e nimeros reais e acenarei com uma sugestdo didatica alternativa
para as disciplinas de célculo de analise.

AS DIFICULDADES COM A INTEGRAL

(Swokowski, 1995) comega com um capitulo de revisdo do segundo grau. O
capitulo 2 contém um estudo bastante desenvolvido de limites, incluindo a definigdo
por épsilons e deltas, exemplos de existéncia e provas de ndo existéncia, casos
finitos e infinitos, assintotas horizontais e verticais, descontinuidades de primeira e
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1
segunda espécie, como S€N— . No capitulo 3, a derivada é apresentada como limite
X

da razdo incremental, o capitulo 4 entra em aplicagGes da derivada e o capitulo 5
devota consideravel espago a teoria da integragdo. Em 5.1 ¢ 5.2 apresenta-se a
integral indefinida, com a mudanga de variavel. Em 5.3 e 5.4 apresenta-se,
respectivamente, a arca ¢ a integral como limites de somas de Riemann,
exemplificando com o calculo de areas conhecidas, do trapézio e do circulo. Em 5.5
estdo as propriedades obvias da integral, em 5.6 os teoremas fundamentais do calculo
eem 5.7 aregra de Simpson. O capitulo 7 € devotado a aplicagdes da integral. O 8°
capitulo estuda as fungdes logaritmicas e exponenciais, o 9° exercita técnicas de
integragdo e o 10° ensina finalmente a regra de L’Opital e integrais improprias.

A medida em que é aproximadamente esta a estrutura de qualquer livro de
calculo que se encontre nas livrarias, os comentarios que farei tomando (Swokowski,
1995) como ponto de partida se aplicam a todos os outros. Adotemos o ponto de
vista de um leitor que no esteja submetido ao uso do livro em sala de aula ¢ que,
pelo contrario, esteja curioso para saber como os conceitos de derivada e integral se
aplicam as fungdes.

Este leitor pode pensar na mais simples das fun¢Ges ndo triviais, f(x) = x2,
sobre a qual tudo fica transparente, ¢ percorrer (Swokowski, 1995) visando a
esclarecer os conceitos a partir de sua aplicagdo a parabola. Examinando o texto,
notara que os papéis dessa fungdo nos capitulos da derivada e da integral sdo muito
diferentes. No capitulo 3, x2 ¢ apresentada como o primeiro exemplo, esclarecedor
do limite da razdo incremental, logo apos a defini¢do de derivada (ib. pag. 116). Em
contraposigdo, no capitulo 5, a parabola (16-x:) aparece pela primeira vez como o
sexto exemplo de célculo de areas por somas de Riemann, enquanto o primeiro
exemplo de célculo de drea usando o teorema fundamental do calculo ndo é x* mas,
sim, 6x:-5 (ib. pag. 364). Conclui-se que a fungo x: ndo ¢ invocada para esclarecer
o conceito de integral. Pelo contrario, ela o obscurece, a medida em que a area da
parabola ¢ calculada pela formula da soma dos quadrados dos naturais, demonstrada
por indugdo no apéndice. O leitor fica inevitavelmente se perguntando de que cartola
saiu essa formula. Preocupado dom ela, desvia sua atengdo da relagio dela com a
integral.

Outro sintoma de que as coisas ndo vdo tdo bem com a integral quanto com

a derivada ¢ que a notagdo J.f(x)dx para a primitiva de uma fungdo que

(Swokowski, 1995) coloca no inicio do capitulo sobre integragéo, fica totalmente

-1
e g . 2l
misteriosa. Por que denotar antiderivadas assim e ndo, por exemplo, por :

dx

A mudanga de variaveis apresentada em 5.2, ndo explora a forga dessa notagdo e
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aparece como um ritual burocratico com dx e du (Swokowski, 1995, p. 319):

[ 7 (g(e)g! (x)de = F(g(x)+C
Seu=g(x) e du=g'(x)dx, entao
[ f@ydu=Fu)+C

Por que ndo optar por

[ f(&(x)g'(¥)ax = [d(F(g(x) = F(g(x)) +C

com cancelamento dos simbolos I e d ? Seria esse um atrevimento que o

autor quer evitar?

Um terceiro sintoma de dificuldades € a ambigiiidade do estatuto
epistemoldgico da integral. Na definigdo (Swokowski, 1995, p.343) o autor escreve
(negritos dele e grifos meus):

“A afirmagdo ",E‘ﬁﬂozkl Jw)Ax, =L significa que, para todo e (...)”

No entanto, logo abaixo 1&-se: “O numero L é um limite de somas de
Riemann”. Nesta mesma pagina ha mais trés ocorréncias da expressdo “se o limite
existe”. Ora, antes de mais nada, ndo se trata, aqui, do limite de uma fungéo: a cada

valor de ”P

de limite que o leitor tera visto no capitulo 2, Limites de fungdes. Dizer que “o
numero L € um limite (...)”" da margem a que se entenda que se trata de demonstrar
a igualdade entre duas grandezas e ndo de definir um significante pelo outro. A
énfase no “significa que” ndo ¢ suficiente para instituir a definigdo como principio
e impor que “limite” signifique o processo -0 ai descrito, e ndo o processo £—8 da
definigdo anterior de limite de fungdo. S6 quando o leitor tiver o conceito de filtro
podera ver que aquele € um caso particular deste.

Mais uma dificuldade com a integral: no prefacio (Swokowski, 1995) declara
que, “quase todos os exemplos sobre aplicagdes de integrais definidas foram
refeitos, de modo a substituir limites formais de normas por um método mais
intuitivo, utilizando diferenciais”. De fato, a figura 6.7, por exemplo, (ib. p. 392)
modifica a figura 6.6 de (Swokowski, 1983 p. 275) e introduz dx como largura do
retdngulo, visando a obter a formula da area sem escrever a soma de Riemann nem
o limite. Entretanto, o leitor ¢ deixado a meditar o que dx, enquanto "largura de um
retdngulo”, tem a ver com a "diferencial dx da varicvel independente” definida na
pagina 162 da nova edigéo.

Em resumo, a estrutura de (Swokowski, 1995) bem como de todos os outros

ndo corresponde um ¢ um s6 valor da soma. Nao € o mesmo conceito
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livros de calculo vendaveis, constroi-se sobre uma pedra fundamental, o conceito
de limite, que é usado para fundamentar os dois conceitos basicos de derivada e
integral. Como vimos, essa diretriz de produgdo de significados no campo semdntico
dos limites gera problemas epistemologicos que se traduzem em dificuldades para
os alunos. Esforgos para evitar algumas, fazem aparecer outras, como um mosaico
que ndo se encaixa. A insisténcia em antecipar e trivializar o conceito de limite é tal
que ele parece mais importante que os conceitos de derivada e integral que nele se
fundam. E inevitavel lembrar os trabalhos de Arquimedes, onde exemplificar
exaustivamente o método de exaustdo parece mais importante que obter o resultado.
Apesar de ser exagero dizer que (Swokowski, 1995) e os livros vendaveis de calculo
precisam de derivadas e integrais para terem onde investir o conceito de limite,
fica-se com a impressdo final de que eles tentam cobrir um cadaver com um lengol
muito curto. Ndo ¢ de admirar que, para os alunos, tal como no tempo de Leibniz, o
calculo ainda seja uma questéo de fé.

PESQUISA EM UM IREM

As dificuldades dos estudantes com a teoria da integragdo tém sido notadas e
estudadas pela escola francesa de Educagdo Matematica. “Sé duas aquisi¢des
menores e totalmente redutoras parecem resistir ao desgaste do tempo: na
Matemadtica, o cdlculo de primitivas e em Fisica um formalismo cémodo de
equacionamento” (CI12U, 1990, p. 210). De fato, a maioria dos alunos que passam
por cursos de célculo, lembram que a integral ¢ um limite de somas e que a area da
parabola ¢ obtida pela variagdo da primitiva x*/3, mas ndo conseguem explicar o
que uma coisa tem a ver com a outra. Quando se lhes pede para calcular a derivada

4f 2
de _[ " +1dt , a maioria deles, primeiro, se empenha em longos esforgos para

calcular uma primitiva. Isso mostra que reduziram o conceito ao algoritmo.

Sobre o procedimento de equacionamento dos problemas de Fisica, o autor
diz que “ndo fornece ao estudante paradigmas que facilitariam a emergéncia do
conceito (de integral), porque os ‘equacionamentos integrais’ sdo apresentados, na
maioria das vezes, de modo formal e totalmente ‘naturalista’”. Citarei o longo
argumento para dele fazer uso posterior. (Os grifos sdo meus.) “Para calcular um
resultado R representando, por exemplo uma grandeza associada a um objeto, (esses

equacionamentos) propdem avaliar a quantidade ZdR correspondente a uma

parcelizagdo deste objeto em pequenos pedagos. Escolhem, entdo, uma
parametrizagdo x. Situam-se, entdo, em um ponto M(x), tomam um elemento dQ2
“infinitamente pequeno” do objeto considerado, situado ao redor de M(x) e
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materializam sua medida por simbolos dl ou dS ou dV, etc. Depois, calculam a
contribuig¢do elementar ou infinitesimal dR = f(x) dx onde f(x) ¢ uma formula que
leva em conta a intensidade do fendmeno que produz o resultado e a escolha da
parametrizagdo x. Enfim, externam a intengdo de calcular a soma das contribui¢des

infinitesimais colocando diante do produto um dos simbolos integrais J. > H > H_" >

conforme o caso. Uma vez cumprido esse “ritual de integragdo”, engajam-se na
procura de uma primitiva; se conseguem acha-la, a matematizagdo do problema ¢
considerada como tendo sucesso total.” (CI2U, 1990, p. 211).

O autor localiza o problema no conceito de fungdo integravel e vai orientar a
solugdo por ai. “Na pratica, fazemos a hipdtese didatica que €, em grande parte, a
impossibilidade de concretizar para os alunos este conceito de integrabilidade que
arruina o ensino da teoria da integral (ib. p. 209). Segundo essa hipotese a solugdo
proposta se exerce segundo duas diretrizes. A diretriz didatica consiste em organizar
o ensino segundo ctapas ditadas pela analise epistemoldgica do procedimento de
integragdo: etapa de decomposigdo (o problema global ¢ aditivamente localizavel),
etapa de enquadramento (o problema admite por toda parte estimativas do tipo
“produto simples™) e etapa de passagem ao limite (o erro global do enquadramento
desaparece por passagem ao limite” (ib. p. 217). O controle do erro o leva a enfrentar
a questdo da integrabilidade. Simultaneamente procura “resistir a facilidade
pedagogica de abordar bastante cedo o calculo das primitivas™ (ib. p. 220), para
evitar que o aluno “reduza o conceito (de integral) ao primeiro algoritmo de calculo
que se lhe oferega” (ib. p.209), “avisando aos alunos que, nos exames, eles terdo de
manipular integrais de fungGes das quais eles ndo saberdo necessariamente calcular
as primitivas” (ib. p. 220).

Assim, a diretriz diddatica da solugdo de (CI2U, 1990) implica manter o
conceito de limite como pedra fundamental da integral. Ndo difere, pois, da estratégia
de (Swokowski, 1995) e dos livros de calculo. A redugéo do conceito ao algoritmo
parece inevitavel a medida em que o conceito e o algoritmo néo se correspondem: o
conceito esta no campo seméntico discreto-numérico das somas de Riemann, o
algoritmo pertence ao continuo geométrico. Entre eles ha o abismo epistemoldgico
que a teoria dos limites tenta transpor.

Outra diretriz, de (CI2U, 1990) que denominarei pedagdgica, consiste em
favorecer que o aluno “entre em uma certa problematica cientifica de modelizagdo
do real’. Em resumo, o ponto de vista de é o seguinte (italicos do autor, grifos
meus): “Pensamos que, enquanto o estudante ndo entrar em uma certa
problemditica cientifica de modelizagdo do real, de controle da adequagdo e da
validade dos procedimentos empregados, o ensino de conceitos sofisticados, como
este de integral so pode se apresentar a ele como uma espécie de mistificagdo;
desde o comego ele vai muito provavelmente, reduzir o conceilo ao primeiro
algoritmo de calculo que se lhe oferega, porque apenas o cdlculo terd alguma
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significagdo enquanto meio de agdo” (p. 209).

Para realizar a diretriz pedagdgica de mergulhar o aluno na problematica
cientifica de controle de validade dos procedimentos usados na matematica, (CI2U,
1990) propde instituir o debate nos anfiteatros em torno de questdes matematicas.
O argumento € que a permanéncia do algoritmo e do processo de equacionamento
resistem ao tempo porque sobre elas o aluno pdde agir cientificamente, enquanto a
“aquisi¢do deste conceito (de integral) corresponde, para os estudantes do ciclo
basico a um salto epistemologico em sua apreensdo do que seja um encaminhamento
cientifico” (ib. p. 209). A aposta € que o debate cientifico em que o aluno fala nos
anfiteatros lhe dara a oportunidade de “exercer suas iniciativa e suas competéncias
anteriores sobre a parte conceitual (...) a tempo de ndo perder o sentido do conceito
de integral ao usa-lo em outras disciplinas” (ib. p. 214). "O procedimento integral
de particdo, aditividade, majoragdo, minoragdo e passagem ao limite torna-se
progressivamente, para o conjunto dos protagonistas do debate, o inico procedimento
racional que permite simultaneamente fazer calculos matematicos sem se descolar
da realidade fisica” (ib. p.216). O exemplo de debate que o autor apresenta se
refere ao calculo da forga de atragdo gravitacional entre uma barra retilinea e uma
massa pontual situada sobre seu eixo.

A estratégia pedagdgica adotada por (CI2U, 1990) se enquadra nas tentativas
de fazer o aluno falar. (Lacan, 1973, p. 18). Fazer o aluno falar é uma pratica
louvavel na qual a escola francesa de Educagdo Matematica esta se iniciando.
Certamente, suspender os malabarismos com o saber que os catedraticos europeus
exibem nos enormes anfiteatros gelados, para escutar o aluno, ¢ um procedimento
politico de louvavel atrevimento, quase impensavel em circulos matematicos.
Sabemos que “seria totalmente utopico acreditar que uma tal montagem didatica va
deslanchar subitamente uma forte paixdo cientifica nos anfiteatros™ (ib. p. 220).
Porém, com os varios anos de experiéncia que acumulamos tentando fazer o aluno
falar, sabemos também que, nos anfiteatros, jamais falardo mais que uma parcela
infima dos alunos e que, dependendo das circunsténcias, essa pratica pode ser tdo
discriminatdria quanto a aula expositiva dirigida apenas aos poucos que podem
manter o didlogo como professor.

O risco de difundir o autoritarismo na tentativa de fazer o aluno falar é ainda
maior quando se pensa, como em (CI2U, 1990), que “essa montagem didatica” se
destina ao “estudante que deseja compreender o que aprende” (p. 220, grifo meu).
Com este tipo de pensamento, o fracasso da estratégia pedagdgica € rapidamente
langado sobre o aluno que “ndo deseja compreender”, ou, como € voz corrente em
nosso meio, sobre o aluno que “ndo quer nada” (Baldino e Cabral, 1994). Além
disso, leve-se em conta que ndo existe uma “problematica cientifica” universal:
cada ciéncia tem a sua. Os estudantes de Fisica, por exemplo, por que deveriam eles
entrar na problematica cientifica da matematica? Por que deveriam eles se preocupar
com o controle matematico de bom termo dos procedimentos que usam se esse
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controle lhes é dado pela Fisica, ndo pela Matematica? Por que deveriam se preocupar
se as fungdes com que estdo trabalhando sdo “integraveis” se o exemplo mais
imediato de uma fung¢éo limitada ndo integravel a Riemann ja lhes parece uma
curiosidade patoldgica, sem sentido? E a massa de Dirac, que para eles ¢ tdo concreta
e fundamental? No curso de calculo ela sequer existe: fungdes descontinuas ndo
tém derivadas.

A medida em que (CI2U, 1990) nio apresenta resultados finais da pesquisa,
ainda se pode dizer que “a experiéncia mostra que este conceito (de fungdo integravel)
permanece estranho, sendo inacessivel a maioria dos estudantes, que o percebem
como uma “filigrana” de matematicos e ndo o véem, de modo algum, como fecho
da abobada, como a garantia de bom termo do novo procedimento no qual se iniciam”
(@ib. p. 209). Ora, se o aluno v€ o conceito de integral como “mistificagéo de
matematicos”, tal como afirma (ib. p. 209), ndo se deve esperar atitude mais
benevolente em relagdo ao conceito de limite. Para apresentar este conceito
(Swokowski, 1995) emprega um capitulo inteiro. Aqui também o conceito €
violentamente reduzido ao algoritmo. O que fica dele apds o curso de calculo? E o
calculo do limite por substituigdo do valor na formula da fungdo, quando ela é
continua, e a regra de L’ Opital, quando aparece uma indeterminagéo. Este capitulo
sobre limites de (Swokowski, 1995) é excelente para as primeiras semanas de um
curso de analise apds o ciclo basico mas seu valor para o curso de calculo €, pelo
menos, duvidoso.

CALCULO INFINITESIMAL, O FANTASMA DE UM ANTE-
PASSADO

Lamentando que as aplicagGes da integral nas ciéncias aplicadas ndo
favoregam o conceito de integral, (CI2U, 1990) empreende a critica do procedimento
integral descrito acima como “formal e totalmente ‘naturalista’”. E o seguinte o
teor dessa critica: o recurso aos “infinitamente pequenos’ atribuido ao procedimento
criticado, vigente nas ciéncias aplicadas, “deveria, normalmente, dar lugar a
discussdes sobre o sentido que se atribui ao d( ), porque a unica medida infinitamente
pequena no modelo standard é zero e ndo pode ser questdo aqui de escrever que
todas as quantidades infinitesimais sdo nulas, porque a soma seria, ela também,
invariavelmente nula. Mas o contrato didatico tacito € feito de tal modo que se
constata que essas discussdes, por assim dizer, jamais ocorrem. (...) Durante o ritual

de integragdo, o “deslize simbolico do sinal z ao sinal J- tem o poder magico

de resolver todos os conflitos seménticos”. (ib. p. 211, grifos meus).
A conseqiiéncia desse procedimento sobre os alunos € que “cles ndo véem,
de jeito nenhum, em que diregdo devem procurar (ou, ao menos eles ndo suspeitam

12 TEMAS & DEBATES - Sociedade Brasileira de Educagdo Matematica



que o problema se situa, provavelmente, em nivel da ordem de grandeza dos
infinitésimos desprezados) para explicar o paradoxo seguinte: Se aplicarmos o
procedimento de “dividir uma esfera ou cone em fatias finas e substituirmos o volume
de cada um delas pelo volume de uma fatia do cilindro inscrito ou circunscrito (ndo
importa) de mesma grossura” obtemos, por soma ¢ passagem ao limite, as formulas
classicas do volume da esfera ou do cone (logo o método € bom!); se reaplicarmos
exatamente a mesma técnica aos mesmos objetos, substituindo o volume pela
superficie lateral, obteremos sabe-se 1a o que (logo o método s6 € confiavel quando
€ escolhido pelo professor)” (ib. 1990, p. 211, grifos meus).

A primeira observagdo a fazer € que ndo se encontra em (Swokowski, 1995)
o menor vestigio da problematica dos infinitésimos. La o dx ¢ “largura de um
retdngulo”, que nada tem de infinitesimal, ¢ é também a “diferencial da variavel”,
dx = Ax. Um pouco de histodria esclarece a razdo dessa auséncia. O calculo das
tangentes e das areas preocupou a humanidade desde a antigiiidade, mas foi Pierre
Fermat (1601-1665) quem primeiro compreendeu a relagdo entre esses dois
problemas. Desde entdo os modelos iniciais de coeficiente angular da tangente
(velocidade) e area (espago percorrido) foram sendo submetidos a principios de
precisdo de linguagem denominados rigor matemdtico ¢ terminaram gerando os
conceitos de derivada e integral como os conhecemos hoje. Em continuagdo ao
trabalho de Fermat, Isaac Newton (1642-1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-
1716) enunciaram a relagdo entre tangentes € areas sob formas nas quais hoje se
reconhece o teorema fundamental do calculo (Swokowski, 1995, p. 362). Esse
teorema se resume dizendo que derivada e integral s@o operagdes inversas.

Desde que esse resultado fundamental foi afirmado, independentemente por
Newton e por Leibniz, a matematica, ou pelo menos o calculo, vem se constituindo
pela luta entre justificagdes diferentes dessa crenga: uma justificagdo no campo
semantico continuo-geométrico, centrada na nogéo de infinitésimo, e outra, no campo
semantico discreto-numérico, centrada na nogdo de /imite. No tempo de Leibniz
eram os infinitésimos que predominavam. Foi Leibniz quem introduziu a notagdo
para integral e derivada que prevalece até hoje:-dx € um acréscimo infinitesimal a x
do qual resulta um acréscimo infinitesimal, dy, ay. O quociente desses infinitésimos
Leibniz pensava como a derivada de y e a integral era uma soma infinita dos dy.
Faltava dizer o que se entendia por infinitésimos. Eram numeros? Ndo eram nulos,
mas eram menores, em valor absoluto, que qualquer niimero positivo. E o que seria
uma soma de um numero infinito de parcelas?

Essas questdes permaneceram aborrecendo os matematicos desde Newton e
Leibniz. O modo de produgdo da justificagdo, ou seja, o modo de produgdo do
conhecimento, sempre foi o do embate entre pontos de vista opostos. A ciéncia
esteve sempre submetida a dialética do sujeito e do outro cuja regra fundamental é
esta: cada vez que um fala, arrisca-se a mostrar-se descosido perante o outro (Lacan,
1973). A tentativa constante de evitar a queda ao falar ¢ denominada, ainda hoje,
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rigor matemdtico. Em fins do século passado a concepgdo discreta-numeérica
comegou a levar vantagem no debate matematico, impulsionada por Agustin-Louis
Cauchy (1789-1857) que trouxe o conceito de limite definitivamente para o primeiro
plano, por Karl Weierstrass (1815-1897) que o formalizou, e por Richard Dedekind
(1831-1916) que o fundou no conceito de nitmero real. A partir de entdo as miltiplas
realizagBes da matematica se devem ao conceito de numero real, que garante a
completeza da reta. ,

Os infinitésimos sdo expurgados sistematicamente da matematica do século
XX. Ha alguns anos, falar neles era sintoma de insuficiéncia conceitual. Entretanto,
o conceito de numero real, hoje, se revela tdo desajeitado nas salas de aula quanto a
teoria dos irracionais no tempo de Euclides ¢ Eudoxo. Apesar de todos os esforgos
em contrario, os alunos continuam acreditando de 0,999... ¢ menor que 1 e, quando
respondem que ¢ igual, o fazem porque sabem que esta ¢ a norma culta, que € assim
que se deve responder. No intimo continuam acreditando que é menor ¢, quando
justificam isso, o que nos dizem, no fundo, é que falta um infinitésimo para que
0,999... seja igual a 1. Leibnitz certamente ndo discordaria disso. Parece que os
infinitésimos estdo inscritos no “hardware bioldgico™ do ser humano. A Fisica e,
em particular, a disciplina intermediaria entre ela ¢ a Matematica que é a mecénica
do continuo, continuam a se pautar por conceitos infinitesimais. O calculo diferencial
¢ integral ¢ um objeto de estudo que continua assombrado pelo fantasma de seu
antepassado, o cdlculo infinitesimal. E aproblematica da excluséo dos infinitésimos
que causa seu desejo (Lacan, 1973).

INFINITESIMOS COMO CONCEPCAO CLANDESTINA

Essa digressdo historica explica a auséncia de referéncias a infinitésimos
em (Swokowski, 1995) e explica, em parte, as dificuldades epistemologicas que
essa obstinagdo provoca. Porém, como se explica que os infinitésimos reaparegam
em (CI2U, 1990)? Trata-se de retrocesso ou avango da Educagdo Matematica? Na
década de 60 Abraham Robinson (1918-1974) fundamentou os infinitésimos
rigorosamente, a partir das teorias dos conjuntos. Esse ramo da matematica ¢
conhecido como andlise ndo-standard e, em contraposigdo, a analise classica é
denominada modelo standard. Os nimeros reais sdo parte dos hiper-reais que
incluem infinitésimos ¢ nimeros infinitos. Com estes pode-se formalizar o que se
entende por uma soma de infinitas parcelas, legitimando o modo pelo qual os alunos
gostam de se referir as séries. A partir da analise ndo-standard, do ponto de vista
matematico, tanto a teoria dos niimeros reais com os conceitos de limite quanto a
dos numeros hiper-reais, com os infinitésimos, ficam igualmente validas.

Porém, em (CI2U, 1990) os infinitésimos comparecem com estatuto ambiguo.
Primeiro sfo criticados, quando sdo usados nos procedimentos das ciéncias aplicadas,
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porque ndo sfo discutidos suficientemente: “claramente, o ‘procedimento integral’
tantas vezes utilizado com conhecimento de causa em ciéncias aplicadas, ndo €,
para os estudantes, sendo um formalismo de equacionamento de problemas concretos
sobre os quais eles ndo tém praticamente nenhum controle semantico.” Mais adiante
os infinitésimos sdo adotados pelo autor como fator explicativo do comportamento
dos alunos, que “néo véem (...) os infinitésimos desprezados™.

A critica de (CI2U, 1990) ao “ritual de integragdo™ das ciéncias aplicadas
pressupde que o modelo vigente que elas adotam seja o modelo standard, dos niimeros
reais, onde nio ha quantidades infinitamente pequenas, a ndo ser zero. Ora, para ser
coerente com a critica que dirige as ciéncias aplicadas, o proprio autor, que propde
ensinar a teoria da integragdo per ctapas baseadas na teoria dos limites, ndo deveria
fazer uso das concepgdes infinitesimais como elementos explicativos. Uma vez que
o faz, deveria reconhecer que as ciéncias aplicadas jamais abandonaram o modelo
infinitesimal e que, discutir o “d(’) ”, como o autor pede, no campo semantico dessas
ciéncias, € pedir-lhes que explicitem o modelo ndo-standard que estdo usando.
Ora, isso € tarefa de matematicos! Essa discussdo s6 tem legitimidade na matematica.
A medida em que ela ndo ocorre, a Educagdo Matematica arrisca associar-se as
ciéncias aplicadas no uso dos infinitésimos como concepgdo clandestina. O autor
poderia ter socorrido essas ciéncias formulando corretamente o processo que elas
estdo usando e que ¢ diferente do processo que ele critica ¢ que transcrevi acima. A

formulagéo correta mostra que o “deslize do simbdlico™, do significante Z para

o significante I , € conseqiiéncia da tentativa de evitar declarar que se esta pensando

em de somas infinitas, o que acerbaria as criticas dos partidarios do expurgo, embora
desde o advento da analise ndo-standard somas infinitas sejam matematicamente
legitimas. A formulag&o é resumida no que denominarei procedimento de integragdo
infinitesimal:

“Para calcular um resultado R representando, por exemplo uma grandeza

associada a um objeto (), propomos avaliar a quantidade i dR, .g dR, IEU aR

correspondente a uma parcelizagdo deste objeto em uma infinidade de pedagos
infinitesimais. Escolhemos, entdo, uma parametrizagfo x. Situamo-nos em um ponto
M(x), tomamos um elemento dQ infinitamente pequeno do objeto considerado,
situado ao redor de M(x), obtido por variagdes infinitesimais do pardmetro x, €
materializamos sua medida por simbolos dl ou dS ou dV, etc. Depois, calculamos a
contribuigdo elementar ou infinitesimal dR = f(x) dx onde f(x) é uma formula que
leva em conta a intensidade do fendmeno que produz o resultado e a escolha da
parametrizagdo x. Enfim, externamos a intengdo de calcular a soma infinita das
contribuigdes infinitesimais, substituindo o produto dR = f(x) dx no simbolo integral
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que inicialmente expressou o resultado a calcular. Uma vez encontrada a expressdo
a integrar, engajamo-nos na procura de uma primitiva; se ndo conseguimos acha-la,
calculamos a integral numericamente, etc. (CI2U, 1990, p. 211).

Segundo o ponto de vista do expurgo, pode-se entender a aposta de
(CI2U, 1990) como essencialmente a mesma de (Swokowski, 1995) e da matematica
do século XX: a vitoria do calculo diferencial e integral sobre o infinitesimal, ainda
entrincheirado nas ciéncias aplicadas, pela aplicagdo exaustiva do conceito de limite.
Pode-se questionar se ndo é exatamente a énfase, posta por essa tendéncia, na
passagem ao limite das somas de Riemann, que faz o aluno se perder e confundir o
elemento de area do cone ou da esfera com o do cilindro. Se isso € verdade,
(CI2U, 1990) estara atribuindo as dificuldades geradas pelo método que ele proprio
propde, ao “ritual de integragdo™ das ciéncias aplicadas. Se a dificuldade decorre
ndo desse procedimento e sim da tentativa de aproximar as areas por somas finitas,
ndo ¢ na diregio delas que se deve encaminhar estratégia didatica. Parece que cada
fracasso da terapia refor¢a a necessidade de repetir o remédio. Por que, em vez
disso, ndo se prové o aluno com o conceito do algoritmo que esta usando e que vai
permanecer depois?

A PROPOSTA ALTERNATIVA

Argumento que, se pensasse primeiro nos elementos infinitesimais de area
do cone ¢ da esfera, ficaria claro ao aluno que eles ndo podem ser comparados aos
elementos infinitesimais do cilindro sem a multiplicagéo por algo como um cosseno.
Arquimedes viu isso muito bem. Advogo a diretriz didatica de enfatizar o processo
¢ equacionamento integral pela via dos infinitésimos e das somas infinitas, mantendo
o sentido do que se esta calculando em primeiro plano. Nio se trata de desprezar o
controle sobre o erro, pelo contrario, trata-se de manter estrita vigilancia sobre os
infinitésimos desprezados e sua contribuigéo para o erro global.

Essa diretriz costuma ser (mal) entendida como uma proposta de “ensinar
analise ndo-standard™ no curso de calculo. Nio se trata disso. Essa foi a tentativa
herdica de (Kiesler, 1986) cuja ligdo € preciso aprender. O objetivo de qualquer
curso de calculo ndo € ensinar, nem a teoria dos limites, nem a dos infinitésimos. O
calculo podera ter como objetivo aplica-las, investi-las em situagdes didaticas.
Ensinar analise real ou analise ndo-standard sdo objetivos de disciplinas posteriores,
de analise matematica. No calculo o aluno tem que aprender processos basicos de
equacionar e resolver problemas com os conceitos de derivada e integral. A
justificativa matematica, “cientifica” ¢ os limites dos modelos usados devem ser
objeto da analise matematica.
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LEGITIMIDADE E A RESISTENCIA A MUDANCA

No ultimo paragrafo o autor de (CI2U, 1990) enuncia a dificuldade da
implantagdo das diretrizes didatica e pedagdgica que ele propde, isto €, aborda o
tema da resisténcia a mudanga: “Em falta dessas precaucdes pedagogicas (resistir
ao calculo prematuro das primitivas) certamente um pouco primarias, nos tivemos
de constatar, infelizmente, que a pressdo algoritmica se torna tal, em razdo da
economia de pensamento que permitem as notagdes diferenciais, que os professores
ndo podem mais fazer viver a integral enquanto conceito.” Embora o calculo
infinitesimal seja uma diretriz diferente dessa, € preciso reconhecer que as reagGes
contra a mudanga do que denomino ensino tradicional vigente, sdo, entre nds, de
mesma natureza e intensidade que em Franga. Toda iniciativa de modifica-lo deve
ser cercada dos cuidados da boa pratica politica. Por exemplo, se dissermos aos
calouros que o capitulo sobre limites ndo vai ser “dado”, eles tenderdo a concordar
silenciosamente, porque, enfim, ¢ “menos matéria”. Porém necessitam,
simultaneamente, que a instituigdo, e ndo sé o professor, lhes garanta que isso “ndo
vai fazer falta”. Em caso contrario, quando chegarem ao segundo ano, saberdo
encontrar a desculpa de que vdo mal nas matérias seguintes porque o professor do
primeiro ano ndo “‘cumpriu o programa’. Com isso buscardo atenuar as condigdes
de aprovagdo, responsabilizando a instituigdo por seu eventual fracasso.

O problema de em qual das teorias fundar o curso de calculo, se na dos
limites ou na dos infinitésimos, ndo pode ser resolvido pela legitimidade
epistemoldgica: ambas sdo matematicamente corretas, logo epistemologicamente
legitimas. Para resolver esse problema, € preciso recorrer a legitimidade educativa
(Chevallard 1989, p. 63). A legitimidade educativa se constitui através de decisGes
que sdo essencialmente politicas. Por exemplo quando ouvimos o aluno falar que as
séries sdo somas infinitas ou que 0.999... é menor que 1, nds vamos reforgar ou
abalar essa concepgdo? Temos de decidir se devemos nos opor e erradicar esta
concepgdo espontanea do aluno, para ali implantar a oficial, ou se ¢ preferivel reforga-
la. -

‘Sempre se soube que nem tudo pode ser estudado no calculo. Muitos resultados
sdo usados ali sob a garantia de que poderdo ser justificados pela andlise matematica,
como a integrabilidade das fungdes continuas ¢ a regra de L’Opital para o caso
w/co, cuja demonstragdo a maioria dos livros ndo traz. Porém, sé os alunos de
Matematica tém essa disciplina no curriculo e, nem por isso, se diz que a formagdo
dos que ndo a tém va ficar incompleta. Poder-se-ia pensar que, por isso, seria facil
substituir o calculo pelo calculo infinitesimal para alunos de Fisica ou de engenharia,
uma vez que, de um ou de outro modo, jamais verdo a justificativa do que falta e
muitos resultados permanecerdo, para sempre, repousando na palavra do mestre.
Esse raciocinio poderia ser reforgado pelo fato de que os professores das disciplinas
aplicadas, certamente estardo usando procedimentos infinitesimais de integragdo.
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Entretanto, esses argumentos sdo insuficientes para defender amudanga. A existéncia
de uma disciplina homologada pelo departamento responsavel, mesmo que fora do
curriculo dos alunos, ¢ fundamental para garantir a legitimidade institucional dos
conteudos do calculo. Que aconteceria se, por exemplo, na véspera da prova, os
alunos decorassem que, pela opinido do professor de analise, os infinitésimos ndo
existem, sdo coisas do passado?

Por 1sso a escolha da diretriz didatica do calculo ndo se esgota nele mesmo.
A medida em que a relagéo do célculo com a analise ¢ de garantia da legitimidade
institucional, s6 ha duas possibilidades: ou ndo se fala em infinitésimos em calculo
ou se institui uma disciplina de analise ndo-standard junto com o calculo infinitesimal
na graduagdo. O que ndo ¢ ético € continuar usando os infinitésimos como concepgdo
clandestina, especialmente para decidir quem sera aprovado.

A TRANSPARENCIA DA FUNCAO X* NO CALCULO
INFINITESIMAL

O calculo infinitesimal pressupde, como estrutura basica, os niimeros hiper-
reais, *R, assim como o calculo diferencial e integral pressupGe os nameros reais,
R. Pode-se pensar *R como constituido por R, acrescido dos infinitésimos, que sdo
os € €*R cujo modulo é menor que todos os reais positivos, dos infinitos, que sdo os
Q €*R cujo mddulo € maior que todos os reais positivos e, mais, as monadas. A
moénada de um xeR ¢ constituida por todos os ye*R que estdo infinitamente
proximos de x, ou seja, pelos y tais que y-x € infinitésimo. *R é um corpo ordenado,
embora ndo completo; a ménada do zero, por exemplo, que € o conjunto dos
infinitésimos, € limitada mas ndo tem supremo nem infimo. O inverso de um
infinitésimo (ndo nulo) é um nimero infinito ¢ vice-versa.

Em vez dos diagramas sobre limites, como as retas secantes pontilhadas que
se aproximam da reta tangente (Swokowski, 1995, fig. 3.3, p. 115) o calculo
infinitesimal usa a ampliagdo das monadas por meio de um microscopio de poder
infinito (Kiesler, 1986, fig. 2.2.4, p. 57). Ampliando a ménada do ponto onde a reta
da figura 1, abaixo, tangencia a parabola, o que se vé € a curva e a reta coincidirem,
enquanto os pontos P = (x, x?) e Q = (x+dx, (x+dx)?) por onde passa uma reta secante
infinitamente proxima a tangente, aparecem como distintos. Definindo dy como em
(2), o coeficiente angular dessa secante € o quociente (3). Esse quociente pertence a
monada do numero real 2x. A derivada 2x, definida em (4), sera entéo a parte real
desse numero hiper-real. As fungGes derivaveis serdo aquelas para as quais essa
parte real ndo depende do acréscimo infinitesimal dx dado a x®

(1)Os autores da anélise ndo-standard denominam parte standard, ¢ abreviam st, o que estou denominando
parte real e abreviando re.Talvez no afd de negociar a aceitagdo da anélise ndo- standard, esses autores preferiram
conservar a notagio dy/dx para parte real do quociente diferencial, de modo a prescrvar a formula dy = f (x) dx,
consagrada no célculo diferencial e integral. Optei por conservar o significado histérico do simbolo.
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Figura 1.

1 y=x°
(2) dy=d(x*)=(x+dx)’ —x* = 2xdyx + dx’

3) d_y: 2x +dx
dx

@4 f'(x)= refl’Z =2x
dx

Para obter a area do segmento parabolico S entre os pontos de abcissasaeb,
seguimos o procedimento de integragdo infinitesimal, descrito acima. Pensamos o
segmento S dividido numa infinidade de pedagos infinitesimais de area dA e
escrevemos (5). Tomamos uma parametrizacgio x para [a, b] e descrevemos S como
a parte do plano sob o grafico da parabola f(x) = x2. Consideramos um nimero
infinito, ®, dividimos [a,b] em o partes iguais, cada uma de comprimento dx =1 _

()

Situamo-nos sobre o ponto de abcissa x, ampliamos a monada de P, como na figura
1, e expressamos dA como soma da area de um retdngulo e de um tridngulo de base
infinitesimal dx. Usando (2), obtemos (6)*. A integral ¢ uma soma das infinitas
parcelas assim obtidas. Como dx ¢é constante, pode-se fatora-lo. Supondo que ja
tenhamos calculado a integral da identidade e da constante, completamos o calculo
em (7), restando calcular a parte real da integral de x2. Note que nenhum infinitésimo
foi “desprezado”, até que se chegasse ao passo final. O erro global, foi mantido sob
controle.

(2) Poderiamos tomar uma parametrizagio (x,y) de S, efetuar partigdes infinitas sobre os eixos, expressar
dA = dx dy e a integral dupla, para x variando entrea ¢ b e y entre 0 e x%
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(5) A(S)= rejdA

(6) dA = xzdx+%d(xz) dx = x*dx + xdx® + %dx3

b b
(7) A(x*)= rejdA = rej(xzdx+ xdx® + %—dx?) =

a a

b b 1 b
=re sza’x + a’xf xdx +de2_[dx} =

. b* —a’ :
- re[szdﬁdx T dx® (b —a)} = reszdx

Para completar o calculo da integral, examinamos a fungdoy = x*. De (8) a
(10) obtemos o integrando x* dx que, substituido em (7) nos conduz a (11).

® y=x’
9) dy=d(x*)=(x+dx)® -dx® =3x%dx + 3xdx* + dx’

(10) x%dx = %d(x3) — xdx? —%dx3

b b
aly 4 E*)= reszdx = reI (%d(x3) =ed? —%dx3) =

1 b ’ b ’ b
= re{gja’(x}) = dxj xdx — dxzj‘dx} =

3 3 2. 0 3B
ol DPSHLERE S 0 —dx*(b-a) i o8
3 2 3

b 33
b —a
3
A igualdade _[d (x*)dx = 3 ¢ o teorema fundamental do calculo

que pode ser concretizado para fungdes com derivadas continuas em nivel de um
curso de calculo através da figura 2. Efetuando-se uma parti¢do infinita de [a, b]
obtém-se (se a fungdo for mondtona) uma partigao infinita de [c, d]. Entdo c-d é
igual a soma infinita dos infinitésimos dy que sdo iguais ao coeficiente angular da
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dy
secante —— vezes dx:

dx
c—d= ?dy:j%dx

Esta igualdade, bastante evidente para fungGes mondtonas, ndo requer
passagem ao limite nem o uso do teorema da média.
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