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Apresentacao

Este caderno se origina em 2013 com a parceria entre a Sociedade Brasileira de
Educacdo Matematica - Regional de Mato Grosso do Sul, Programa de Po6s-Graduacdo em
Educacdo Matematica da Universidade Federal de Mato Grosso do Sul e Secretaria de Estado
de Educacdo de Mato Grosso do Sul (SED). As trés instituicdes tem um objetivo em comum:
0 constante contato e aprimoramento dos professores que ensinam Matematica em nosso
estado.

Deste interesse comum nasce uma atividade formativa para professores da SED do
Ensino Médio, quatro dias de intensas atividades nos quais aproximadamente 140 professores
se encontraram e dialogaram sobre as propostas aqui apresentadas — a eles nosso muito
obrigado, seus nomes constam no final deste Caderno. Apds este encontro, 0s autores
reelaboraram suas propostas na forma de textos que pudessem levar aqueles que ndo estavam
presentes um pouco da experiéncia vivida nestes dias.

As atividades e textos tiveram foco professores do Ensino Médio por sugestdo da
SED, que, naquele momento, propunha mudancas em seu curriculo. A SBEM-MS
intermediou o contato com o PPGEdumat e organizou as a¢des e producdo deste material. Os
autores que constam neste caderno tem uma intima relacdo com a Sociedade Brasileira de
Educacdo Matematica (SBEM) e participam ou participaram do PPGEdumat na forma de
docente ou discente.

Objetivamos com este Caderno Pedagdgico de Matematica nortear acdes para que as
instituicGes garantam aos estudantes uma formacdo que atenda as atuais demandas a fim de
formar cidaddos criticos, participativos e autbnomos para progredir, tanto no trabalho como
na sequéncia de seus estudos, relacionando, sobremaneira, seus conhecimentos prévios com
os linguisticos.

Assim, enfatiza-se, neste documento, com foco na Matematica, que experiéncias
exitosas sdo proficuas para o crescimento intelectual e corroboram para a consolidacdo da
teoria com a préatica, bem como capacitam os estudantes a aplicabilidade e ampliacdo de seus
conhecimentos em situacdes de investigacOes concretas, estimulando o interesse e a
aprendizagem com exceléncia.

Sociedade Brasileira de Educacdo Matematica - Regional de Mato Grosso do Sul

Www.shem-ms.com.br
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Prefécio

Prefacio

H& quem ainda pense que para se tornar um professor de matematica é preciso
conhecer em certa profundidade um contetdo e ter uma boa oratoria. Se tornar pode parecer
estranho, pois aprendemos, ensinamos, imitamos, mas pouco nos tornamos. No maximo, nos
transformamos ou mudamos alguns de nossos habitos.

H& também quem ainda diga que professor de matematica ensina contetdo. Esta é sua
profissdo: um facilitador, um ensinador, um transmissor. Ensinar contelldos ndo parece uma
frase muito estranha e até muito comum em nosso dia a dia. Eu ensino para alguém que
supostamente aprende. Eu explico. O que seria da vida de um professor se lhe tirasse o afeto
do ensino ou, indo além, o afeto de ensinar bem a alguém?

Pois bem, neste pequeno escrito, argumento que professor se torna e se torna sempre
em movimentos, atravessamentos, afetacdes. Um professor ndo nasceu com uma estrela na
testa indicando seu dom de ensinar; nem mesmo foi predestinado por ter uma certa empatia
com 0s outros, ou levar um jeito para ensinar. Professor se torna em processos sistematicos,
dindmicos e constituidos em meio a uma politica, ética e estética. Quanto mais pensem que
iSso pouco importa, pois o contetdo de funcéo polinomial do primeiro grau é, e sempre sera, o
mesmo, mais a escola esta fadada a uma politica da reproducédo e da aceitacdo; uma politica
que adestra o desejo de nossas criancas e adolescentes.

O professor se torna e ao se tornar, produz (e também € produzido em) efeitos. Estes
me interessam. Com esses processos, formacoes se inventam. Um professor formador que
atua na universidade, que se conecta a um professor em formacdo, em seu segundo ano da
Licenciatura em Matematica, que se conecta a um professor que atua ha 15 anos na Educacéo
Basica, que se conecta a um professor que cursa um mestrado em Educagdo Matematica, que
se conecta com outro professor que estd em seus primeiros anos de trabalho, que se conecta a
um professor que...

Movimentos, atravessamentos, afetacdes. Um tornar-se.

Ha uma narrativa que restringe o trabalho profissional de um professor de matematica
ao ensino de contetdos. Ha alguém que ensina: o professor; ha um conteudo estatico, pontual,
com regras e caracteristicas que beiram uma suposta essencialidade e que deve ser ensinado:
funcdo polinomial de primeiro grau; e, h4 alguém que aprende: o aluno. Meu convite para

uma problematizacéo desta ideia, tdo naturalizada em nossos horizontes culturais, € na diregcdo



B Caderno para o Professor de Matematica de Mato Grosso do Sul — SBEM-MS

de produzir uma escola outra, na qual leve a sério as singularidades de corpos de alunos, suas
historias econémicas e sociais, seus sonhos e desejos, suas opinides e seus modos
idiossincraticos de fazer uma certa humanidade ser inventada. Um professor convida seus
alunos para a producdo de comprometimentos com certos projetos, que acontecem em certos
espacos, tempos, matérias e significacbes. Imitacdo, imaginacdo, projecdo e esquecimentos
também entram na ciranda de um lugar escola, uma instituicdo que uma grande capilaridade
em nossa sociedade.

Espacos, tempos, matérias, significacfes: invencao e regulacdo de pertencimentos.

Com esses dois argumentos, singelamente produzidos, penso que posso falar um
pouco de uma histéria da producédo deste caderno para o professor de matematica.

Estavamos, Adriana Barbosa, uma colega do Instituto de Matematica, e eu, em uma
reunido com outros colegas da Secretaria Estadual de Educacdo de Mato Grosso do Sul. Nos
entre de uma conversa e outra, surge uma demanda: vocés da SBEM- MS, poderiam produzir
um material para o professor de matematica de nosso estado, um caderno. Um contra
argumento aparece com certa naturalidade: mas ha muitos materiais didatico-pedagdgicos
para professores de matematica, ndo ha necessidade de produzir mais um material. Conversa
vai, conversa vem, e outra ideia, junto a essa, acontece: vamos, entdo, produzir um material
didatico-pedagdgico com a participacdo de professores de matematica de nosso estado. A
desculpa é a producdo de um material, com a intencdo de aglutinar professores de matematica
em espacos de discussdes, problematizacdes, producdes de possibilidades. Ndo seria um
material para o professor, mas sim um material com o professor. Ndo seria um material
idealizado por pessoas que pouco habitam a sala de aula, mas por aqueles que a vivenciam
todos os dias, diferentes realidades escolares, com multiplas condi¢cdes de trabalho e
possibilidades bem condicionadas aos contextos econdmicos e culturais.

Naguele momento, esta ideia fez meus olhos brilharem.

Diferentes professores de diferentes escolas, juntos com professores da universidade,
alunos da pos-graduacdo em Educacdo Matematica, com uma intencgéo de partilhar narrativas,
desafios, ideias, possibilidades. Depois de um tempo, 0S encontros aconteceram com a
participacdo de muitos professores de matemética de nosso estado, em espacos nos quais
discutimos juntos alguns convites para salas de aula de matematica. Depois de um longo
tempo, entre percalgos, dificuldades, esquecimentos, esse material acontece em uma
publicacdo. E fruto de um trabalho de varios professores, comprometidos com a construcio
em conjunto de algo. A partilha, o desabafo, 0 entusiasmo, a ousadia: entre afetos e vontades

de produzir algo com as salas de aulas de matematica que acontecem todos os dias.
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Nos tornamos professores todos os dias e isso exige estudo, partilha, espacos comuns
para um contar de nossas vivéncias, realizacoes e dificuldades.

A pratica profissional de um professor de matematica € muito mais que ensinar
contetidos matematicos para seus alunos. E um afetar e ser afetados em espacos, tempos,
mateérias, significacdes, em producdes e regulacbes de pertencimentos. Em uma sala de aula
do sexto ano do Ensino Fundamental Il, uma matematica se inventa com alunos e professores
que tém uma histéria, uma vontade. Nao temos nameros nas escolas, mas humanos. N&o
temos apenas aprender, mas inventar, imaginar, imitar, ficcionar.

Que este caderno possa ser 0 primeiro de muitos e que estes possam ser produzidos
por muitos professores, sempre em um trabalho coletivo.

Gostaria de parabenizar o esfor¢o da atual diretoria, na figura do professor Thiago
Pedro Pinto, para a publicacdo deste material. Que possamos sempre nos encontrar para nos

tornar em producdes de pertencimentos.

Jodo Viola
UFMS

Primavera de 2021
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Histdria da Matematica para Professores de Matematica do Ensino Médio

Antonio Sales®

José Luiz Magalhdes de Freitas®

Por que introduzir o estudo da Historia da Matematica no ensino médio? Como inserir
0s conteuidos de Historia da Matematica no curriculo escolar? O que se espera como beneficio
para o curriculo do aluno?

Essas questdes ndo tém uma resposta facil e imediata, mas alguma coisa se pode dizer
a respeito. Evidentemente que faremos uma defesa da incluséo da Histdria da Matematica no
curriculo do ensino médio, mas ndo temos a pretensdo de sermos convincentes. O que
pretendemos com essa introducdo € apenas produzir alguns momentos de reflexdo sobre o
curriculo e sobre a importancia da historia, esclarecendo que por curriculo ndo estamos
pensando apenas na ementa, nem na quantidade de conteudo a ser ministrada, enfim, no que
estd prescrito. Estamos pensando em algo mais amplo como a cultura geral do aluno, por
exemplo. Estamos preocupados com as relacdes que ele podera estabelecer, entre o passado e
0 presente da Matematica, bem como entre diversas culturas, por meio do conhecimento da
Historia da Matematica.

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais de Matematica (PCN) “os conceitos
abordados em conexdo com a historia constituem veiculos de informacdo cultural, socioldgica
e antropologica de grande valor formativo” (BRASIL, 1998, p. 42).

A Histéria da Matematica, segundo 0 mesmo documento, pode contribuir para
desmitificar a Matematica, na medida em que revela os percal¢cos seguidos pela humanidade
para chegar ao conhecimento matematico que temos hoje. Nem tudo foi acertado da primeira
vez, as formulas que temos hoje comecaram de forma mais simples e exigiram persisténcia
dos estudiosos ao longo do tempo. Hoje, talvez, classifiquemos de rudimentar a forma como
0s egipcios calculavam éarea e as resolugOes particulares para cada tipo de equacdo do
primeiro grau. Os sistemas de numeracdo desses povos antigos ndo facilitavam o célculo e a
algebra era retorica (quadro 1), ou seja, os procedimentos eram descritos na linguagem

natural, ocupando muito espaco e exigindo mais a memorizacgao do que algoritmos e técnicas.

! UEMS/UNIDERP - profesales@hotmail.com.
2 UFMS/UNIDERRP - joseluizufms2@gmail.com.
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Ao nos revelar as fragilidades dos procedimentos desses povos e, em muitos casos,
também o elevado grau de abstracdo a que eles chegaram, a Histéria da Matemaética nos
mostra uma Matematica produzida nos embates da vida em busca da solugdo de problemas
gue os incomodavam e requeriam uma tomada de atitude. Ela nos mostra um quadro de
pessoas levando consigo uma cabeca plena de desafios, incomodada com problemas que
requeriam mais do que um servico bracal para resolvé-los.

Foram essas pessoas, esses povos da antiguidade, dizem os PCN, que forneceram as
bases para 0 avanco tecnoldgico que temos hoje. A partir das observacdes do dia-a-dia e de
avancar do ponto onde o outro parou que nos legaram todo esse conhecimento que hoje nos
proporciona o privilégio de desfrutar do aparato cientifico e tecnoldgico de que dispomos.

“A Historia da Matematica ¢, nesse sentido, um instrumento de resgate da propria
identidade cultural” (BRASIL, 1998, p. 42).

Apesar de defendermos a inclusdo da Historia da Matemética no curriculo sabemos
que algumas questdes permanecem. Como inserir o conteldo da Histéria da Matematica em
um programa ja apertado? Qual a melhor forma e como definir o melhor momento de
apresentar a Historia?

Novamente admitimos ndo ter respostas satisfatorias e se as tivéssemos talvez ndo as
apresentassemos porque elas seriam satisfatorias para nés e ndo, necessariamente, para 0s
professores. Acreditamos que cada professor tem o seu perfil e condicdes de escolher o
melhor momento, mas admitimos que ha varias maneiras de apresentar a Historia da
Matematica:

1. seguindo a linha do tempo, apresentando os fatos historicos cronologicamente.
Alguns livros ja trazem essa linha do tempo simplificada;

2. por povos: focalizando a producédo de cada povo e destacando semelhancas e
diferencas na producéo deles;

3. por temas: por exemplo, nlimeros irracionais,  equacoes,

logaritmos, fungdes trigonométricas, sélidos geométricos, limites, etc...

4. por areas da matematica: sistemas de numeracao, medidas, geometria, algebra, etc.;

5. por personagens: destacando os feitos de cada um dos matematicos mais conhecidos;

6. por problemas: destacando problemas que motivaram a construcdo de
conhecimentos matematicos e como tais problemas foram atacados pelos diferentes povos;

7. mesclando as formas acima.
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Qual a forma que vocé considera como mais adequada? NGs optamos por priorizar o
de nimero 6. Seria a melhor?
Ha ainda algumas questbes que consideramos relevantes e talvez fosse oportuno
discutir sobre elas:
1. Quando e como ocorreu a universaliza¢do do uso do Sistema de Numeragao
Decimal?
2. Quando e como ocorreu a universalizacdo do Sistema Métrico Decimal?
3. Como ocorreu a universalizacdo da simbologia matematica?
4. Como a Histéria da Matematica poderia ser utilizada como recurso didatico?
Para ilustrar a evolucdo histérica da linguagem matematica apresentamos, no quadro

que segue, uma breve ilustracdo de etapas das notacdes algébricas:

Quadro I- Da linguagem retdrica a linguagem simbdlica

Antes de chegarmos ao estagio da algebra simbdlica, como é denominado o estagio em
que nos encontramos hoje, a humanidade fez uso da linguagem retdrica, passando
ainda pela utilizacdo da linguagem sincopada. Apresentamos abaixo algumas
ilustracdes sobre essas diferentes formas de representacao.

Retdrica: 7 minus 5 plus 4 aequalis 6
Sincopada: 7 m 5 p 4aequalis 6
Simbdlica: 7 -5 +4=6

Em 1545 Cardano escreveu retoricamente: Cubus 6 rebus aequalis 20, cuja tradugdo
para a algebra simbdlica é: x3+6x =20

Em 1591 Viete ja fazia a sincopagdo: | QC - 15 QQ + 85C — 255 Q +274N aequatur 120.
Tradugdo: x°- x*+ 85 x3- 255x2 + 274x = 120

Em 1631, Harriot: aaa -3bba ===== +2ccc. Tradugdo: x3- 3 b?x =2¢*

12, Parte: Problemas na Historia da Geometria Problemas geométricos do antigo Egito,

Grécia e da Babilonia

1. Para calcular a area do circulo os egipcios usavam uma constante para subtrair

do didmetro antes de eleva-lo ao quadrado. Essa constante era 1/9. A area do circulo,

2
portanto, era calculada fazendo (d — gd) . Para chegar a essa formula o escriba do Papiro

Ahmes “formou um octogono [fig.1]* a partir de um quadrado de lado nove unidades,
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dividindo os lados em trés e cortando os quatro tridngulos isosceles dos cantos, cada um

tendo area 4% unidades” (BOYER,1996, p. 12).
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F[gura 1. Solugdo apresentada pelo escriba Ahmes.
Fonte: Disponivel no site: http://matematical00limite.blogspot.com.br/2011/09/area-do-circulo-pelos-egipcios.html
Vejamos o recorte de forma ampliada (figura 2). Observe que eles pensaram, segundo
Boyer, que o lado do quadro media 9u e calcule a area do octdégono (quadro I1). Deduza a
férmula egipcia para o célculo da area do circulo. Identifique qual era, nessa férmula dos
egipcios, o0 valor da constante que hoje é conhecida por n. Os egipcios teriam percebido que

essa constante existia?

Figura 2 - Octdgono inscrito no quadrado.
Fonte: GASPAR e MAURO, 2004, p.10
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Quadro 11- Area do circulo, segundo os egipcios

A area do octégono inscrito no quadrado de lado d fornece uma boa aproximacao da area do
circulo de didmetro d. O octégono ¢ obtido pela retirada dos quatro tridngulos isésceles dos
“cantos” do quadrado.

Para calcular a area do octégono de lado 9, por exemplo, basta retirar da area do quadrado

(81) as areas dos quatro triangulos, ou seja, 81 — 4X32£ =81—-18 =63 = 64 . Esse valor

(64), além de ser um quadrado perfeito, fornece uma aproximacado que 0s egipcios avaliaram
ainda como sendo ainda mais préxima da area do circulo.

Em seguida eles utilizam propriedade de proporcionalidade entre as areas do quadrado e a do
octogono (area aproximada do circulo cujo diametro era o lado do quadrado), para encontrar

formula para a area de um circulo qualquer de diametro d.

Area do quadrado Areado  Circulo

81 64
d? X
2 2
Logo, a area X, do circulo inscrito no quadrado de lado d é: X = 6;—': = (?)

(OCHOVIET, 2011, com adaptacdes)

2. Um problema sobre area e volume que, segundo Roque (2012, p. 83), foi
encontrado no papiro de Ahmes € o seguinte: “Fazer um celeiro redondo de 9 por 10”. Trata-
se de construir um celeiro cilindrico de diametro igual a 9 e altura igual a 10.

Qual seria o volume de um “celeiro redondo” de 12 por 5 ? Se usarmos a formula que
utilizamos hoje, o resultado obtido estaria proximo do egipcio?

3. Ainda com relagdo a area do circulo, o historiador Eves (1997, p. 61) escreveu o
seguinte sobre a geometria mesopotamica: “Considerava-se uma circunferéncia como o triplo
do seu diametro e a area do circulo como o duodécimo da area do quadrado de lado igual a
circunferéncia respectiva”. Qual o valor que os egipcios atribuiam a ?

4. Estou vendendo um terreno circular de diametro igual a 28m, por R$20,00 o
m?. VVocé, como possivel comprador, prefere que o calculo da area seja feito usando a técnica
atual ou pela técnica egipcia? Por qué? Seria vantagem usar a técnica egipcia?

5. Veja (quadro I1l) como os egipcios calculavam area de quadrilateros e triangulos.

Discuta a validade desse procedimento.

Quadro I11- Areas de triangulos e quadrilateros segundo os egipcios

| Num material achado no papiro de Edfu (Egito), cerca de 1500 anos depois do papiro Ahmes, |
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aparecem exemplos de areas de triangulos, retangulos, trapezoides com a seguinte informagao: “para

calcular a area de um quadrilatero qualquer de lados a, b, ¢, d (nessa ordem) os egipcios ddo a
p (a+c)(b+4d),,

formula ————=

a) Essa formula pode ser usada sem restricao?

b) Explique a sua resposta. Experimente-a no célculo da area do retangulo.

c) Calcule a area do losango de lado 5 e uma diagonal medindo 6, usando essa férmula e usando a
férmula que usamos hoje. Ha diferenca?

d) Essa formula sempre fornece uma boa aproximacdo para calcular a area de um quadrilatero
qualquer?

e) Os egipcios deduziam como corolario da formula para o calculo da area de um quadrilatero

(a+c)(b+d)
4

terceiro lado. Explique como poderiam ter deduzido esse corolario (OCHOVIET, 2001).

gue a area de um tridngulo é a metade da soma de dois lados multiplicada pela metade do

Problemas Geométricos da Grécia Antiga

1. Apresentamos a seguir alguns teoremas sobre relacbes entre areas (triangulos e
paralelogramos), extraidos da obra “Os elementos” de Euclides (300 a.C), composta de 13
volumes, contendo 465 proposi¢6es também conhecidas como teoremas.

Cada proposicao €

demonstrada a partir de afirmagbes vindas antes dela. O estilo de
apresentacao é formal e seco. Depois do enunciado de cada proposicao, ha
uma figura a qual ela se refere, seguida por uma demonstracao cuidadosa. As
demonstra¢des terminam com um re-enunciado da proposic¢éo “que devia ser
demonstrada’. A traducdo latina da frase “quod erat demonstrandum” ¢ a
fonte para a abreviacdo Q.E.D que que ainda parece frequentemente no final
das abreviac@es formais ( BERLINGOFF; GOUVEA, 2008, p 160).

Antes de prosseguir vejamos 0s postulados e axiomas propostos por Euclides e que
dardo suporte a resolucdo das atividades seguintes:
Postulados:
1. E possivel tracar um alinha reta de um ponto a outro ponto qualquer.
2. E possivel prolongar arbitrariamente um segmento de reta.
3. E possivel tracar um circulo com qualquer centro e raio.
4. Dois angulos retos quaisquer sdo iguais entre si.
5. Se uma reta, interceptando duas outras retas, forma angulos interiores do
mesmo lado menores do que angulos retos, entdo as duas retas, caso
prolongadas indefinidamente, se encontram do mesmo lado em que os

angulos sdo menores que dois retos.
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Axiomas:
1. Grandezas iguais a uma mesma grandeza sao iguais entre si.
2. Se as grandezas iguais forem adicionadas grandezas iguais, as somas serao
iguais.
3. Se as grandezas iguais forem subtraidas de grandezas iguais, os resultados
serdo iguais.
4. Grandezas que coincidem entre si sdo iguais.

5. O todo é maior do que suas partes.

Teorema 1 (1,35) : Paralelogramos com a mesma base, e situados entre duas retas

paralelas dadas, sdo iguais (em area) (Figura 3).

A bt ¥

Figura 3- Referente ao teorema 1.
Fonte: AABOE, 1984, p. 71.

Para uma discussédo com 0s alunos sugerimos que:

1. Identifique os segmentos paralelos.
2. Verifique que os triangulos ABE e DCF sdo congruentes
3. Busque aplicar os axiomas 2 e 3.

Teorema 2 (1,37): Triangulos que tém a mesma base e estdo entre retas paralelas sao

iguais (Figura 4).

I
Figura 4 - Referente ao teorema 2. (AABOE, 1984, p. 71).

Sugestdo: use o resultado do teorema anterior.
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Teorema 3 (1,41): Se um paralelogramo e um triangulo tém a mesma base e estdo
situados entre duas paralelas dadas, entdo o paralelogramo tem duas vezes a area do tridngulo

(fig. 5).

Figura 5 - Referente ao teorema 3. (AABOE, 1984, p. 71)

Sugestdo: recorrer aos resultados dos teoremas anteriores.
Teorema 4 (I, 43): Em qualquer paralelogramo, os complementos dos paralelogramos

construcdes sobre a diagonal do paralelogramo dado séo iguais (em area) (fig.6).

Figura 6 - Referente ao teorema 4.

Sugestdo: mostre que héa triangulos congruentes na figura e aplique os axiomas dois e
trés. Se a figura acima fosse um paralelogramo ndo retangulo o teorema ainda se aplicaria?
Justifique.

Apresentamos em seguida o enunciado do Teorema de Pitdgoras contido nos
elementos de Euclides e em seguida uma figura que contém a ideia principal que ele utilizou
para demonstra-lo. Explique o raciocinio utilizado por Euclides para provar esse teorema. Por
que esse teorema é considerado como um dos mais importantes?

Sugestbes de pesquisa: 0 Teorema de Pitdgoras na Matematica, 0 Teorema de
Pitagoras na Fisica, e também no dia a dia.

Teorema 5 (1,47, teorema de Pitagoras). Em tridngulos retangulos, o quadrado
construido sobre o lado que subtende o angulo reto (isto €, a hipotenusa) é igual a (soma) dos
quadrados sobre os lados que contém o angulo reto (figs.7 e 8).
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Figura 7 - Demonstracéo do teorema 5.
Fonte: https://www.ibiblio.org/expo/vatican.exhibit/exhibit/d-mathematics/images/math01.jpg

Figura 8 - Referente ao teorema 5. (AABOE, 1984, p. 74)

Sugestdo de discussdo com os alunos:
i.  Céum angulo reto.
ii. O segmento CF éperpendicular AB
iii.  Rotacionando o triangulo C AE sobre o ponto A ele coincide com
DAB.


https://www.ibiblio.org/expo/vatican.exhibit/exhibit/d-mathematics/images/math01.jpg
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iv.  Verifique que o retangulo AEFH tem a mesma &rea que o quadrado ACGD.
V.  Repita o procedimento com relacdo ao retangulo de vértices HFB.

2. Para provar o teorema de Pitagoras os hindus utilizavam as duas figuras abaixo

acompanhadas da frase "contemple-a". Como poderiamos explicar essa prova? (fig.9).

/”"

Figura 9 - Demonstracdo hindu do teorema e Pitagoras.
Sugestdo:
i.  Os quadrados que foram subdivididos tém a mesma area.
ii.  Os quatro triangulos retangulos sao os mesmos nas duas figuras.
3. Dentre os trés problemas classicos da antiguidade grega, figura o da quadratura do
circulo. Em que consistia esse problema?
a. Como os gregos quadravam um retadngulo usando régua e compasso, ou seja, dado
um retadngulo ndo quadrado de lados a e b determine o lado do quadrado de area ab?
b. Como quadravam paralelogramos e triangulos?
c. Na figura abaixo sabe-se que AF € paralela a BE e que os pontos D, E e F estdo
alinhados.
O pentdgono ABCDE e o quadrilatero FBCD da figura abaixo tém a mesma area?
(fig.10).

Figura 10 — - Construida pelos autores

Essa ideia pode ser usada para quadrar poligonos convexos quaisquer?

Sugestdes de pesquisa sobre outros temas da geometria:
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1. Qual a abordagem feita nos Elementos de Euclides sobre os cinco tipos de poliedros
regulares? E possivel utiliza-la para explorar essa propriedade com alunos do ensino médio?

2. Em que consiste o principio de Cavalieri? Em que contexto histdrico ele surgiu? Para
que tipo de problemas ele € atil?

3. Sobre os sélidos de Platdo observe o que disse Euclides (300 a.C.)

Digo, entdo, que exceto as cinco ditas figuras ndo serd construida outra
figura contida por equilateras e também equidngula iguais entre si. Pois, um
angulo sélido ndo sera construido, certamente, por dois triangulos, ou em
geral, planos. Mas por trés triangulos, o da pirdmide, e por quatro, o do
octaedro, e por cinco, o do icosaedro; mas por seis triangulos tanto
equilateros quanto equidgulos, construidos junto a um ponto, ndo existird um
6angulo sdlido; pois, sendo o angulo de um triangulo equilétero dois tergos
de um reto, 0s seis serdo iguais a quatro retos; o que é impossivel; pois todo
angulo sélido é contido por um menor do que quatro retos. Pelas mesmas
coisas, entdo, nem um angulo soélido é construido por mais do que seis
angulos planos. Mas o angulo do cubo é contido por trés quadrados; e por
quatro, é impossivel; pois, de novo, sera quatro retos. Mas por pentagonos
equilateros e equiangulos, certamente por trés, o do dodecaedro; e por
quatro, é impossivel; pois, sendo o angulo do pentdgono equilatero um reto e
um quinto, os quatro angulos, os quatro angulos serdo maiores do que quatro
retos; o que € impossivel. Nem, por certo, por outras figuras poligonais sera
contido um angulo sélido, pelo mesmo absurdo. Portanto, exceto as cinco
ditas figuras, uma outra figura sdlida ndo sera construida, contida por
equilateros e também por equidngulas; o que era preciso provas.
(EUCLIDES, in BICUDO, 2009, p. 592)

22 Parte: Desenvolvimento dos nimeros e dos conjuntos numeéricos

Os mesopotamicos usavam uma escrita cuneiforme que gravavam em tabletes de

argila com estiletes.
Eles usavam duas bases para a numeracao. Base 10 de 1 até 59 e um misto de base 60

e base 10 para representar os demais numeros (fig.11)3.

n€Y | 2V |3 <Y |a 4&7 51 47'
12 LTV | 22 €TV |32 £TY |4 m 52 417
13 TV | 23 4TIV | 35 YTV | 43 .&W 534“7‘

AT P AT LT
15 L | 25 (B | o5 |0 K -
w <FF |« KT |, <o
(| o AFF | F | LT o
T | kT | T | BT
T | T | T | T
o e |0 & | & |

Figura 11 — Simbolos Cuneiformes. Fonte: http://www.invivo.fiocruz.br/cgi/cgilua.exe/sys/start.htm?infoid=976&sid=9

1

o

HUGH € g3~
4
A
S

o

9



http://www.invivo.fiocruz.br/cgi/cgilua.exe/sys/start.htm?infoid=976&sid=9

Caderno para o Professor de Matemética de Mato Grosso do Sul — SBEM-MS

Hoje sabemos que o sistema mesopotamico era decimal até 59 e sexagesimal de 60 em
diante, como pode ser observado no seguinte tablete (fig. 12), encontrado pelos
pesquisadores. Analise-0 e tente descobrir como ele pode nos ajudar a entender o sistema
deles. Ha alguma regularidade no tablete que segue?
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'

Figura 12 — Tablete Babildnico (AABOE, 1984, p. 11).

Se usarmos os simbolos atuais (indo-arabicos) e os principios do sistema babil6nico
teremos:

a) 45= 10+10+10+10+5 ou 4x10+5
b) 74=60+10+4= 1x60 +1x10+ 4 (denotaremos por 1,14)
C) 112,5=1x60 +5x10+ 2 + 30/60 (denotaremos por 1,52;30)

Os numeros a seguir estdo representados por simbolos indo-arabicos, escreva-0s no
sistema numeracdo cuneiforme dos mesopotamicos:

a) 133 =

b) 451 =

c) 0;25 =

d) 3,21 =

Boyer (1996, p.19) afirma que o0s mesopotdmicos, também conhecidos como
babil6nicos, foram habeis em desenvolver processos “algoritmicos”, pois tinham técnicas para
resolver “raiz quadrada” e possuiam tabelas de “multiplicag¢@o, de reciprocos, de quadrados,

de cubos e raizes quadradas, escritas, € claro, em sexagesimais “cuneiformes”.

Visando construir uma delas, vejamos antes um exemplo de reciprocos nas bases 10 e
20.

| n | Reciproco na | Reciproco na base 20 |




Historia da Matematica para Professores de Matematica do Ensino Médio

base 10
2 5 10
4 2,5 5
5 2 4 _
8 1,25 Z% ou 2;10 (onde 0;10 representa a metade na base 20 como 0,5 representa a
metade na base 10). Em outras palavras: 20 = 2x8 + %xs
12 |- 12X 0u 1,15 ( porque 15?)

Observe agora o registro encontrado em um tablete mesopotamico (fig. 13) e tente

verificar a regularidade envolvendo os nimeros da Col. | e os da Col. 2:

Col.I ColT CoLI  ColII CoL.I  Col IT
2 30 16 3,45 45 1,20
3 20 18 3,2 48 1,15
4 15 23 50 1,12
5 12 24 2,30 54 1,6,40

‘o 10 25 2,24 1 1
8 7,30 27 2,13,20 1,4 56,15
9 6,40 0 1 1,12 50
10 6 32 1,52,30 1,15 48
12 5 36 1,40 1,20 45
15 4 40 1,3 1,21 44,26,40

Figura 13 - Tablete babilénico. Fonte. (AABOE, 1984, p. 15).

Entre os tabletes babildnicos foi encontrado um com os valores a seguir.
2112 |36|1,20 | 2,30 | 4,12

Vocé consegue descobrir a regra utilizada?

Esses dados da mesopotamia datam de 2000-1600 a.C., segundo Roque (2012).

Com relacdo a raiz quadrada de um numero diz-se que 0s mesopotamicos usavam uma
técnica propria.

Desejando-se saber /x seguiam os seguintes passos:

1. Procuravam duas raizes proximas, uma menor (r) e outra maior (s) onde s = ; .

2. Achavam a média aritmética (m) entre r e s . O valor m sempre é maior do que vx .

o + g o
3. Obtinham m; fazendo m, = % e faziam novamente a média entre m e m;.

Determine v70 pelo método mesopotamico.



Caderno para o Professor de Matemética de Mato Grosso do Sul — SBEM-MS

Outro povo cuja matematica produzida por ele é muito bem conhecida é o povo
egipcio. Desde 2000 a 1800 a. C. que eles desenvolveram técnicas e conceitos matematicos

que revelam alto nivel de conhecimento para a época.
Eles usavam uma numeracdo diferente dos babilonicos e os simbolos também. Os

simbolos usados eram esses (fig. 14)4:

Unidade \ (pau)
Dezena (M (asade cesto)
Centena @ (espiral)
Mithar i (flor de l6tus)

Dez milhares f (indicador dobrado)
Cem milhares (<, (peixe cabegudo)

@)
Milhdo 2,_.'/ (Deus acocorado)

Figura 14 - Numerais egipcios.
Fonte: http://www.prof2000.pt/users/hjco/numerweb/pg000120.htm

Questdes:

1. Qual era a base do sistema de numeracao dos egipcios?

2. Quais semelhancas e diferencas entre esse sistema e 0 N0ss0?

3. Como eles escreveriam dez milhdes?

Os egipcios sabiam somar e multiplicar ¢ Boyer (1996, p.10) afirma que “a operagdo
fundamental no Egito era a adicdo, e nossas operacGes de multiplicagdo e divisdo eram
efetuadas no tempo de ‘Ahmes’ [um escriba egipcio que assinou por esse nome um rolo de
papiro que ele copiou por volta de 1650 a.C.] por sucessivas ‘duplacdes’. Nossa palavra
‘multiplicagdo’, na verdade, sugere o processo egipcio”.

Questao:

Como os egipcios efetuariam as seguintes operacoes?

a) 23 x15= b)50x 34 = ¢)272+16=

Os gregos da antiguidade também fizeram progressos na matematica. Eles, talvez mais

do que outros povos, fizeram importantes constatacdes. Os gregos fugiram das regras prontas,


http://www.prof2000.pt/users/hjco/numerweb/pg000120.htm
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das tabelas de resultados, e procuraram observar regularidades tendo produzido o que
chamamos de nameros figurados, por exemplo, 0os nimeros obtidos pela adi¢cdo dos numeros
naturais eram chamados numeros triangulares. Eles também identificaram numeros
quadrados, nimeros pentagonais, enfim, numeros poligonais.

E importante propor aos alunos que pesquisem na internet sobre os nimeros figurados
e que tentem descobrir e explicar as regularidades presentes na constitui¢cdo desses nimeros.

Os gregos chamavam de numero perfeito aquele cuja soma dos divisores proprios
(ndo inclui o proprio numero) resulta igual a ele mesmo. Ex. D(6) = {1,2,3,6}, como 1+2+3 =
6 entdo 6 € um namero perfeito. Quando a soma d& maior que o nimero ele € chamado de
abundante e quando € menor de deficiente. Tente encontrar nimeros perfeitos, deficientes e
abundantes, entre os 30 primeiros nUmeros naturais.

Eratostenes (230 a. C.) criou um “critério” para descobrir nimero primos. Ele dispds
numa tabela a sequéncia dos naturais. Em seguida ele comecava riscando o nimero 1 e, em
seguida, todos os multiplos de 2 maiores que 2, todos os multiplos de 3 maiores que 3, todos
os multiplos de maiores que 5, e assim por diante. Os nimeros que sobravam eram primos
(Esse critério é conhecido por “Crivo de Eratdstenes”). Por que os nimeros que sobravam
eram primos? A construcdo dessa tabela (crivo) poderia ser explorada como recurso didatico,
para introducdo dos primos?

Com relacdo aos numeros primos Godbach (1690-1764) conjecturou que “Todo
namero par maior do que 2 pode ser decomposto numa soma de dois nimeros primos”. Se
tomarmos um numero para menor que 50, por exemplo, podemos facilmente verificar a
validade dessa conjectura para esse nimero. Discuta a possibilidade de uso didatico dessa

conjectura.
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32 Parte: Evolucao historica das equacdes algébricas

1. Os egipcios também resolviam problemas algébricos. Segundo Boyer (1996, p.10)
eles denominavam a incdgnita por “aha” e usavam o método da “falsa posi¢do” para resolver
equacOes. O autor afirma que no problema de n° 24 do papiro de Ahmes é pedido para
determinar o valor de “aha sabendo que aha mais um sétimo de aha da 19”.

2. “Um problema babilonico pede o lado de um quadrado se a diferenca entre a area
desse quadrado e o seu lado é o nimero (sexagesimal) 14,30. A resolucdo do problema é
descrita com o segue: ‘Tome metade de 1, que é 0;30; multiplique por 0;30 o que da é 0;15;
some 0;15 a 14,30 obtendo 14,30;15. Este tltimo € o quadrado 29;30. A seguir some 0;30 a
29;30; o resultado ¢ 30, que € o lado do quadrado’” (EVES, 1997, p. 78).

Questdes para vocé responder:

1. Por que 0;30%0;30 = 0;15 ?

2. Vamos pensar como ficaria o problema se eles usassem a base decimal. Ficaria
assim: determine o lado de um quadrado se a diferenca entre a area desse quadrado e 0 seu
lado é o nimero (decimal) 870. Tome a metade de 1, ...(continue)

De Refatti e Bisognin (2005, p.82) extraimos o seguinte excerto:

De acordo com Boyer (1974), os babilénios foram os primeiros a resolver
equacbes quadraticas, por volta de 4000 anos a.C.. No entanto, eles ndo
apenas algumas formulas de fatoracdo e desenvolveram uma aproximacéo
algoritmica para resolver problemas envolvendo equagdes quadraticas. Essa
aproximacao algoritmica é citada por muitos historiadores uma raiz positiva,
pelo fato de representar um comprimento. Os babil6nios tinham um método
todo especial, sem simbolos e férmulas, para achar dois nimeros cuja soma e
0 produto sdo dados. Eles usavam a forma dissertativa para descrever o
algoritmo, que envolvia apenas manipulagdes de dados. Allaire e Bradley
(2001, p. 311) descreveram esse algoritmo.

O algoritmo € representado no quadro a seguir (fig.15).
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Figura 15 - Processo babil6nico de resolucdo da equagédo quadratica.

Pitombeira (2004) revela que, em pesquisas recentes, sobre a Matematica
desse povo, alguns historiadores sugerem que o0s escribas babil6nios
chegaram a esse resultado, usando raciocinio geométrico. Pesquisas
arqueoldgicas destacam um material achado por volta de 1700 a.C., na época
de Hamurabi, o qual mostra que os babilénios resolviam uma grande
variedade de problemas como, por exemplo: “Se a soma de dois ¢ 20 e o
produto € 96 quais sdo esses numeros” (idem, p.83)

Aproveite para resolver o seguinte problema pelo algoritmo mesopotamico: A soma de
dois numeros é 30 e o produto é 221, quais sdo esses numeros?

Essa “receita” vale para equagdes do tipo x?+bx+c=0.

Segundo Fragoso (2000) os gregos resolviam equagdes do segundo grau por meio de
construcdes geométricas. Os diferentes tipos de equagdes eram resolvidos de formas distintas.
N&o havia uma formula geral e os antigos ndo apresentavam a solucéo negativa (quadro V).

Por exemplo, a equacdo x?-ax+b?=0 era resolvida pelo seguinte procedimento:

Tracamos o segmento AB=a (fig.15), por P ponto médio de AB, levantamos
o segmento perpendicular PE=b (raiz quadrada de b?) e, com centro em E e
raio PB, tragamos um arco que intercepte AB no ponto Q. A raiz desejada
sera dada pelo valor do segmento AQ (FRAGOSO, 2000, p.58).
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Figura 16 - Resolucdo geométrica.
Fonte: (FRAGOSO, 2000, p.58).

Para verificacdo resolva as equacdes a seguir pelo método usado hoje e pelo método
geométrico. Compare os resultados (desprezando as imperfeicdes dos instrumentos).

a) x2-13x+36=0

b) x2-20x+36=0

C) x2-20x+64=0

Quadro V- Sintese historica sobre os nUmeros negativos

O numero negativo veio se tornar objeto de preocupacao muito tempo depois. Os escribas do
Egito e Mesopotamia resolviam equagdes mas nunca consideravam a possibilidade de solugdes
negativas. O mesmo se pode dizer dos gregos. Os chineses “parecem ter sido capazes de tratar
nimeros negativos nos passos intermediarios na resolucio de equacdes”, mas a nossa
matematica tem as suas raizes nos estudiosos gregos. Na Europa 0s nameros negativos nao
eram bem aceitos pelos matematicos até o final do século XVIIl1 (BERLINGOFF; GOUVEA,
2008, p. 97).

Nessa linha de raciocinio os chineses apresentam o seguinte problema: “no meio de
um pequeno lago circular de 10 pés de diametro esta plantado um junco vertical que se projeta
para fora da agua. Inclinando-o lateralmente, sem encurva-lo, a sua extremidade atinge
exatamente a borda do lago. Qual a profundidade da agua?” (Idem)

Sabendo que eles consideravam a area do circulo como sendo o didmetro” (BOYER,

1996, p. 134) resolva o problema proposto.
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A seguir apresentamos uma atividade extraida do livro de Ochoviet et al (2011). No
livro chinés do inicio do século XII, Nove capitulos sobre a Arte da Matemética, encontra-se
0 problema do bambu quebrado (EVES, 1997, p. 249), cujo enunciado € o seguinte:

“Um bambu de 10 chih de altura ¢ quebrado num ponto e toca o solo a uma distancia
de 3 chih da base do tronco”, conforme mostra a figura abaixo.

A que altura ocorreu a quebra? (fig.17).
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Figura 17 - Bambu quadrado.
Fonte: (OCHOVIET et al., 2011, p. 68).

A solucdo que acompanha esse problema chinés é a seguinte:

Tomar o quadrado da distancia da base do bambu até o ponto em que sua parte
superior toca o solo e dividir pelo comprimento do bambu. Retirar esse resultado do
comprimento do bambu e dividir por 2 essa diferenca obtida. 1sso no da a altura da quebra.

a) Vocé conseguiria interpretar a solucdo dada pelos chineses?

b) A solucéo dada pelos chineses coincide com a que vocé encontrou?

Um nome que merece ser considerado neste contexto de equacOes algébricas € al-
Khwarizmi, matematico arabe (c.780-850 e.C.), natural de Khwarizm, hoje, Khiva, no
Uzbequist&o.

Trabalhou na Casa da Sabedoria em Bagda sob a protecdo do califa al-Mamun. O
califa al- Rashid e seus filhos al-Mamun e al-Mutasin, que o sucederam foram protetores das

artes e das ciéncias.
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Entre os trabalhos de al-Khwarizmi constam um tratado sobre os numerais hindus e
um livro sobre algebra (Al-jabr wa’l mugabala) onde propde a solugdo geométrica para as
equacOes x>+10x = 39 e x?+ 21 = 10x pelo método geométrico (BANDEIRA, 2013).

Pesquisadores registram duas formas de resolver a primeira delas.
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Boyer, por exemplo, orienta dividir o nimero de raizes (10x) por 4 e construir a

seguinte figura de area 39, isto €, x?+ 4x2,5x = 39 (fig.18).

Figura 18 - Um quadrado de area x? e 4 retangulos de area 2,5x.

E depois o seguinte quadrado de area 64 (fig. 19). 39+ 4x (2,5)*= 64

Figura 19 - Quadrado de area 39+25=64

Como o quadrado maior tem area 64 o seu lado mede 8 unidades. Essas 8 unidades sao
resultantes de x+2x2,5= x+5.

Se x+5=8 entdo x=3.

Pitombeira propde outra solucéo:

A solucdo é: tome a metade do nimero de raizes, o que neste exemplo é
igual a cinco. Isso vocé multiplica por ele préprio; o produto é vinte e cinco.
Adicione isso a trinta e nove; a soma é sessenta e quatro. Agora, tome a raiz
disso, que é oito e subtraia dela a metade do numero de raizes, que é
cinco. O resultado é trés. Isso é a raiz do quadrado que vocé
procurava; o quadrado é nove (PITOMBEIRA, s.d., grifo nosso)
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Como ficaria essa figura? A resposta seria a mesma?
Proposta de pesquisa: encontre uma figura para x?+ 21 = 10x.

Um outro tipo de abordagem das equacOes algébricas é o que foi realizado pelos
gregos. Devido as dificuldades em compreender os nimeros, particularmente os irracionais,
eles optaram por trazer tanto os problemas numéricos quanto os algébricos para o campo da
geometria, em particular para a construgdes com régua e compasso. Em que consistia a
“algebra geométrica” utilizada pelos gregos?

Como os gregos faziam operagdes com medidas, com regua e compasso?

Vamos apresentar a seguir, de maneira sucinta, ilustracGes de procedimentos utilizados
pelos gregos para realizar algumas opera¢des com numeros utilizando regua e compasso.
Se a e B dois nUmeros reais construtiveis entdo a + B, a - B, o . f e a / p também sdo

construtiveis?

B=C

p=ls

-

&
(%]

Figura 20

A figura 19 é ilustrativa da adicdo e subtracdo de numeros com régua e compasso.

Nesse caso o segmento AB mede a e o raio BE mede . Logo AD mede a + 3 e AE mede a -

B.

Figura 21
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Na fig. 21, ao substituir as medidas dos segmentos AB A AC e CD por
convenientemente por a, B e a unidade, utilizando-se o teorema da proporcionalidade de Tales
pode-se obter os nimeros a.. pe a/p.

Sendo dados dois segmentos de comprimentos 1 e o, como os gregros construiam um

segmento de comprimento Vo ?

Figura 22

Na fig. 21, o segmento AB mede uma unidade de comprimento e AC mede o .
Por meio desses procedimentos 0s gregos conseguiam resolver equacdes do primeiro e

segundo graus utilizando apenas régua e compasso.
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Padroes matematicos no Ensino Médio: contextualizando a Matematica
dentro da prépria Matematica

Marcio Antonio da Silva®

Objetivos:

e Apresentar propostas de ensino de temas que normalmente ndo possuem ligacdes
explicitas nos “tradicionais” programas do ensino médio, mas que, a partir do enfoque de
organizacao curricular que seré proposto, podem ser tratados de forma conjunta.

e Discutir a contextualizacdo de contetdos, por intermédio de uma abordagem pouco
usual: o préprio contexto matematico.

e Propor uma forma diferenciada de ensino que ndo privilegia a memorizacdo por
parte dos estudantes, mas o estabelecimento de relacbes e a investigacdo de padrdes,
valorizando os conteudos procedimentais e atitudinais.

e Elaborar, a partir dos assuntos estudados na oficina, um rol de atividades
investigativas que poderdo ser trabalhadas na pratica profissional dos professores

participantes.

Publico Alvo: Professores de Matematica do Ensino Médio.

Participaram das discusses para a composi¢do deste texto: Anderson Martins Corréa; Camila de
Oliveira da Silva; Cristiano da Silva dos Anjos; Deise Maria Xavier de Barros Souza; Genghis Carlos
Bernal Netto; Jackeline Riquielme de Oliveira; José Wilson dos Santos; Jalio César Gomes de
Oliveira; Marcio Antonio da Silva; Shirlei Paschoalin Furoni; Vanessa Franco Neto.

LINMA. UFMS. marcio.ufms@gmail.com
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Por que investigar padrdes matematicos?

Antes de iniciar a apresentacdo de propostas de ensino que privilegiam a investigagdo
de padrdes matematicos, faz-se necessaria a compreensdo do que fundamenta este pequeno
projeto.

Esta fundamentacdo estda ligada a discussbes sobre curriculos. Portanto, € muito
importante refletirmos sobre o significado desta palavra, pois ela muitas vezes é utilizada
indevidamente ou com Vvérios sentidos.

Relacionar curriculos com listas de contetdos ou com um rol de competéncia e
habilidades é algo muito comum. Porém, a meu ver, esta longe de representar o que séo
curriculos. No entanto, é importante esclarecer que as discussdes sobre quais conteddos
devem ser ensinados em determinada etapa da escolaridade é um debate que também faz
parte das discussdes curriculares.

Para dar uma pequena ideia sobre a grande amplitude das questBes levantadas quando
se realizadas nessa area. Trata-se de um pesquisador espanhol chamado José Gimeno
Sacristan. Ele possui varios livros traduzidos para o portugués. Em um deles, escrito em
coautoria com Pérez Gémez, ele relaciona 16 topicos investigativos da area curricular, sendo

gue boa parte deles trataremos nesta oficina:

Os problemas béasicos que o tratamento do curriculo agrupa dependem da orientagdo
de que seja objeto, mas poderiamos resumi-los em torno das seguintes grandes questdes:

Que objetivo, no nivel de que se trate, 0 ensino deseja perseguir?

O que ensinar, ou que valores, atitudes e conhecimentos estdo implicados nos
objetivos?

Quem esta autorizado a participar nas decisdes do contetdo da escolaridade? Por que
ensinar o que se ensina, deixando de lado muitas outras coisas? Trata- se da justificativa do
contetdo.

Todos esses objetivos devem ser para todos os alunos(as) ou somente para alguns
deles?

Quem tem melhor acesso as formas legitimas de conhecimento? Esses conhecimentos
servem a quais interesses?

Que processos incidem e transformam as decisfes tomadas até que se tornem pratica

real?
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Como se transmite a cultura escolar nas aulas e como deveria se fazer? (Ja que a forma
de ensinar ndo € neutra quanto ao contetido a ser ensinado.)

Como inter-relacionar os contetdos selecionados oferecendo um conjunto coerente
para os alunos(as)?

Com que recursos metodol6gicos, ou com que materiais ensinar?

Que organizacdo de grupos, professores(as), temos e espacos convem adotar? Quem
deve definir e controlar o que é éxito e fracasso no ensino?

Como saber se houve sucesso ou ndo no ensino e que consequéncias tem sobre o
mesmo as formas de avaliacdo dominantes?

Como podem se mudar as praticas escolares relacionadas com estes temas?
(SACRISTAN; PEREZ GOMEZ, 1998, p. 124-125).

A quarta questdo proposta por Gimeno Sacristan diz respeito a um debate que, embora
importantissimo, ainda é pouco presente quanto falamos de contedos matematicos para o
ensino médio: quais conteddos devem ser ensinados e quais devem ser deixados de lado?

Para tentar responder esta questdo, um autor estadunidense chamado William Doll Jr.
escreve um livro na década de 1990 que também foi traduzido para a lingua portuguesa
(1997). Nesta obra, Doll Jr. propGe quatro critérios para escolha e organizacao de conteudos,
ndo sé de Matematica, e que deveriam orientar o debate em busca de responder questfes
como a proposta por Sacristan. Estes critérios sdo: riqueza, recursdo, relacdes e rigor.

Nesta oficina, citarei apenas o primeiro critério construido por Doll Jr. (riqueza), por
entender que este possui relagbes estreitas com a busca de padrdes matematicos, embora o
autor cite poucos exemplos sobre como seria a escolha de conteidos matematicos usando este
critério.

Doll Jr. (1997) se refere ao seucritério “riqueza” manifestando a profundidade e,ao
mesmotempo, aberturaque uma proposta curricular deve ter e as negociacOes

feitasentreprofessores e alunos:

Este termo [riqueza] se refere a profundidade do curriculo, a suas camadas de
significado, a suas multiplas possibilidades ou interpretacbes. Para que os alunos e
professores transformem e sejam transformados, um curriculo precisat er a “quantidade certa”
de indeterminancia, anomalia, ineficiéncia, caos, desequilibrio, dissipacdo, experiéncia vivida
(p. 192).
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Exemplificando como o critério “riqueza” poderia emergir nas diversas disciplinas,
Doll Jr. (Ibid.) refere-se & Matemaética abordando somente a questdo da exploracéo e busca

por padrdes, utilizando os computadores como possibilidade para atingir esse objetivo:

A Matemética — um assunto em que a aritmética computacional desempenha apenas
um pequeno papel — adquire sua forma de riqueza ao “brincar com padrdes”. Obviamente,
isso pode ser feito par excellence com os computadores

— instrumentos que qualquer curriculo matematicamente rico deveria possuir — mas 0s
computadores ndo sdo uma condigdo sinequa non. Podemos ver padrdes, desenvolvé-los e
brincar com eles em simples combinagdes numéricas (como nas séries de Fibonacci) ou na
geometria euclidiana ou fractal. Separar um quadrado em tridngulos retos € um exemplo do
primeiro; o triangulo de Sierpinski € um exemplo do ultimo. Em todos os niveis, do jardim de
infancia a Universidade, a Matematica pode ser tratada significativamente como “brincar com

padrdes” (p. 193).

Essa conexdo entre Matematica e padrGes ndo é uma novidade. Alguns anos antes de
Doll Jr. publicar seu livro (o original, em inglés, foi publicado em 1993), o matematico
estadunidense Lynn Arthur Steen publicou um artigo na Revista Science gque provocaria
grandes repercussfes na Educacdo Matematica. No seu texto, Steen descreve a ciéncia
matematica do século XX, ressaltando seus progressos e as linhas cientificas que mais se

destacavam. Na conclusdo, o pesquisador define a Matematica como “a ciéncia dos padrdes’:

A matematica é a ciéncia dos padrdes. O matematico procura padrdes em ndmeros, no
espaco, na ciéncia, nos computadores, e na imaginacao. [...] Aplicacdes da Matematica usam
esses padrBes para "explicar” e prever fenbmenos naturais que se encaixam nos padroes.
PadrGes podem implicar outros padrdes, muitas vezes gerando padrdes de padrdes. Desta
forma, a matematica segue sua propria logica [...] (STEEN, 1988, p. 240, traducao nossa).

Talvez esse ensaio, publicado por Steen, tenha tido maior repercussdo pelo fato
de, na época, ele ocupar a presidéncia da Conference Board of the Mathematical
Sciences, uma organizacdo que abrange dezessete sociedades cientificas, entre elas a
American Mathematical Society (AMS), a Association of Mathematics Teacher
Educators (AMTE), o National Council of Supervisors of Mathematics (NCSM) e o

National Council of Teachers of Mathematics (NCTM). Essa Ultima sociedade foi
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responsavel pela publicacdo de duas diretrizes curriculares que orientaram 0s assuntos e a
forma de abordar os conteldos nas escolas dos Estados Unidos nas ultimas décadas:
Curriculum and Evaluation Standards for School Mathematics (NCTM, 1989) e
Principles and Standards for School Mathematics (NCTM, 2000). Os Standards, como
ficaram conhecidos internacionalmente, trazem o estudo de padrbes como uma acéo

recorrente nos documentos publicados.

O mais recente (NCTM, 2000) divide os contetdos a serem trabalhados, durante 0s
doze anos da educacdo basica estadunidense, em cinco blocos: (i) nimeros e operacdes; (ii)
algebra; (iii) geometria; (iv) medidas; (v) analise de dados e probabilidade. Em todos esses
blocos encontramos referéncia ao estudo de padrbes. No entanto, parece-nos que a énfase esta
no bloco algébrico, pois encontramos, dentre os préprios objetivos para o0 ensino deste
assunto: compreender padrdes, relagdes e fungdes.

Na etapa equivalente ao ensino médio brasileiro (Grade 9-12), os autores dos
Standards prop6em a generalizacdo de padrdes, abordando assuntos como funcdes e
enfatizando o caréater recursivo de algumas delas (Idem, Ibidem, p. 296).

Os pesquisadores salientam que a Geometria também é um bloco no qual o estudo de
padrdes pode enriquecer o processo de ensino-aprendizagem. Para tanto, os estudantes devem
descobrir padrdes e formular conjecturas sobre os mesmos. O uso de softwares de Geometria
Dinamica serviria como catalisador nesse processo (p. 309-310). O documento ainda enfatiza
a importancia de utilizar os padrbes para producdo de provas, bem como a necessidade de
explorar diferentes representacdes para a analise de modelos, sejam eles numéricos, figurais,
gréaficos ou algébricos.

Antes mesmo da publicacdo da versdo mais recente dos Standards, alguns
pesquisadores também difundiram a importancia dos padrdes matematicos em obras que se
tornaram classicas, como Devlin (1994) e Resnik (1997). Alias, o filésofo da Matematica
Michael Resnik, professor da University of North Carolina at Chapel Hill, talvez tenha sido o
grande inspirador da ideia de descrever a Matematica como a ciéncia dos padrdes, pois em
seu artigo, publicado em 1981, encontramos fortes indicios dessa relagdo, a comecar pelo
préprio titulo: “Mathematics as a Science of Patterns: Ontology and Reference”.

O objetivo de Resnik (1981) ndo era provocar discussdes curriculares sobre 0s
conteddos matematicos a serem abordados na educacdo bésica, mas sim defender seu ponto
de vista filosofico realista, no qual busca olhar para a Matematica com seu carater ontologico.

Embora o pesquisador enfatize sua crenga em uma corrente filosofica que entrou em crise ja
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no século XV, sendo confrontada com o idealismo cartesiano (MENEGHETT], 2003, p. 137),
ele ressalta que sua proposta ¢ “uma forma de realismo matematico” (RESNIK, 1997, p. 10,
traducdo nossa). Neste artigo, ndo entraremos em discussdes filosoficas, bem como néo
assumiremos a postura realista de conceber a Matematica como uma ciéncia formada por
objetos que existem independente dos sujeitos e da consciéncia (CHAUI, 2000, p. 306).

Orton (1999) menciona Varios outros pesquisadores que também citam a importancia
de estudar a Matematica por intermédio das generalizacdes oferecidas pelos padrdes:

Matematicos e educadores ha muito se entusiasmam com a importancia do padrdo em
matematica. Sawyer (1955, p. 12)* afirma que "a matematica é a classificagdo e estudo de
todos os padrdes possiveis". Williams e Shuard (1982, p. 330)° sugeriram que “a busca de [...]
ordem e padrdo € uma das forcas motrizes de todo o trabalho matematico com as criangas".
Biggs e Shaw (1985, p. 1)® escreveram: "[...] A matemética pode ser pensada como uma
busca por padrdes e relagdes”. Mottershead (1985, p. vii)’# descreveu a matematica
simplesmente como "o estudo dos padrdes"” (p. vii-viii).

Alguns grupos também foram constituidos para investigar essa estreita relacdo entre os
padrdes e a possibilidade de explorar situacGes que tornem a Matematica mais atrativa aos
alunos da educacdo basica.

Na Inglaterra, ogrupo de pesquisa “padrao em Matematica” foi criado na Faculdade de
Educagao da Universidade de Leeds, no inicio de 1992, com o objetivo de“fornecer estrutura
e suporte aos estudos de desenvolvimento da percepcdo das criancas, concepcao e utilizacédo
de padrdes na aprendizagem da matematica” (ORTON, 1993, p. 39, traducdo nossa).

No Brasil, realizando uma busca simples, no banco de teses da Coordenacdo de
Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior (CAPES)®por dissertacies e teses que
possuissem as palavras “padrdes”, “educac¢do” e “Matemdtica” no seu titulo ou resumo,
encontramos sete trabalhos’. Quatro destas pesquisas foram orientadas pela professora
doutora Silvia Dias Alcantara Machado do Grupo de Pesquisa em Educacdo Algébrica —
GPEA, do Programa de Estudos Pos-Graduados em Educacdo Matematica da PUC/SP. Essa
pequena investigacao revela a concentracdo de estudos sobre o tema em um Programa de Pds-

Graduagdo em Educacdo Matemaética e em poucos pesquisadores brasileiros. Também revela

*SAWYER, W. W. Prelude to Mathematics. Harmondsworth: Penguin, 1955.
> WILLIAMS, E.; SHUARD, H. Primary Mathematics Today. Harlow: Longman Group Limited, 1982.

: BIGGS, E.; SHAW, K. Maths Alive! London: Cassell, 1985.
i MOTTERSHEAD, L. Investigations in Mathematics. Oxford: Basil Blackwell, 1985.
8.

http://capesdw.capes.gov.br/capesdw/Teses.do

® Modanez (2003), Nakamura (2003), Andrezza (2005), Almeida (2006), Perez (2006), Archilia (2008) e Santos
(2008).
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que as investigagfes envolvem, predominantemente, os padrbes como forma de tratar
aspectos algébricos abordados na educacdo bésica.

Em Portugal, a professora Isabel Vale coordena, desde 2006, o projeto “Matematica e
padrdes no ensino basico: perspectivas e experiéncias curriculares de alunos e professores”
que tem por objetivo “estudar o alcance de uma abordagem curricular centrada no estudo de
padrbes, no desenvolvimento do conhecimento matematico dos estudantes da escolaridade
basica (J1-9)*° e na formacdo de professores” (VALE et al., 2008, p. 1).

Isabel Vale e seus colegas reiteram a observacdo de outros autores quanto a
inexisténcia de uma definicdo para padrdo que o caracterize como um conceito matematico.
No entanto, alguns termos nos dao indicios de que determinada atividade, sequéncia didatica,
problema ou investigacdo pode tratar-se de uma proposta que preveé a analise e construcdo de
padroes por parte dos estudantes: “regularidade, sequéncia, sucessdo, repeticdo, lei de
formagdo, regra, ordem, generalizacdo, formula, variavel, invariante, configuracéo,
disposicao, ritmo, motivo, friso, pavimentac¢ao” (Idem, Ibidem, p.3).

Isto nos leva a refletir sobre qual énfase deve ser dada na escolha de conteddos: os
préprios contetdos per se ou atividades que explorem a riqueza da Matematica, utililizando-
se dos conteudos? Parece-nos razoavel chamarmos de “conteidos matematicos” apenas e tdo
somente 0s objetos matematicos passiveis de definicdo, ou seja, conceitos matematicos.
Padrdo ndo é um conceito matematico, mas pode ser uma caracteristica estrutural de varios
conceitos.

Usando essa nova “lente”, podemos justificar conteudos tradicionalmente trabalhados
no ensino médio, ndo pela importancia intrinseca do tema, mas pela forma como é trabalhado.
Por esta perspectiva, a metodologia e a organizagdo dos assuntos tém um papel fundamental
na justificativa da insercéo ou excluséo de um tépico do rol de matérias abordadas nesta etapa
da educacéo basica.

Em nossa tese de doutoramento (SILVA, 2008) ¢é possivel encontrar discussdes mais
detalhadas e aprofundadas sobre a escolha e organizacdo de contetdos matematicos para o
ensino médio.

Refletindo sobre as questdes que abordamos anteriormente, sugerimos uma série de
atividades que podem explorar padrdes matematicos no ensino medio ou até mesmo nos anos

finais do ensino fundamental.

10 > . I
Etapa escolar portuguesa equivalente ao Ensino Fundamental brasileiro.
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Estas atividades foram elaboradas ndo para determinar prescricdes (o que deve ser
feito), mas para permitir que os professores possam, a partir delas, buscar novas conexdes
entre conteldos que aparentemente ndo possuem ligacdes. Desta forma, os estudantes
compreenderdo as ligacGes dos proprios campos da Matematica, conhecendo-a como ciéncia

contextualizada por si s6, independente de suas aplicages no cotidiano ou em outras ciéncias.

Referéncias

SACRISTAN, J. G.; PEREZ GOMEZ, A. I. Compreender e transformar o ensino. Tradug&o
de: Ernani F. da Fonseca Rosa. 4. ed. Porto Alegre: Artmed, 1998.

ALMEIDA, M. M. M. Estratégias de generalizacdo de padrdes de alunos do ensino
fundamental do ponto de vista de seus professores. Dissertacdo (Mestrado Académico em
Educacdao Matematica) — Pontificia Universidade Catolica de Sdo Paulo, Sdo Paulo, 2006.

ANDREZZO, K. L. Um estudo do uso de padrdes figurativos na aprendizagem de Algebra
por alunos sem acuidade visual. Dissertacdo (Mestrado Académico em Educacéo
Matematica) — Pontificia Universidade Cat6lica de S&o Paulo, Sdo Paulo, 2005.

ARCHILIA, S. Construcao do termo geral da progressao aritmética pela observacgao e
generalizagéo de padrdes. Dissertacdo (Mestrado Profissionalizante em Educacgao
Matematica) — Pontificia Universidade Catdlica de Sdo Paulo, Sdo Paulo, 2008.

CHAUI, M. Convite a Filosofia. Sdo Paulo: EditoraAtica, 2000.
DEVLIN, K. Mathematics: The Science of Patterns. New York, NY: W. H. Freeman, 1994.

DOLL JR., W. E. Curriculo: uma perspectiva pés-moderna. Tradu¢do de: Maria Adriana
Verissimo Veronese. Porto Alegre: Artmed, 1997.

IMENES, L. M. Problemas Curiosos. Sao Paulo: Scipione, 1999.

MENEGUETTI, R. C. G. O conhecimento matematico no realismo e no idealismo:
compreensdo e reflexdo. Episteme, Porto Alegre, n. 16, p. 137-149, jan./jun. 2003.

MODANEZ, L. Das sequéncias de padrdes geométricos a introducédo ao pensamento
algébrico. Dissertacdo (Mestrado Académico em Educacdo Matematica) — Pontificia
Universidade Catolica de Séo Paulo, S&o Paulo, 2003.

NAKAMURA, O. Y. A. Generalizacao de padrdes geométricos: caminho para construcéo de
expressdes algébricas no ensino fundamental. Dissertacdo (Mestrado Académico em
Educacdo Matematica) — Pontificia Universidade Catolica de Sdo Paulo, S&o Paulo, 2003.

NATIONAL COUNCIL OF TEACHERS OF MATHEMATICS. Curriculum and evaluation
standards for school mathematics. Reston, VA: Author, 1989.

NATIONAL COUNCIL OF TEACHERS OF MATHEMATICS. Principles and standards
for school mathematics. Reston, VA: Author, 2000.

ORTON, A. Pattern in mathematics. In: WAIN, G. (Ed.). British Congress on Mathematical
Education 1993 Research Papers. Leeds: The University of Leeds, 1993,

PEREZ, E. P. Z. Alunos do ensino médio e a generaliza¢éo de padréo. Dissertacdo (Mestrado
Académico em Educagdo Matematica) — Pontificia Universidade Catdlica de Sdo Paulo, S&o
Paulo, 2006.



Padrdes matematicos no Ensino Médio: contextualizando a Matematica dentro da propria
Matemaética

PONTE, J. P.; BROCADO, J.; OLIVEIRA, H. Investigacdes matematicas na sala de aula.
Belo Horizonte: Auténtica, 2005.

STEEN. L. A. The Science of Patterns. Science, v. 240, p. 611-616, 29 abr. 1988.

RESNIK, M. D. Mathematics as a Science of Patterns: Ontology and Reference. Nods, v. 15,
n. 4 (NUmero especial sobre Filosofia da Matematica), p. 529-550. Oxford: Blackwell
Publishing, 1981.

RESNIK, M. D. Mathematics as a Science of Patterns. Oxford: Clarendon, 1997.

SILVA, M. A. Curriculos de Matematica no Ensino Médio: em busca de critérios para
escolha e organizacao de conteudos. 248p. Tese (Doutorado em Educacdo Matematica) —
Pontificia Universidade Catdlica de Sdo Paulo, S&o Paulo, 20009.



Caderno para o Professor de Matemética de Mato Grosso do Sul — SBEM-MS

ATIVIDADES

1. Quais os préximos termos das sequéncias apresentadas a seguir? Quais padrdes podem ser

explorados nesta atividade?

a) ANA,BETO, CARLA, _,
b) 1,1,2,3,5,8,13,21, 34, ,,.
c) 1,3,6,10,15, 21,28, 36,,,.

No item a, os estudantes podem sugerir diferentes respostas, respeitando alguma justificativa
plausivel. Algumas delas: a ordem alfabética da letra inicial (A, B, C,...), a quantidade de letras
de cada nome (3, 4, 5, ...), 0o género (feminino, masculino, feminino,...), a quantidade de
consoantes (1, 2, 3,...), entre outras.

No item b, a sequéncia apresentada ¢ a da Fibonacci. E uma boa oportunidade para o professor
trabalhar aspectos da Historia da Matemdtica, além de curiosidades, como o seguinte fato: “a
soma dos 10 primeiros termos de qualquer sequéncia, como a de Fibonacci (os elementos, a
partir do terceiro, sdo obtidos por intermédio da soma dos dois termos que o antecedem), pode
ser obtida multiplicando o 7° termo por //”. Para provar que esta técnica é sempre valida,
basta usar um pouco de algebra:

1° Termo X
2° Termo y
3°Termo |[x+y= X +y
4°Termo |y +x+y= X +2y
5° Termo | X +y+x+2y = 2x+3y
6° Termo | x +2y+2x+3y= 3x+5y
7° Termo | 2x+3y+3x+5y = 5x+8y
8° Termo | 3x+5y+5x+8y = 8x+13y
9° Termo | 5x+8y+8x+13y = 13x+21y
10° Termo | 8x+13y+13x+21y = 21x+34y
55x + 88y
SOMA DOS TERMOS 11(5x + 8Y)
11-7°
Termo

No item c, o professor pode propor que os estudantes realizem algum tipo de disposicéo
geométrica para obterem tal sequéncia. Isso porque a sequéncia envolvida é a dos nimeros

triangulares, que podem ser dispostos como a figura a seguir:
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Um interessante exercicio é propor aos estudantes que encontrem a férmula do termo geral da
sequéncia. Um possivel encaminhamento da solucdo € sugerir que o numero de pontos de cada
figura seja dobrado, formando retdngulos de lados iguais a n e (n+1). Portanto, o nimero de
pontos de cada triangulo é numericamente igual a metade do nimero de pontos de cada retangulo,

ou seja, n.(n+1)/2, que é a formula do termo geral do nimero de pontos da sequéncia apresentada:

pn=n(nz+1)

2. (NCTM, 2000, p. 282) Uma piscina retangular deve ser cercada por uma borda de
azulejos quadrados de ceramica, como mostram as figuras a seguir. Explicar em palavras,
nameros ou tabelas, visualmente, e com simbolos, o nimero de ladrilhos que serdo

necessarios para contornar piscinas de varios comprimentos e larguras.

A sugestao, apresentada no enunciado, de promover a participa¢ao dos estudantes por intermédio
de palavras, nimeros, tabelas, visualmente ou com simbolos, é para valorizar outro tipo de
participagdo dos alunos que ndo seja somente a forma escrita e “‘matematicamente” aceita, como
deducao de férmulas. Recomenda-se que o professor valorize, por exemplo, respostas orais como:
“a soma do numero de azulejos da borda maior, mais o numero de azulejos da borda menor, mais
duas unidades. Multiplicar por dois o resultado da soma”. Isso equivale a resposta: (m+n+2).2,
sendo m o ndmero de azulejos do comprimento da piscina e n 0 nimero de azulejos da largura da

piscina. Outra resposta possivel: elaborar uma tabela coma a apresentada a seguir:
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Azulejos no Azulejos nalargura Numero total de
comprimento da piscina azulejos para
da piscina contornar toda a
piscina
2 2 12
4 3 18
8 3 26
M N 2M+2N+4

3. (NCTM, 2000, p.349) Uma corda esta esticada de um canto a outro em um piso
pavimentado com ladrilhos quadrados. Se o piso € de 28 ladrilhos de largura e 35 ladrilhos de

comprimento, sobre quantos ladrilhos a corda ira passar?

E possivel pensar nas possibilidades de resolucéo de problemas com niimeros menores para, apos a
compreensdo do padrédo envolvido, elaborar estratégias para a resolugdo do problema proposto.
Por exemplo, se o piso tivesse 2 ladrilhos de largura por 3 ladrilhos de comprimento, sobre quantos
ladrilhos a corda passaria?

/

Portanto, a corda passaria por 4 ladrilhos, ou (2 + 3 —1).
Se o piso tivesse 6 ladrilhos de largura e 9 ladrilhos de comprimento, sobre quantos ladrilhos a
corda passaria?
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Sobre 12 ladrilhos.

3 padrdes 3x2.
Ou seja, 3.(2 + 3 - 1)=6+9-mdc(6, 9)

Finalmente, se uma corda esta esticada de um canto a outro em um piso pavimentado com
ladrilhos quadrados. Se o piso é de m ladrilhos de largura e n ladrilhos de comprimento, sobre

quantos ladrilhos a corda iré passar?

m + n —mdc (m,n)

E, para o problema proposto: “uma corda esta esticada de um canto a outro em um piso

pavimentado com ladrilhos quadrados. Se o piso é de 28 ladrilhos de largura e 35 ladrilhos de

comprimento, sobre quantos ladrilhos a corda ird passar?”, teremos a solu¢do apresentada a

seqguir:

28 + 35 — mdc (28,35) = 28 + 35 — 7 = 56 ladrilhos.

4. (PONTE; BROCADO; OLIVEIRA, 2005) Procure descobrir relacGes entre os

nUmeros:
0 1 2 3
4 5 6 7
819 |10 11
12 [ 13 | 14 | 15
16 | 17 | 18 | 19

Registre as conclus6es que for obtendo.
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Essa atividade foi proposta por Jodo Pedro da Ponte e seus colegas, em escolas portuguesas, e
ilustra uma metodologia de ensino intitulada “investigagées matemdticas”. A ideia central é
propor situacdes abertas e, a partir delas, estimular a participacédo dos estudantes, formulando
conjecturas, estabelecendo relacgdes, dialogando entre eles e com o professor, o qual tem um papel
fundamental: incentivar e promover as discussdes e, sempre que possivel, validar ou ndo as
conjecturas levantadas pelos alunos, buscando uma sistematizacao do tema.

SO a titulo de ilustracdo, reproduzimos algumas tentativas de alunos portugueses, ao serem
convidados a realizar a atividades proposta:

Algumas tentativas iniciais dos estudantes foram estabelecendo relagfes entre os numeros
apresentados com poténcias e raizes quadradas.

Em seguida, relacionaram a soma de dois elementos de uma mesma linha que pertencam a
terceira e quarta colunas encontrando-a na segunda coluna. Ex.: 2+3=5 ; 6+7=13.

A professora interveio: Por que € que ndo veem nas outras colunas?

Alunos: “A primeira com a terceira da o resultado na terceira”. “A segunda com a quarta
aparece na primeira”.

Resultado, apos a sistematizacdo da professora: A soma de dois numeros pares é um nimero par.A
soma de dois nimeros impares € um nimero par.A soma de um par com um impar é um impar.
Outra observacgéo dos alunos: somando os nimeros de uma mesma linha o resultado esta sempre na
terceira coluna.

Esse fato foi demonstrado pelos préprios alunos, por intermédio do uso da algebra:
An+(4n+1)+(4n+2)+ (4n +3)=4x4n+ 4+ 2 =4x(4n+1)+2

E importante destacar que esses estudantes portugueses eram do ensino fundamental. Como é
possivel realizar um trabalho como esse? Uma das possiveis respostas € a necessidade de
estimular a autonomia dos estudantes desde cedo, deixando com que eles elaborem suas proprias
conjecturas, fornecendo espago e tempo nas aulas de matematica, para que eles se sintam
estimulados e participarem das mesmas e a comunicarem-se matematicamente com os colegas e

com o préprio professor.

5. Descubra os padrdes existentes nas estratégias de resolugdo das duas situacOes-
problema descritas a seguir:
a) (IMENES, 1999) Esta figura em forma de T foi construida com 5 quadrados congruentes.

Divida- a em 4 figuras congruentes.
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Uma das possibilidades de conducdo da solucdo do problema é propor que se divida cada
quadrado na metade, obtenho dez pecas. No entanto, dez n&o é divisivel por quatro. Logo, deve-se
pensar em outras formas de divisdo de cada quadrado.

Dividindo cada quadrado em trés pecas iguais, obtenho quinze pecas (ndo é divisivel por

quatro). Dividindo cada quadrado em quatro pegas iguais, obtenho vinte pecas (é divisivel

por quatro!).

Quais as maneiras de realizar a diviséo dos quadrados?

Dé quadro maneiras, mas ndo € dificil perceber que a segunda maneira é a Unica na qual a

disposicéo das pegas seré possivel no quebra-cabeca proposto:

y

b) (IMENES, 1999) Este trapézio € formado por 3 triangulos equilateros congruentes.
Divida-o em 4 figuras congruentes.
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Pensando analogamente ao problema anterior, se tenho trés triangulos congruentes e quero obter
quatro figuras congruentes devo encontrar o menor maltiplo de trés que seja divisivel por quatro,
ou seja, doze. Ou entdo, em outra notagéo: m.m.c (3,4)=12.

A solucdo pode ser encaminhada por intermédio das figuras a seguir:

AAA

A A A 4

E recomendavel que o professor valorize a busca e 0 encontro de uma estratégia geral. O grande

objetivo do item b dessa atividade é justamente esse: fazer com que os estudantes valorizem a busca
por uma forma geral de solucéo de problemas desse tipo.
Seria muito interessante deixar os alunos formularem os seus proprios problemas, a partir dessa

experiéncia, elaborando figuras mais “sofisticadas” e encontrando as solugoes possiveis, a partir

da solucéo geral encontrada por eles.
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A reta é a curva que nao sonha
Manoel de Barros

Thiago Pedro Pinto™
Jodo Ricardo Viola dos Santos?

Convidamos vocé, caro leitor e professor de matematica, a recriar algumas situacoes
de sala de aula para problematiza-las e discuti-las ao longo desse caderno. Nosso intuito ndo é
0 de oferecer um modo de como trabalha-las com seus alunos, mas sim apresentar alguns
principios, atitudes e considera¢des para que vocé possa constituir seus modos de trabalho em
sua sala de aula.

Em muitas discussdes a respeito da pratica pedagogica de professores de matematica,
ha uma direcdo de ditar e apontar a maneira como deve-se proceder em sala de aula: faca
isso... faga aquilo... Vocé deve tomar essa atitude... Outra fala comum, é a de apontar o que
vocés, supostamente, fazem de errado e as coisas que ndo sabem em relacdo a contetdos e
metodologias: O professor ainda insiste em trabalhar apenas com aulas expositivas... Os
professores do Ensino Médio tém muitas dificuldades com Geometria Espacial... O que
pretendemos é o contrario: problematizar linguagens e significados mobilizados em algumas
salas de aula de Matematica do Ensino Médio e, a partir disso, apresentar alguns principios
para que os professores organizem suas salas de aulas e constituam seus modos de lidar com
0s conteudos, e com seus alunos. Esses principios ddo suporte e possibilitam que vocés
possam construir suas praticas pedagodgicas levando em consideracdo as especificidades de
cada escola e de cada sala de aula em que trabalham. O modo como resolvemos escrever esse
texto também se diferencia: é uma conversa com vocé, professor de Matematica do Ensino
Médio do Estado do Mato Grosso do Sul.

Na sala de aula de Matematica, muitos e diferentes s@o os significados produzidos por
professores e alunos e muitas vezes, essa diversidade de modos de pensamento é passada
despercebida pelos professores. Vocés devem ter diversas experiéncias de dizerem “x” e seus
alunos responderem “y”. Como lidar com essa problematica? Como fazer com que os alunos

e vocés sejam compreendidos? Como ler a atividade matematica dos alunos e, a partir dela,

1 INMA. UFMS. thiago.pinto@ufms.br
2 INMA. UFMS. jrviolasantos@gmail.com
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possibilitar que eles aprendam outras ideias, conceitos ou procedimentos? Nossa intencdo é
tentar explicitar aspectos dessa problematica e responder, em partes, a essas perguntas, que
nos servem como motivadoras nessa conversa.

Como pano de fundo, apresentaremos discussdes de alguns casos de Geometria
Analitica. Entretanto, essa tematica nos serve apenas como uma exemplificacdo do nosso
objetivo: conversar com vocés sobre alguns principios e atitudes que possam auxiliar nos
modos de lidarem com demandas das suas salas de aula. Em cada cena ha um dialogo entre
professores. Por fim, teceremos algumas consideragdes para colocar uma “virgula” em nossa

conversa e ndo um ponto final.

Conversas entre professores
Cena 01- Uma conversa dos professores José e Helena sobre a equacéo da reta.

Em mais um intervalo de mais um dia de aula daquela escola, enquanto engoliam o
café...
<Helena> Pois é, José, hoje mais uma vez eu tentei trabalhar com meus alunos 0 modo de
encontrar a equacdo de uma reta utilizando o determinante de uma matriz. Mais uma vez,
constatei que eles ndo lembram nada desse conteudo. A gente bate, bate, bate... Resolve
varios exercicios e depois passa um tempo, pronto! Os alunos esquecem tudo. Quando
perguntamos a eles o que lembram de matrizes e determinantes, as respostas sao pontuais:
“ah, professora, matrizes € aquele jeito de escrever os nimeros em tabelas: determinante ¢é

uma conta que a senhora fez ai e dd um numero .

<José >Eu também compartilho com vocé essas angustias, Helena, eu também passo por isso.

Mas escuta s0, vocé tem um tempinho agora depois do intervalo?
<Helena> Tenho sim, José, hoje ndo ministro mais aulas. Por qué?

<José> Entdo, gostaria que vocé me mostrasse, como vocé trabalha o coeficiente angular da

reta falando de determinantes de uma matriz.
<Helena> Claro, José, vamos esperar o pessoal entrar... (enquanto isso “batia o sinal”).

Ent&o, eu comeco falando para os alunos que a gente pode representar uma reta por meio de
sua equacdo. Antes eu ja discuti com eles que reta € um ente primitivo e que nds ndo

definimos. Porém, falo e deixo isso claro, que podemos representar a reta por meio de sua
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equacédo. Eu digo aos alunos: “Temos que ter quantos pontos para determinar a equacao da
reta?”, eles respondem: “Ah, professora dois pontos!”
Vamos entdo encontrar a equacao da reta que passa por esses dois pontos: P (2,7) e Q (-1, -5).
Vamos utilizar o determinante de uma matriz para encontrar essa equacdo. Entdo, nés vamos
construir uma matriz que na primeira linha colocaremos X, y, na segunda linha colocaremos

ponto P e na terceira linha colocaremos o ponto Q. Fica assim:

x y 1
D=2 7 1|1=0
il =

Fazendo os calculos, José (e nesse ponto que os alunos mais se perdem), temos a equacéo da

reta:
y=4x—1

Eu enfatizo com eles que o numero que multiplica o x € o coeficiente angular, que indica a
inclinacdo da reta em relacdo ao eixo x. Muitas vezes eu até faco gestos, por exemplo,
inclinando o braco para mostrar que esse € o papel do coeficiente angular.

E falo que o nimero “sem o x” (e falo assim para eles entenderem) é o coeficiente linear,
aquele que “corta” o eixo y. Uso gestos também, para dizer que esse coeficiente é o que

transita no eixo y. Levanto e abaixo o braco para mostrar o papel do coeficiente linear.

Eu penso que esse modo de encontrar a equacao da reta é rapido e agil. Porém, eles ndo

lembram como calcular o determinante, isso é um problema.

<José > Helena, o modo como eu aprendi e trabalno com meus alunos é mais trabalhoso,
porém eu acho que eles tém menos dificuldades. VVou pegar esses mesmos dois pontos que
vocé tomou para te mostrar: P (2,7) e Q (-1, -5). Digo a eles que a primeira coisa € encontrar o
coeficiente angular, por meio

da formula: y — y, = m(x — x,). Substituindo as coordenadas dos dois pontos, temos:

7+5=m2+1)
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Com isso, eles tém o coeficiente angular. Depois peco para eles voltarem a essa formula e

substituir um ponto e o coeficiente angular e com isso, encontrar a equacao da reta:
Y — Yo = m(x — xo)
y—7=4(x—2)
y=4x—-8+7
y=4x—-1
<Helena> Sim.

<José> Helena, do meu jeito os alunos realizam dois procedimentos para encontrar a equacao,
pois primeiro eles precisam encontrar o coeficiente angular e depois encontrar a equacdo. Do

seu jeito, penso que é mais direto.

<Helena> Concordo com vocé, José. Parece mesmo que 0 seu jeito € mais facil, porém acho

que d& mais trabalho. Entretanto, do meu jeito € mais direto, mas eles erram mais.

<José> Muito obrigado, Helena, pela conversa e ajuda. Vou tentar trabalhar desses dois

modos na minha proxima aula e vamos ver o que da.

Cena 02 — José insistente: a conversa com o professor Paulo

O professor José auxilia na coordenacdo da escola na parte da noite. Quando sobra um tempo
(fato que nem sempre acontece) ele bate-papo com o professor Paulo, um velho amigo dos
tempos da faculdade. José estava intrigado com algumas questdes da sua conversa com
Helena. Seguem alguns trechos da conversa que tiveram. OQutros professores também
participam deste bate papo matematico.

<José> Ol4, professor Paulo, tudo bem? Chegou cedo!

<Paulo> Ola, Z¢, tudo bem? Pois é, cheguei, vim substituir um colega que precisou faltar

e ai ja fiquei aqui na escola, tenho sé a terceira agora.

<José> Paulo, queria aproveitar que vocé também é professor de matematica... hoje cedo

estava conversando com a Helena, lembra dela?

<Paulo> Ah, sim, claro! Ela da aula no 3° A.
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<José> Entdo, estava perguntando pra ela hoje, como ela trabalhava com retas, coeficientes,

essas coisas, sabe? Vi que cada um fazia de um jeito, como voceé faz?

<Paulo> Hum... deixa eu ver... bom, trabalhei com isso ainda ontem... Dei um exercicio
que pedia para achar a expressao linear da reta, no formato “y=mx+n”, sabe? Passei na
lousa, perguntei, os guris ficaram quietos, tive que ir explicando pra ver se saia alguma

coisa.

Figura 23

Fiz o desenho na lousa [e nesse momento faz um rascunho na folha], delimitei os espacos
para a gente estudar um por um, em trés partes. Os alunos ficaram olhando, meio sem
saber o que fazer, perguntei para eles “o que ele quer que faca ai?”

<José> Ja sei, ninguém falou nada!

<Paulo> [risos], isso mesmo! Ai fui la, coloquei mais alguns valores no gréafico, falei pra
eles: “Determine uma funcao do tipo ‘y’ igual a ‘mx’ mais ‘n’ igual a ‘mx’ mais ‘n’ e ‘x’

a area do intervalo”.
<Jose> De primeiro grau...

<Paulo> Isso, ent&o...

“Nos estamos querendo determinar a equacio da reta exatamente nesse intervalo aqui
(apontando para o intervalo no eixo “x” demarcado de 300 a 3800, o primeiro segmento
de reta) ndo ¢ isso? Ou seja, exatamente essa, a equa¢io para esta reta aqui. Para ‘x’

maior ou igual a trezentos e menor que trés e oitocentos”.

<José> e ai eles fizeram?
<Paulo> nada, tive que ir fazendo... achei o “m”, achei o “n” e pedi para eles

montarem...



Caderno para o Professor de Matemética de Mato Grosso do Sul — SBEM-MS

Falei para eles que cada vez que eu variava uma unidade, ou no caso uma centena, que
no caso esta colocado, ele vai sofrer uma variacio no eixo “y”. Entio, pra gente calcular

o coeficiente angular, a gente vai fazer a variacao em “y” pela variacao em “x”, nao é?

<José> Entendi, entdo vocé trabalha o coeficiente como variagdo?

<Paulo> Sim, o coeficiente angular é quanto o “y” cresce quando eu vario uma unidade
no “X”

<José> Interessante, mas e o coeficiente linear?

<Paulo> Bom, esse eu comento que é onde comeca o “y”, ou seja, quando eu tenho o “x-

0”

<José> Muito interessante, Professor Paulo, e uma forma diferente da que eu e a Helena

trabalhamos.
Cena 03 — Célia entra em cena

Nesse momento, adentra a sala a Professora Célia.

<Céelia> Ol4, pessoal, tudo bem? O que ha de tdo interessante nessa matematica dos meus
colegas, heim?
<José> Oi Célia, tudo bom? O Paulo estd aqui me contando como trabalha com retas,

coeficientes angular e linear, € bem interessante mesmo! VVocé, como faz?

<Paulo> Bom, pessoal, tocou o sino, preciso ir, depois vocés me contam a que veredito
chegaram, até mais...

<José> Tchau Paulo, obrigado, boa aula.

Entdo Célia, como vocé faz?

<Célia> Ah, eu ndo me seguro muito em livro ndo, vocé sabé né? Esse meu jeitdo eu quero
mesmo é que o aluno entenda, eu tento falar de um jeito que ele entenda, néo ficar naquele
lengo, lengo que ninguém entende...

Poxa a matematica esta em tudo, entdo tem que usar esse “tudo” para aprender matematica!

<José> Entendo, e como vocé fala?

<Célia> Ah, eu comento que no canto da sala tem um angulo reto, noventa graus! Ali na

beirinha da lousa passa uma reta e que ela vai embora la pro infinito!
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Falo do coqueiro, que é como um segmento de reta — um segmento gordinho, é verdade,
mas um segmento — ele comeca e termina ali, ndo € como a reta que segue pro infinito.
Outro dia eu falei isso e um aluno deu risada, falou:

“mas professora, o segmento pode ser gordinho? A senhora nao tinha falado que a reta era
uma dimensao s6?”

Al tive que explicar que o coqueiro € s6 um exemplo que podemos comparar com 0 objeto
matematico. Que na verdade ele ndo tem espessura, ele sé tem comprimento, por isso
falamos que ele tem s6 uma dimenséo: o comprimento!

<Jose> E eles perguntaram do ponto?

<Célia> Ah, sim, quando eu falo que o ponto ndo tem dimensdo eles ficam doidos comigo
[risos]: “mas eu estou vendo, professora, olha ali na lousa! Se ele ndo tem dimens3o nenhuma
como ¢ que da para ver ele?”

Foi engracado, outro dia um aluno falou que um s6 ndo dava, mas se juntassemos um monte
deles, formando uma reta ai ja dava pra ver como se fossem as células, as moléculas!

<José> Moléculas? Interessante, e como voceé saiu dessa?

<Célia> Ai temos que vir e explicar toda aquela ideia de representacao, que 0 que vemos na
verdade é a “representa¢do” do ponto. O ponto de verdade € s6 uma ideia, usamos a
“marcacao” para localiza-lo, para sabermos onde ele esta.

Outro dia falei: “veja so esse ‘ponto’ que eu fiz na lousa com um giz, ele € muito maior que o
ponto que vocé fez no seu caderno com o l&pis, mas nenhum dos dois é o verdadeiro ponto
da matematica, pois esses pontos dao para medir, se pegarmos uma lupa e formos ver no seu
caderno, ele ¢ muito grande, mas nos ajuda a ‘pensar’ no ponto da matematica, que ¢ muito
menor, infinitamente menor! Menor que qualquer molécula!”.

<José> E a parte do coeficiente angular?

<Célia> ah, essa parte eles sempre enroscam também viu. Outro dia me perguntaram se era o
gue subia e descia a reta. Comentei que num certo sentido sim, no que se refere a inclinagéo,
pois se estiver falando em manter a mesma inclinacdo e subir ou descer a reta em relagdo ao
eixo “x”, ai estamos falando do coeficiente linear.

Ai ele ficou achando que era o angulo da reta. Tive que voltar, falar que na verdade é a
tangente do angulo formado pela reta e o eixo “x”, tomado no sentido anti-horario.

<José> E eles lembravam o que era tangente?
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<Célia> Nao, tive que voltar para o tridngulo retdngulo, estabelecer as relacdes
trigonométricas de novo, para que fizesse algum sentido. Um aluno comentou algo
interessante, acho que vocé vai gostar.

<José> Ah, é?

<C¢élia> Ele falou que o coeficiente angular é quanto vocé sobe quando anda pra la (para a
direita).

Fui perguntando e ele falou de ladeiras:

“Ah, professora, que nem quando a gente vai subir uma ladeira, as mais ingremes vocé sobe
um montdo, rapidinho, agora quando ela é bem levinha, vocé anda um montdo e ndo sobe
muito, ndo € assim?”

Fiquei encucada com a fala dele, fizemos um desenho na lousa e fui tentando relacionar o que
ele estava falando.

Tentamos relacionar assim, falamos em altura e um certo “afastamento” na horizontal em

relacdo ao ponto inicial.

Ladeira /
/; Altura

/ Afastamento

Figura 24

A tangente vai relacionar para a gente , neste caso, a altura com o afastamento, se tivermos
mais altura com o mesmo afastamento temos uma ladeira mais ingreme, de maior inclinacéo,
visto que a tangente é a relacé@o entre o cateto oposto e o0 cateto adjacente, neste caso, a altura

pelo afastamento. Essa divisdo que € o valor do coeficiente angular.

<José> Nossa Célia, realmente muito interessante, e muito diferente também! Nao sei se eu
conseguiria relacionar assim.
Neste momento bate o sino para o intervalo.

<José> Bom Célia, vou la olhar os meninos, sendo ja viu né! A noite eu fico na coordenagio,
preciso estar presente. Muito obrigado, adorei nossa conversa, vamos ver se fazemos mais

iss0... € muito bacana como déa para falar da mesma coisa de formas diferentes.

<Célia> Claro, quando quiser...
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Cena 04 — Reencontro com Helena

Passados alguns dias, José continuou pensando sobre a conversa que teve com Helena
a respeito de como determinar a equacdo da reta. A conversa que teve com Paulo e Célia foi
muito interessante, porém nenhum dos dois tocou no ponto que intrigou: obter a equacao por
meio do determinante de uma matriz. Segue mais um dialogo entre José e Helena, dessa vez
em um horério vago que os dois tinham em comum.

<José> Oi Helena, tudo bem? Como estéo seus alunos?

<Helena> José, eu td na batalha, tentando mostrar para eles que vale a pena estudar e que na

matematica tém muitas coisas interessantes. Sempre tentando...

<José> Pois €, Helena, isso eu admiro em vocé, sempre preocupada, sempre tentando. Mas
Helena, eu gostaria de voltar aguela conversa que tivemos sobre equacdo da reta. Na verdade,
eu fiquei com algumas ddvidas em relacdo aquele jeito que vocé me mostrou, utilizando o

determinante igualando a zero.
<Helena> Qual sua duvida José, pode falar?

<José> Entdo, Helena, na verdade sdo muitas [risos]. Vou falar: Eu gostaria de saber de onde
vem essa ideia de utilizar o determinante e uma matriz que vocé constroi utilizando trés
pontos da reta (sendo um genérico) e por que vocé iguala isso a zero. Ndo consigo entender

isso!

<Helena> Espera ai, José, deixa eu ver se entendi sua pergunta, vocé quer saber o porqué de

utilizarmos o determinante e o igualarmos a zero? E isso?
<José> Sim. Essa é uma das minhas duvidas.

<Helena> Olha, José, eu acho que eu também n&do vou saber te responder isso, ndo. Eu sei que
tem alguma coisa em relacdo ao fato de que os pontos de uma reta estdo alinhados e que um
modo pratico e operacional para saber se 0s pontos estdo alinhados é vocé construir uma
matriz com 0s pontos, colocar 0 nimero “1” em cada uma de suas linhas (na Gltima coluna)
para deixa-la quadrada, calcular o determinante e igualar isso a zero. Agora, 0 porqué fazemos
1SS0, eu ndo saberia te explicar. Essa explicacdo que eu t0 falando eu encontro em alguns

livros didaticos e eles apresentam dessa maneira.
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<José> Entdo, Helena, essa é a minha divida.

Cena 05 — Pedro traz uma luz

Nesse momento o professor Pedro entra na sala.
<Pedro> Ol4& José, Helena, tudo bem? O que vocés estdo discutindo ai?

<Helena> Oi Pedro, tudo bem. Eu td conversando com o José aqui sobre algumas dividas em
relacdo a um modo de determinar a equagdo de uma reta e que agora também é uma ddvida

minha [risos].

<José> Entdo, Pedro, minha duvida é a seguinte: De onde vem essa ideia de utilizar o
determinante de uma matriz que vocé constréi utilizando trés pontos da reta (sendo um
genérico)? Por que vocé iguala isso a zero? N&o consigo entender isso! Essa é uma das

minhas duvidas que eu estava contando pra Helena.

<Pedro> Helena, José, eu conheco um jeito de mostrar uma justificativa, na verdade, uma
sequéncia de procedimentos matematicos para determinar a equacdo de uma reta por meio
de determinantes. Nao sei se eu vou ajudar vocés, mas deixe-me tentar. Eu digo para os
alunos que um modo de justificar essas questdes é voltar a um exercicio muito comum, no
qual temos as coordenadas dos pontos de um tridngulo e precisamos encontrar sua area.
Geralmente eu comeco essa explicagdo determinando a equacdo da reta por meio do
determinante igual a zero mesmo, de maneira direta, sem dar muitos detalhes e depois fago

uma relacéo desse procedimento com esse exercicio da area do triangulo.
<Helena> Pedro, entdo vocé comeca da equacao e depois vai para area do triangulo?
<Pedro> Isso!

<José> Interessante, continue! E interessante ver como um professor organiza uma
explicacdo, quais palavras que usa, como elabora sua sequéncia de argumentos para explicar

para os alunos.

<Pedro> Entéo, eu comeco do modo como isso se apresenta nos livros didaticos do Ensino
Médio mesmo, falando para os alunos o seguinte: Sabemos que em uma reta todos 0s pontos
sdo colineares, ou seja, todos os pontos estdo alinhados. Assim, dada uma reta, podemos

determinar sua equacao geral partindo do fato de que quando os pontos de uma reta estao
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alinhados, o determinante de uma matriz formada com esses pontos é igual a zero. Eu traco

uma reta e destaco dois pontos, por exemplo, D(2,3) e E(4,6) e um ponto genérico P(X,y).

? 7

Faco esse desenho:

-2 -1 1 2 3 4 5 G

Figura 25 — Gerada com Geogebra

<Pedro> Enuncio a condic¢éo de alinhamento e esboco a matriz com esses trés pontos:

my 1
2 3 11=0
4 6 1

<Helena> Uma coisa legal de se fazer para justificar o zero é partir do raciocinio contrario, as

vezes fago assim...
<José> Como assim “do contrario?”

<Helena> Eu pego trés pontos que sei que estdo alinhados: na horizontal, na vertical, ou na
diagonal principal e jogo numa matriz e peco para encontrarem o determinante: pimba!

Sempre déa zero!

<Pedro> Isso! Ai eu completo essa matriz com o nimero 1 nas trés linhas para que ela fique
quadrada e assim eu possa resolver o determinante. Nesse caso, fazendo os calculos

chegariamos a seguinte equacao:
y = Ex

<Helena> Eu também faco parecido como vocé fez, Pedro. Até ai tudo bem!

<Pedro> Feito isto, digo a eles que agora eu vou mostrar um jeito de explicar de onde

vieram esses procedimentos, ou seja, eu mostro um modo de justificar esse processo de
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encontrar a equacdo de uma reta por meio do determinante igual a zero. Acho até que esté

relacionado com o que vocé faz, mas acho que tem algo a mais.
<Helena> sim, pois s6 mostro que da zero e ponto, passamos adiante!

<Pedro> Entdo, eu comeco recordando um exercicio em que o enunciado fornece as
coordenadas dos pontos de um tridngulo e pede para determinarmos sua area. Um exemplo

desse problema seria mais ou menos assim:

Dada a figura a seguir, determine a area do triangulo.

2 5 0 N
-1

Figura 26

). 3 A p 1
<Pedro> Temos uma formula que nos permite determinar a area, A = = |D|, sendo que 0s

elementos dessa matriz sdo as coordenadas dos pontos do triangulo. O determinante esta em
mddulo, pois como estamos trabalhando no plano e nossos pontos tém duas coordenadas,
precisamos completar esses pontos com uma terceira coordenada para termos uma matriz
guadrada e tornar possivel o calculo do determinante. Desse modo, completamos a matriz
com o numero “1” para que ela fique quadrada. Com isso, podemos encontrar a area do

triangulo (de um modo semelhante que fizemos em relacéo a reta).

R
A==|2 4 1
el 3™y 4

<José> Olha, Pedro, vocé ja sanou uma das minhas duvidas. Entdo, na verdade,
“completamos” (ndo sei se posso falar assim) a matriz com o numero “1” pelo simples fato de
que precisamos completar a matriz para que possamos calcular o determinante, é isso? Mas,

Pedro, por que utilizamos o nimero “1”? Nao pode ser outro?
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<Pedro> Calma 14 José, j& chego nesse ponto. Entdo, em relacdo a completar as
coordenadas dos trés pontos com o numero “l1” eu falo que quando acrescentamos essa
terceira coordenada a cada um dos pontos do triangulo, estamos trabalhando no espago em
R3. 1ss0 é um recurso matematico, um modo de proceder para utilizar uma ferramenta (til
(nesse caso, 0 determinante) e encontrar o que desejamos: a equagao da reta. E interessante

mostrar geometricamente. Geralmente eu fagco da seguinte forma:

Figura 27

<Helena> Olha, isso € muito legal! Eu nunca tinha pensado nisso...

<Pedro> Outra coisa muito importante € deixar claro que estamos operando no espaco e nao
no plano, pois muitas vezes os alunos olham para esse numero “1” apenas como um
acessorio, como um namero que cumpre a exigéncia de a matriz ser quadrada para

realizarmos seu determinante.
<José> eu costumava dizer que era o elemento neutro da multiplicag&o.
<Helena> é... isso facilita as coisas!

<Pedro> Quando colocamos o numero “1” como a terceira coordenada, que é referente ao
eixo “z” da terna “x”, “y” e “z”, nos trés pontos, é o mesmo como se estivéssemos
trabalhando na mesma altura, ou seja, num plano situado a uma unidade acima do plano

XXYy.
<José> Eu dizia que era por conta da "heuristica".

<Helena> Como assim, heuristica?
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<Jose> Heuristica, na tentativa de resolver algum problema, se tenta vérias coisas e, de
repente, uma funciona e "pimba"”, achamos um modo, testamos esse modo, fazemos ele
algebricamente para ver se funciona com qualquer valor e, se sim, pronto! Temos um modo
de resolver, mesmo que ndo se justifique de outra forma, ou melhor, se justifica pelo seu

funcionamento, sdo coisas analogas, miméticas!
<Helena> Miméticas?

<Jose> Sim, tem 0 mesmo comportamento, coisas que posso igualar, mas que vem de “locais

diferentes”.

<Helena> hum, entendi, mas serd que é isso mesmo, Pedro? Pois se colocadssemos 0 2 no
lugar do um, apenas subiriamos a figura, e a area do triangulo ndo iria mudar, mas o

determinante muda, ndo muda? Olha, continua a dar 11,5 a area.

Figura 28

Sera que nédo valeria dar uma olhada para a Geometria Analitica no espaco, no R (RXRxR),

sera que por la ndo temos alguma luz que nos ajude? VVou pesquisar...
<Pedro> E, Helena, agora vocé me pegou, acho que tem mais coisa ai...

[dias depois]

<Helena> OI4, pessoal, tudo bem? Fui olhar aquela questdo que falamos, fiquei intrigada, vi

algumas coisas com vetores...
<Pedro> Ah, é? O que encontrou, apareceu 0 1?

<Helena> Quase isso! Vi que quando colocamos as coordenadas de trés pontos em uma

matriz e calculamos o determinante, estamos fazendo o que chamam de produto misto.
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<Jose> Ah, sim, me recordo, é o produto vetorial com o produto escalar, iss0?

<Helena> Isso mesmo! E no livro® falava assim: ao calcularmos o médulo do produto misto
de trés vetores [u, v, w], estamos calculando o volume do paralelepipedo cujas arestas sao 0s

vetores u, v e w, como na figura:

Figura 29

Onde a area da base é o produto vetorial de w e v e a altura é |u|-cos 6, ja que tem que ser

perpendicular a base.
<Pedro> E o triangulo que queremos é o formado pelas extremidades dos vetores, iss0?

<Helena> Isso mesmo! No mesmo livro o autor também fala que podemos calcular o volume
do tetraedro que aparece ali como sendo 1/6 do volume do paralelepipedo. Mais ou menos

assim:

Figura 30

<José> Bom, essa é mais facil de identificar, da para cortar o paralelepipedo ao meio,
formando um prisma de base triangular (esse triangulo é formado pelos vetores w e v e 0
seguimento que une suas extremidades), ai podemos pensar que o volume desse tetraedro é
um 1/3 do volume desse prisma, ou seja, 1/3 da metade, o que nos da aquele 1/6 que vocé

falou! Mas, e agora? E o triangulo, até agora sé falou em volume!

<Helena> Vamos |4, temos que o volume desse tetraedro é 1/6 do volume do paralelepipedo,

que pode ser encontrado pelo determinante da matriz, mas como surge a area do triangulo?

¥ CALCULO VETORIAL E GEOMETRIA ANALITICA de Luiz Francisco da Cruz — Departamento de
Matematica — Unesp/Bauru. Disponivel em <http://wwwp.fc.unesp.br/~Ifcruz/Material_Didatico.htm>
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Agora é facil, podemos pensar que esse tetraedro que estamos trabalhando tem como base

justamente o triangulo de nosso interesse:

Vparalelepl’pedo

1% =
tetraedro 6
Ab.h .
Vietraedro = (volume de piramides em geral)
Ab.h - Vparalelepipedo
3 6
daqui temos que: Ab. h = pardelepipedo

2

<Pedro> hum, como o volume do paralelepipedo é dado pelo determinante, j& comeca a se

parecer com a formula.
<Helena> Sim, mas temos aqui ainda a altura!
<José> Verdade, qual seria a altura nesse caso? O “1”, nao é?

<Helena> Bom, se 0s trés pontos estdo no mesmo plano, que € z=1, como disse o Pedro outro
dia, e o vértice que me déa a altura esta na origem, entdo a altura é 1.

Vparalelepipedo

Aitemos que: Ab.1 = S

. 1% f D . .
ou, simplesmente: Ab = ~P#ERER = A = '7| que é o queriamos!

<José> Bom, mas entdo quer dizer que eu poderia colocar qualquer valor, fora o zero é claro,

Ia na minha matriz? Como o dois que vocé tinha sugerido?

<Helena> Exatamente, 0 que acontece é que o valor que vocé coloca la é a altura do seu

tetraedro, depois, para achar a area da base teria que dividir por ele, ja que:

Ab.h="2 4p2=101  qp=
2 2 4

A conta fica facil porque colocamos 0 mesmo valor de z para os trés pontos, assim a altura é o

préprio z escolhido, o tridngulo fica paralelo ao plano xXy.

<Pedro> Verdade, bom, poderiamos dizer entéo que:
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D Xa Ya h
Ab.h = ~ onde a matrizé |xg yg h
Xc Yc h

<Helena> Isso mesmo!
<Jose> Muito bem, pessoal, essa eu ndo tinha visto em livro nenhum!
<Pedro> Muito legal!

<Helena> José, vocé havia comentado que tem um outro modo de justificar essa formula que
usa o determinante, acho que usando geometria plana, que € mais acessivel aos alunos, como

era?

<José> Sim, usando trapézios, € aquilo que eu falei do mimético, d& para mostrar que é igual

e que funciona para quaisquer valores.
<Pedro> Sim, esse aparece em alguns livros, acho que da para fazermos juntos!

<José> Sim, vamos pegar um exemplo qualquer, os pontos (1,2) (2,4) e (4,3):

0 1 2 3 4

Figura 31

<Pedro> Vamos destacar 3 trapézios aqui, isso0 mesmo?

<José> isso!
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5
B
4
c
3 a1
OZ i
2 05
C.
1 —d1
D & | f F
O O - Cr
i 1 2 e 4 5
Figura 32

<Helena> Sim Pedro, conseguimos ver sem problemas (um trapézio azulado DABE, um
esverdeado EBCF e outro avermelhado DACF).

<Pedro> Vamos, entdo, fazer a seguinte operacdo com as areas desses trapézios. Se eu
adicionar a area do trapézio 1 (Al) azulado, com a area do trapézio 2 (A2) esverdeado e
subtrair a area do trapézio 3 (A3) avermelhado, eu chego na area do triangulo (A) — ABC do
inicio do nosso problema. Meu intuito é depois relacionar todos esses pontos com os lados
dos trapézios, dos quais temos as medidas que sdo dadas em relacdo as coordenadas dos

eixos xey.

<José> Pedro, serd que ndo fica bem bacana mostrar para 0s alunos essas relacdes em um
software de geometria dindmica, por exemplo, o Geogebra? Eles podem construir essas

operacdes com as areas dos trapezios.

<Pedro> Eu nunca tentei isso Paulo, mas concordo com vocé que para os alunos isso deve

ser muito bacana. Podemos tentar qualquer dia. Algebricamente, seria assim:
A= (A1+ A2) — A3

Logo, teremos a seguinte formula para as areas dos trapézios:
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(B+b).h (B+b).h (B+b).h
1= (55

Substituindo em relagéo aos pontos que temos:

(AD + EB).DE (EB + FC).EF (AD + FC).(DF)
(g e ). oerpen

Substituindo, novamente, agora com as coordenadas de cada ponto de cada lado dos

trapézios, temos:

e ((ya +yp)- (5 — %) (p + ¥e). (xc — xp) ) <(ya +ye). (xe — xa)>
- 2 " 2 D 2

<Helena> Interessante que isso no é t&o sofisticado, dificil de entender. E apenas trabalhoso.

<José> sim, acho que os alunos d&o conta de fazer!

z . , 1
<Pedro> E um pouco trabalhoso mesmo, Helena...Continuando, eu posso colocar o0 nimero >

em evidéncia:

il
A= E [((Ya + Yb)- (Xb - Xa) g (Yb + YC)- (Xc ~ Xb)) I ((Ya + YC)' (Xc N Xa))]
<José> hum, aqui ja aparece o % "

R il Pe -z
<Pedro> 1Isso, aqui ja aparece 0 > aparece da formula. Os alunos ja exclamam

“Ahhhhhhhh” quando percebem isso, parece que eles estdo descobrindo, inventado a

formula.
<Jose> E eles adoram essas partes, pois muitas vezes a matematica parece magica [risos].

<Pedro> E verdade, José. Agora vem o que eu acho mais intrigante. A gente pode escrever
essas operacgoOes de varias maneiras. Assim, vamos escrever de uma forma que fique a mesma
guando fazemos o determinante de uma matriz 3x3, na qual seus elementos sdo esses pontos.

Essa € a sacada e o que muitas vezes ninguém nos diz.

A= <(ya + yb)- (xb ~ xa) (yb + yc)- (xc ~ xb) > <(ya + YC)- (xc i xa)>
- 2 i 2 o 2
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1[*a Ya 1
A=<lxp yp 1
Xc Vb 1

<Jose> T4 ai Helena, chegamos ao determinante.
<Pedro> Deixa eu sO terminar Jose...
<José> Continue, continue...[risos]

<Pedro> Calculando o determinante, temos:

1
A= E (XaYp + XpYe + XxVa — XcVp — XpYa — XaYc)

<Helena> Entdo, né Pedro, mas ai que esta a minha pergunta, parece que ndao ha uma
justificativa, ndo é? E usada a matriz porque funciona! E como uma ferramenta, néo?

Quase uma coincidéncia...

<Pedro> Em certo sentido sim, é interessante e muito importante frisar essa ideia de que
utilizar uma matriz e calcular seu determinante para escrever essas operacGes € um recurso
para facilitar nossos célculos. O que acontece € que muitas vezes ndo é dito € o fato de que é
apenas um recurso facilitador, memorialistico para realizarmos esses célculos. H4 uma
equivaléncia em relacdo a calcular todos esses produtos notaveis e calcular o determinante

de uma matriz. E a gente se aproveita disso [risos].

Os livros chamam isso de “recurso mnemonico”, que significa um conjunto de técnicas para
facilitar e auxiliar o processo de memorizacao. Nesse caso, é bem aplicado, pois € muito mais
facil utilizar o determinante de uma matriz do que realizar todos esses calculos em relacédo a

esses produtos notaveis toda vez que vai fazer.

<Helena> Nossa, Pedro, eu ndo sabia que tinha um nome para isso. Essa explicagdo também
que, de certa forma, é uma coincidéncia e que utilizamos o determinante para facilitar nosso

modo de operar eu também desconhecia. Eu mostrava que dava certo e pronto...

<José> E aquela coisa Helena, com esse monte de aula que nés damos, entramos no modo
automatico e nem nos questionamos mais sobre muitas coisas que fazemos. Por isso € muito
bom conversar com outros professores, para trocarmos ideias, ajudar uns aos outros... iSso
também nos da um repertorio de “falas” sobre essas coisas, as vezes € importante

conhecermos modos diferentes de explicar o contetdo.
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<Pedro> Helena, também confesso que depois de um bom tempo que eu aprendi essas coisas.
Dei muitas aulas falando de uma maneira mecanica sem muitas explicagdes. Mas vamos
voltar ao nosso foco, que é apresentar uma justificativa matematica para encontrar a
equacdo de uma reta por meio do determinante de uma matriz, relacionando com um

exercicio no qual temos que encontrar a rea de um tridngulo quando temos seus trés pontos.
<Helena> Verdade, Pedro, esse foi apenas um desvio que ja rendeu muito [risos].

<Pedro> Podemos construir o seguinte triangulo:

T T T T T
2 o 0 N
-1

Figura 33

‘pegamos’ o ponto C (2,4) e ‘puxamos’ para o lado AB do triangulo, meio que fazendo com
que sua area fosse igual a zero, teriamos uma reta na qual os pontos A, B e agora o C fazem

parte dessa reta, o que equivale a dizer que eles estédo alinhados.

Figura 34

<Jose> Ah, t4 ai, Pedro. Entendi o porqué € igual a zero. Matei a xarada.

<Pedro> Dessa forma, eu mostro uma justificativa para esse procedimento que determina a
equacao de uma reta por meio do determinante de uma matriz com pontos da reta, igual a

zero. Para encontrar a area de um triangulo por meio de suas coordenadas, faziamos:
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A=11pet

= 5 IDet|
1 -2 1 1
A=5Det|2 4 1
3 -1 1

Agora, para determinar a equacdo de uma reta, temos a area igual a zero, pois € uma reta e

ndo tem triangulo:
! 1 -
Equacio da reta: 3 |Det| = 0 - Equacio da reta: |Det| = 0

. . il - o B0
Pois, dividindo ambos os lados por ~» temos que o determinante da matriz é igual a zero, ou

seja, |Det|=0. Um detalhe é que neste caso, eu utilizo dois pontos dados e um ponto genérico,
pois eu quero determinar a equacgéo da reta. Coloco a terceira coordenada para que a minha
matriz fique quadrada e assim possa fazer o determinante. Aqui eu uso as mesmas

Jjustificativas em relagdo a trabalhar “no espago” que apresentei no comego para voce.

X y 1
—2%8 1|30
3 = 1

Outro detalhe é que neste caso eu posso colocar qualquer numero no lugar do 1, pois
chegarei sempre a mesma equacdo. Uma justificativa € dizer que € uma propriedade do
determinante, a qual diz que se multiplicar ou dividirmos uma linha ou coluna inteira por um
nimero, o determinante sera também multiplicado ou dividido por esse nimero. Como no
nosso caso o resultado do determinante é zero, ndo altera em nada. Por exemplo, se eu

colocasse o nimero 10.

ey 10 Py 10.1
=2 1 10/|=0->1[|-2 1 101|=0~-
4 -1 10 4 -1 101

F iy o | x v 1

-2 1 1|=100->|-2 1 1|=

4 -1 1 4 -1 1

<Helena> Bacana mostrar esse exemplo, Pedro.

<Pedro> Entdo, Helena, eu sempre gosto de mostrar exemplos para os alunos. Outro modo

de justificar isso é dizer que quando opero para realizar o determinante, chegard um
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momento que poderei simplificar os coeficientes dos membros e como eles sempre serdo
multiplos (pois sempre coloco 0 mesmo nimero, seja ele positivo ou negativo, na terceira
coordenada) sempre consigo simplifica-los. Digo a eles também que por facilidade utilizo o

numero “1” e ndo por uma obrigagdo.

<José> Pedro, muito bacana suas explicacfes. Ha varias passagens matematicas que quase
nunca sdo mostradas nos livros didaticos, pelo menos nos que eu ja vi em minha histéria de
vida. Aprendi muito nessa conversa com vocé e com Helena. Outro ponto interessante é que
essas discussdes matematicas que vocé mostrou sdo feitas junto com os alunos e ndo de uma
maneira distante e muitas vezes direta e sem detalhes, como fazemos varias vezes em nosso

curso de Licenciatura em matematica. Muito bacana conversar com voce.

Cena 06 — Uma conversa de conversas de professores

Vamos agora dialogar com vocés, caros professores de matematica, na diregdo de
pontuar algumas questdes que julgamos importantes em meio a essas cenas do dia a dia de
professores de matematica. Apresentamos também uma discussdo a respeito da matematica
do professor de matematica (LINS, 2006).

Em uma fala do professor Paulo, destacamos alguns pontos dos quais ele, apontando

2

para os segmentos de reta enuncia: “a equagdo das retas..”, ou seja, chamando estes
“segmentos de reta” simplesmente por “reta”. Ressaltamos, caro professor, que ndo estamos
aqui em busca de erros, mas sim de possibilidades de interpretacdo destas acdes que,
gentilmente, o professor Paulo permitiu presenciar. Certamente este professor conhece as
diferencas conceituais entre reta e segmento de reta, no entanto, algo o faz, nessa aula, adotar
certas falas. O que queremos € justamente pensar possibilidades, legitimidades para isso.
Podemos pensar que o professor estd usando um termo “matematico” de formas diferentes das
usuais “para matematica”. Mas que formas seriam estas, onde estes usos sao legitimados?
Observamos o professor chamar de “reta” um “segmento de reta”. Porém, ndo se trata
de uma incorrecdo conceitual, mas talvez, de uma simplificacdo no uso da linguagem. O
adjetivo “reto”, que caracteriza graficamente uma funcdo linear é estendido,
independentemente do dominio em que tal funcdo linear esta definida. “Reta” e “segmento
(pedago) de reta”, tornam-se sSinGnimos a partir dessa aproximacao possibilitada pela
caracteristica de ‘“ser reto”. Naquele momento, por nenhum aluno questionar tal

nomenclatura, e nem mesmo o professor Paulo retificar o que havia dito, podemos pensar que
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3

sua fala foi “validada” tanto pelos alunos quanto por ele. Esta validacdo pode ocorrer de
varias formas: seja pela autoridade do professor (disparada de forma autoritaria ou ndo), seja
por alunos e professores “aceitarem”, em suas falas, chamar de “reta” um “segmento de reta”.
Nem tudo, num processo de interacdo/comunicacao € explicitamente dito ou minuciosamente
esclarecido, pois as entrelinhas expressam compreensdes — ou acordos — que, aparentemente,
sdo suficientes em varias situagdes.

Em nossas aulas de Matematica temos presenciado esses “ajustes” ou “abusos” na
linguagem? Temos deixado algumas coisas “subentendidas”? Certamente que sim! Num
processo cotidiano de comunicagdo, talvez, a maior parte do entendimento em uma conversa
se dava ao que ficou “subentendido”.

Esse fato é observado em muitas salas de aula de matematica visto que sempre
falamos mais do que escrevemos na lousa. Muitas vezes quando escrevemos algo que ndo nos
interessa naquele momento, apagamos rapidinho com as méos e isso, naquele momento da
explicagdo faz sentido para os alunos, porém mais tarde pode ficar obscuro. Tendo isso claro
em nossas praticas é sempre importante colocar os alunos para falarem e tentar escrever, o
maximo que puder na lousa, explicando nossas ideias, exemplos, analogias, metaforas...

Outro ponto nessa direcdo é que falamos ndo apenas por meio de palavras, mas
também por meio de gestos. Podemos exemplificar essa afirmacédo em uma fala da Professora
Helena, quando fiz que muitas vezes faz gestos com os bragos para exemplificar os
coeficientes angular e linear de uma reta.

Um questionamento que fazemos é no sentido de como avaliamos 0s gestos de nossos
alunos? Se, por um acaso, em uma prova Vocé perguntar o que é ou que significa 0s
coeficientes linear e angular e um aluno responder oralmente, movimentando os bragos, como
avaliar esse aluno?

Claro que ndo estamos aqui advogando que os professores devem dar notas pelos
gestos dos alunos. Nossa intencdo com esse questionamento é problematizar as praticas de
professores de matematica, para que possamos ter repertorios e condicdes de lidar com as
maneiras como os alunos lidam com problemas e exercicios matematicos.

Diante de todos esses dialogos com esses professores de matematica, fica claro que
ndo adianta apenas saber bem o conteudo e ter certo dominio da oratéria para oferecer
condigbes para que os alunos aprendam matematica. E claro que é imprescindivel conhecer
em detalhes os contelidos, apresentar justificativas matematicas para ideias e procedimentos,
ter diferentes maneiras de falar sobre eles e diversificadas metodologias para elaborar planos

de aula. Porém, ha algo de particular na pratica profissional do professor de matematica que é
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a capacidade de ler, interagir e intervir nos processos de producgédo de significados dos seus
alunos (LINS, 1999, 2006).

Ler no sentido de compreender o que o aluno fala e tentar encontrar alguma
justificativa para sua fala em uma determinada situacdo. Essa atitude é muito diferente de
dizer para o aluno que ele esta errado, que ele interpretou equivocadamente o enunciado de
um problema, mas que tenha, também que apresentar os ‘porqués’ dessa sua resolucdo. E
intervir no sentido de fazer algum guestionamento que possa mudar a compreensao do aluno
naquilo que ele esta lidando e com isso fazer com que ele fale de ideias e conceitos novos,
diferentes dos que falava anteriormente. Quais podem ser as perguntas para fazer com que 0s
alunos aprendam um determinado conceito ou procedimento matematico? Que tipos de
questionamento os professores podem elaborar para fazer com que “caia a ficha” dos alunos?

Diante dessas consideracdes, acreditamos que hd uma matematica do professor de
matematica e que é preciso discuti-la e problematiza-la em cursos de formacdo inicial e
continuada. Existe uma matemética que 0s engenheiros mobilizam em suas praticas
profissionais, com determinados objetivos e propoésitos. Existe outra matematica que
matematicos mobilizam em seus trabalhos profissionais que também tem outros objetivos e
propositos. A matematica do professor de matematica € caracterizada por admitir significados
matematicos e ndo matematicos (LINS, 2006). Quando um aluno produz significado para uma
situacdo na sala de aula de matematica ele fala de objetivos matematicos e ndo matematicos.
O professor precisa ser capaz de ler esse processo, até mesmo porque quando ele fala de
matematica para seus alunos, também produz significados matematicos e ndo matematicos.
Alguns exemplos disso sdo a utilizacdo de metaforas como pizza para discutir fracdes,
temperatura e saldo bancério para discutir nimeros inteiros etc. Lins afirma que

/..l um fato que é crucial da atividade profissional de um professor,
provavelmente seu aspecto mais importante, é tomar decisGes e realizar
acOes relacionadas a educacdo matematica de seus alunos, com base no que
eles queiram alcancar e também, com base no que esta acontecendo na sala
de aula (LINS, 2006, p.4, tradugcdo nossa)

Acreditamos que esses dialogos, em meio a essas cenas do dia a dia da vida
profissional de um professor de matematica, possam servir como repertério para professores
tomarem decisfes em sua sala de aula. N&o se trata de dizer como o professor deve agir, pois
cada sala de aula tem sua particularidade e por mais que tentemos antecipar as coisas que
acontecem, sempre somos surpreendidos. Trata-se de mostrar alguns modos de falar sobre as

tematicas matematicas (em particular neste capitulo, a equagdo da reta), possiveis
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significados, possiveis linguagens. Trata-se de compartilhar certas vivéncias, aprendizados e
propostas para as aulas de matematica.

Um ponto de extrema importancia, fato que nos levou a organizar o capitulo de forma
de cenas e conversas, é o papel do dialogo entre professores. E imperativa a necessidade de
professores conversarem a respeito de suas préticas, realizacOes, entraves e potencialidades.
Sempre teremos algo a aprender e ndo existe uma formagéo completa e acabada do professor
de matematica. Por isso, como elucidamos no inicio desse capitulo, treinaremos essa cena de
conversa de professores com uma virgula e ndo com um ponto final, no sentido de propor que

outras cenas, conversas e dialogos sejam construidos entre professores.

Cena 07 — O professor volta a sala de aula.

[.]
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INTRODUCAO

Prezada professora, prezado professor, nosso objetivo com as discussées do eixo
Tecnologias na Educacdo Matematica é apresentar propostas de ensino que utilizam
tecnologia e que permitam discutir potencialidades do seu uso em aulas de Matematica. E
importante esclarecer, o quanto antes, que ndo somos favoraveis a renuncia das outras formas
de ensino e ndo acreditamos que o uso da tecnologia por si s6 tenha o poder de transformar
positivamente nosso cendrio educacional. Acreditamos, sim, que ha situagcdes no ensino e na
Matematica que sdo enriquecidas pelo uso da tecnologia e que ao se unirem as ferramentas
convencionalmente presentes em sala de aula podem contribuir com a construcdo do
conhecimento pelo aluno. E nessa perspectiva que apresentamos nesse texto algumas ideias de
atividades. Esperamos que elas possam inspirar vocé, professora e professor, a elaborar outras
tantas.

Nesse material optamos por trabalhar com alguns conceitos relativos ao estudo de
Funcdes e de Estatistica, ambos contetudos presentes no referencial curricular para o Ensino
Médio do Estado de Mato Grosso do Sul. A escolha por esses temas deve-se a importancia
gue 0s mesmos possuem no ensino de Matematica. O estudo de Fungdes pode ser visto como

um dos temas centrais do primeiro ano do Ensino Médio, tendo em vista que ele ocupa parte
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significativa desse periodo. Somado a isso, considerando as aplica¢cdes desse contetido em
outras disciplinas, como a Fisica e a Quimica, acreditamos que as propostas aqui apresentadas
podem contribuir também para um melhor aproveitamento dos estudantes nessas disciplinas.
Em relacdo ao tema Estatistica, discutimos como o uso de medidas de centralidade e
variabilidade auxiliam a leitura e o tratamento da informacdo. Ressaltamos, ainda, como esses
conceitos podem auxiliar no desenvolvimento da criticidade dos estudantes em relacdo as
informacdes disponibilizadas nas diferentes midias.

Para um uso significativo da tecnologia em sala de aula partimos do pressuposto de que
n&o basta que o professor insira 0 computador em seus planejamentos. E preciso que este esteja
integrado a sua pratica docente, ou seja, 0 uso do laboratério de informética deve fazer parte
da aula do professor e ndo ser apenas um complemento para o contetido desenvolvido em sala
de aula (BITTAR, 2010). Nesse sentido, ao longo da apresentacdo de nossas atividades
traremos a discussdo do diferencial do uso da tecnologia no desenvolvimento dessas
atividades, enfatizando os ganhos obtidos com o uso de softwares educacionais. Nas
atividades presentes nesse material, 0 uso da tecnologia se faz necessario tendo em vista 0s
diversos calculos realizados e a plotagem e movimentacdo de diferentes graficos.
Acreditamos que o desenvolvimento dessas mesmas atividades ndo seria viavel no ambiente
papel e lapis, por exemplo, uma vez que seria dedicado maior tempo para a construcéo (ou
calculo) do que para analise dos resultados, que € o foco da nossa proposta.

As atividades aqui apresentadas sdo desenvolvidas no Geogebra, um software gratuito,
disponivel na internet para download e compativel com os principais sistemas operacionais,
como Windows e Linux. Cabe salientar que, para 0 uso desse software nas atividades que
propomos, ndo é necessario conhecer todas as suas ferramentas e, além disso, apresentamos

anexo um tutorial para auxiliar o uso do mesmo.

ESTUDO DE FUNCOES COM O SOFTWARE GEOGEBRA

O conteudo de fungdes é um dos temas matematicos que permeia os trés anos do
ensino medio. Seu estudo possibilita ao aluno estabelecer relagdes entre duas grandezas e
realizar ligagbes da Matematica com situacBes da realidade, tais como: juros simples e
composto, preco do combustivel, custo de empresas, entre outros. Além disso, é importante o
aluno compreender o significado da representacdo gréfica das fungbes quando alteramos seus
parametros, ou seja, identificar os movimentos realizados pelo gréafico de uma funcdo quando

alteramos seus coeficientes. (BRASIL, p.72)
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Assim sendo, além de compreender a no¢do de dependéncia entre duas grandezas, 0
estudante precisa familiarizar-se com as representacdes algébrica e geométrica desse contetido
para que ele possa operar com esse objeto matematico. Visando favorecer essa discussao,
elaboramos uma atividade em que o estudante analisa, paralelamente, as representacdes
algébrica e geométrica das fungdes do primeiro e do segundo grau. Nosso objetivo, com a
atividade proposta € levar o aluno a estabelecer relagcdes entre os coeficientes da representacdo
algébrica da funcédo e o comportamento de seu grafico.

Esse estudo pode ser realizado logo apés a introducdo do conceito de Funcgéo, por
meio de exemplos e defini¢des. O ideal é que a discussao sobre os coeficientes das funcdes do
primeiro e do segundo grau ainda ndo tenha sido feita, pois a intencdo é que tais conceitos
sejam construidos nessa atividade. Entretanto, mesmo que ja tenha sido realizado algum
trabalho nesse sentido essa atividade pode ser adaptada para outra discussdo. A seguir

apresentamos e discutimos as atividades a serem realizadas.

FUNCOES POLINOMAIS DO 1° GRAU

Como dito anteriormente, a proposta dessa atividade é discutir o significado
geométrico dos coeficientes angular e linear da funcdo polinomial do primeiro grau.
Sugerimos apresentar essa atividade explorando sua potencialidade de levar o aluno a elaborar
conjecturas acerca desses coeficientes. Nessa proposta, somente ap6s o aluno observar as
regularidades as defini¢Bes seriam trabalhadas. Entretanto, mesmo ap0s esses conceitos serem
definidos, a realizacdo dessa atividade pode contribuir com a atribuicdo de significado ao que
é definido. Cabe, portanto, ao professor escolher quando e como propor a atividade.

Suponha a expressdo geral de uma funcdo polinomial do primeiro grau, f(x) = ax + b,

com a e b nimeros reais, para as atividades a seguir:

Atividade 1

a) Atribua um valor para a e outro para b, ambos diferentes de zero e, em seguida,
crie no Geogebra o grafico da funcéo assim definida.

b) Mantenha o valor escolhido para a e crie um novo grafico na mesma tela
atribuindo agora outro valor para b.

c) Repita o passo anterior por diversas vezes escolhendo diferentes valores para
b.

d) Descreva as regularidades que vocé observou no processo acima.
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Essa atividade pode ser realizada tanto individualmente quanto em dupla, no entanto,
acreditamos que a segunda opcdo pode ser mais interessante por permitir que os alunos
discutam as regularidades observadas. Para comecar essa atividade vocé pode dar como
exemplo a construcao de um grafico no software Geogebra, para ajudar os alunos com relagédo
a linguagem do programa e, na sequéncia, os alunos poderéo realizar o que se pede em cada
alternativa.

Durante a plotagem dos gréaficos é importante que o aluno fique atento a funcdo que
ele descreve e ao grafico obtido. E por meio das observacdes feitas entre as representagoes
algébrica e geométrica da mesma funcdo que ele podera construir conjecturas. Para tanto, é
fundamental que a janela de algebra e a janela de visualizacdo do Geogebra estejam ativadas
para que as relacGes possam ser estabelecidas. Outro recurso interessante € o uso de cores
diferentes para cada grafico criado, uma vez que desse modo a visualizacdo é privilegiada e,
também, consequentemente a associacdo entre os elementos que se deseja evidenciar. Por
exemplo, na situacdo a seguir observa-se que variando o coeficiente linear e deixando fixo o

coeficiente angular, os graficos obtidos representam retas paralelas.

%7 GeoGebra - Lﬂ‘ﬁ
Arquivo Editar Exibir Op(;oes Ferramentas Janela Ajuda
A . L) - _ D
Eh~ ’/ ;’J = ) %@
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Figura 1 - variacdo do coeficiente linear.
Fonte: Geogebra — elaborado pelas autoras.

Ressaltamos o fato de que os estudantes devem ser provocados a atribuir valores néo
inteiros para os coeficientes a e b, como o exemplo apresentado. Tal pratica auxilia na néo
elaboracdo de conjecturas erroneas, tal como a ideia de que essas regularidades ocorrem

apenas com 0s nimeros inteiros.
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N&o hé limite para a quantidade de gréficos representados, mas salientamos que uma
quantidade baixa de gréficos (2 ou 3) pode prejudicar a elaboracéo de conjecturas.

Sugerimos que seja pedido aos alunos o registro de suas conjecturas em seus cadernos
para que, no momento de discussdo da atividade, as mesmas possam ser lidas e analisadas
pelo grupo. Espera-se que os estudantes observem que mantendo o mesmo valor para o
coeficiente a e variando os valores de b, os graficos das fungdes, ou seja, as retas definidas
pelas fungdes sdo sempre paralelas. Além disso, € possivel que surjam conjecturas em relacéo
ao ponto em que a reta corta 0 eixo Y, isto é, a associacdo de que a ordenada desse ponto

corresponde exatamente ao valor do coeficiente b.

Atividade 2

a) Atribua um valor para a e outro para b, ambos diferentes de zero e, em seguida,
crie no Geogebra o gréfico da funcéo assim definida.

b) Mantenha o valor escolhido para b e crie um novo grafico na mesma tela
atribuindo outro valor para a.

c) Repita 0 passo anterior por diversas vezes escolhendo diferentes valores para
a.

d) Descreva as regularidades observadas no processo acima.

O objetivo dessa atividade € a elaboracdo de conjecturas relacionadas ao a inclinagdo

das retas. Eis um exemplo de resolugéo:
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Figura 2 - variacdo do coeficiente angular.
Fonte: Geogebra — elaborado pelas autoras.

Sugerimos as mesmas observacbes da atividade anterior para esta atividade.
Destacamos apenas as possiveis conjecturas que os alunos podem elaborar ao observar as
regularidades aqui apresentadas: além de reforcar a conjectura de que o coeficiente b
corresponde a ordenada do ponto em que a reta corta 0 eixo y, 0s alunos podem supor que
guando o coeficiente a da funcdo corresponder a um valor positivo o grafico terd uma
determinada inclinacdo e quando esse coeficiente for negativo a inclinacdo do grafico da
funcdo sera diferente do caso anterior. Salientamos que cabe ao professor alimentar essa
discussdo para a institucionalizagdo desses resultados.

Ao término das discussbes acerca dessas duas atividades, propomos apresentar a
definicdo dos coeficientes angular e linear, evidenciando o papel de cada um na analise
gréafica. E importante enfatizar com os alunos que para que todas pessoas que v&o ler ou falar
sobre esse tema consigam se compreender, devemos utilizar uma linguagem compreensivel
por todos. Por esse motivo, o que eles conjecturaram, provavelmente usando a lingua materna,

precisa ser escrito em linguagem matematica.

Atividade 3

Na barra de comandos selecione o seletor de intervalos e defina os intervalos a = [-

5,5] e b = [-5,5] e na janela de entrada a funcdo f(x) = ax + b.
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Movimente os seletores a e b, observe a janela algébrica e grafica, e responda as
questdes a seguir:

a) O que acontece quando a =07?

b) O que é possivel observar no gréfico de f(x) = ax + b quando a <0 ou a >0?

c) E fixando b =0 e variando os valores de a?

d) E fixando um valor para b e variando os valores de a?

e) O zero de uma fungdo € um ponto importante para a construcao de seu grafico,
pois indica o ponto do plano cartesiano em que esse grafico intercepta o eixo
x?'. Encontre a raiz da funcdo no Geogebra digitando o comando raiz[f] na
janela de entrada. Movimentando a o que se pode observar? E movimentando
b?

Propusemos essa terceira atividade por permitir a discussao da defini¢cdo da funcédo do
primeiro grau. Quando trabalhamos com a lei de formacdo geral, f(x)=ax+b, podemos discutir
com os alunos a condicdo de existéncia dessa funcéo, isto €, o coeficiente angular (a) ser um
namero diferente de zero (a # 0). Ao movimentar o seletor a, considerando o intervalor
definido entre [-5, 5], por exemplo, quando a assumir o valor zero, apareceré na tela uma reta
paralela ao eixo x e nesse momento além de discutir a condicdo de existéncia é possivel
apresentar aos estudantes a nocdo de funcdo constante, que ndo é uma funcdo afim. Veja a

situacdo no exemplo abaixo.
ool R L R o
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Figura 3 - estudo da fungdo f(x) = ax + b.

21 O zero de uma funcdo polinomial é obtido por meio da raiz do polindmio associado, por esse motivo, em
muitos livros didaticos diz-se , erroneamente, “encontrar a raiz da fungio”.
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Fonte: Geogebra — elaborado pelas autoras.

Outra questdo importante e que pode ser levantada nesse momento diz respeito ao zero
da funcdo do primeiro grau. Uma possivel conjectura é que os alunos observem que o zero da
funcdo corresponde a um ponto do grafico da funcéo. Ressaltamos que essa discussao deve ser
orientada com cautela para que ndo haja confusdes. E preciso salientar que o zero de uma
funcdo do primeiro grau corresponde a abscissa do ponto do grafico cuja ordenada é zero, ou
seja, ao ponto (d, 0). Para melhor visualizacdo nesse momento, é importante marcar o ponto
que corresponde a intersec¢do do grafico com o eixo X, pois dessa forma as coordenadas desse

_az2 2

)| %

ponto ficardo evidenciadas na janela de algebra, como mostramos a seguir:
[l >o)o]]N]
2 f(x) =1x+1 b=1
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Figura 4 - zero da funcéo.
Fonte: Geogebra — elaborado pelas autoras.

FUNCAO POLINOMIAL DO 2° GRAU

As atividades sobre fungéo polinomial do segundo grau seguem a mesma perspectiva
das funcdes polinomiais do primeiro grau. O trabalho volta-se também para a manipulacéo dos
coeficientes da fungdo visando a construcdo de regularidades. Desse modo, apresentamos,
nesse momento, apenas o enunciado das atividades e possiveis conjecturas que podem surgir
em sala de aula.

Considere a expresséo que define uma funcdo polinomial do segundo grau
f(x)=ax?+bx+c, com a, b e ¢ nimeros reais e a diferente de zero, para as atividades 1 e 2 a

sequir:
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Atividade 1

a) Atribua um valor para a positivo, para b e outro para ¢, ambos diferentes de zero
e, em seguida, crie no Geogebra o grafico da funcédo assim definida.

b) Mantenha o valor escolhido para c e para b e crie um novo grafico na mesma
tela atribuindo agora um valor negativo para a .

€) Repita os passos anteriores quantos vezes quiser escolhendo diferentes valores
para a, negativos e positivos.

d) Descreva as regularidades que vocé observou no processo acima.

Atividade 2

a) Atribua um valor para a, para b e outro para c, ambos diferentes de zero e, em
seguida, crie no Geogebra o grafico da funcdo assim definida.

b) Mantenha o valor escolhido para a e para b e crie um novo grafico na mesma
tela atribuindo agora outro valor para c.

c) Repita 0 passo anterior quantos vezes quiser escolhendo diferentes valores para
C.

d) Descreva as regularidades que vocé observou nesse processo.

Atividade 3

Na barra de comandos selecione o seletor de intervalos e defina os intervalos a=[-5,5],
b=[-5,5] e c=[-5,5] e na janela de entrada a funcao f(x)=ax2+bx+c.
Movimente os seletores a, b e ¢ e responda as questdes abaixo:
a) Movimente o seletor para a=0, o que acontece com o grafico e com a expressao
f(x) = ax? + bx + ¢?
b) E se movimentar também b =0, o que acontece com o grafico e com a expresséo
f(x) =ax2z + bx + ¢?
c) Fixe o seletor ¢ =3, volte 0 b = 1 e movimente o seletor a para valores diferentes
de zero. O que acontece com o grafico? Agora mantendo o c =3 ea =1
movimente o b para valores diferentes de zero. O que acontece no grafico agora?

d) Volte o seletores paraa=1e b =1 e facac =0, o que acontece?
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e) Os zeros de uma funcdo sdo pontos importantes do gréfico da parébola.
Encontre os zeros da funcdo no Geogebra com o comando: raiz[f]. Explique
qual é a importancia desses pontos no gréafico.

Na primeira atividade espera-se que o aluno observe que quando o valor de a é
positivo a pardbola tera a concavidade voltada para cima e quando for negativo a concavidade
sera para baixo. Enquanto na segunda atividade buscamos que o aluno observe que o valor do
c é exatamente a ordenada do ponto que intercepta o eixo Y. Ja a terceira atividade tem como
objetivo o estudo das caracteristicas da fungcdo do segundo grau na sua forma genérica, bem

como, a discusséo dos zeros dessa funcéo.

ESTUDO DE DADOS ESTATISTICOS COM O SOFTWARE GEOGEBRA

Para iniciarmos nossa discussao a respeito das atividades pensadas para o ensino de
alguns conceitos da estatistica, tomemos o0 seguinte recorte retirado das OrientacGes
Curriculares para o Ensino Médio que afirmam que os estudantes precisam adquirir
entendimento sobre o proposito e a l6gica das investigacOes estatisticas, bem como sobre o
processo de investigacdo. Deve-se possibilitar aos estudantes o entendimento intuitivo e
formal das principais ideias matematicas implicitas em representacdes estatisticas,
procedimentos ou conceitos. Isso inclui entender a relacdo entre sintese estatistica,
representacdo grafica e dados primitivos. Por exemplo, 0s estudantes precisam ser capazes de
explicar como o ponto médio é influenciado por valores extremos num intervalo de dados, e 0
gue acontece com o ponto médio e a mediana em relacéo a esses valores.

Vale destacar a necessidade de se intensificar a compreensdo sobre as
medidas de posi¢cdo (média, moda e mediana) e as medidas de dispersao
(desvio médio, variancia e desvio padrdo), abordadas de forma mais intuitiva
no ensino fundamental.

Os alunos devem exercitar a critica na discussdo de resultados de
investigacOes estatisticas ou na avaliacdo de argumentos probabilisticos que
se dizem baseados em alguma informacdo. (BRASIL, p. 79, destague nosso)

Os destaques que realizamos no excerto anterior constituem a base da nossa proposta.
As atividades aqui apresentadas foram pensadas de modo que o aluno trabalhe com algumas
situacbes problemas mobilizando nocgdes estatisticas, exigindo dele a acdo de argumentar,
criticar e reconstruir as informagoes fornecidas. Para isso, primeiramente, buscamos colocar
em debate algumas medidas de tendéncia central, visando a discussdo das situagdes que
tornam proficuas a escolha de uma medida ou outra, a depender dos resultados da analise

estatistica e daquilo que se quer como informacdo para caracterizar determinado grupo
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amostral. E por meio desse tipo de estudo que vislumbramos colocar o aluno em situagéo de
desconforto cognitivo diante das informacdes que lhes sdo diariamente passadas e, que com
isso, ele possa refletir e inferir sobre elas. Nesse cenario, propomos também, em uma das
atividades, um trabalho sobre a medida de dispersdo desvio padrdo, visando um de seus
significados e aplicabilidade.

Cabe comentar, antes de iniciarmos a apresentacdo das atividades, que essas foram
elaboradas para serem aplicadas paralelamente a apresentacédo dos conceitos estatisticos, uma

vez que exigem dos estudantes a interpretacao das defini¢bes para serem desenvolvidas.

MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL

Tendo em vista a grande variedade de informacGes estatisticas disponiveis nas
diferentes midias, consideramos conveniente destacar algumas dessas para iniciar a discussao
sobre o papel das medidas de tendéncia central na interpretacdo dessas informacdes.
Buscamos, portanto, alguns dados em veiculos de informacdo que abordassem uma mesma
tematica, mas de maneiras diferentes. Trazemos, a seguir, duas manchetes de jornais

encontradas nessa busca:

Média salarial do brasileiro é de R$ 1.792,6"
Segundo IBGE, crescimento foi de 2,4% no biénio 2010-2011

Metade dos brasileiros vive com até um salario minimo

Dos 191,2 milhdes de brasileiros, 56,8% tinham renda familiar entre zero e RS 465 em 2009

E— S
Figura 5 - medidas de tendéncia central.
Fonte: UOL — disponivel em < https://entretenimento.band.uol.com.br/bandfolia/noticias/100000600949/media-salarial-do-
brasileiro-e-de-r-179261.html >, Gltimo acesso em 01 de margo de 2021.

Observa-se que as duas manchetes retratam um mesmo assunto, mas a impressao que
temos, ao lé-las, ndo € a mesma. Esse desconforto frente a essas informacBes é um fator
essencial para que os alunos percebam a necessidade da compreensdo matematica dessas
informacdes. A seguir sugerimos algumas questdes que podem ajudar a fomentar a discussao

nesse momento.

Considerando que as épocas em que essas reportagens se referem sdo bastante proximas,
como explicar a aparente diferenca de informacdo que cada uma delas transmite?

Como interpretar os dados apresentados diariamente nos meios de comunicagéo?
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Nesse primeiro momento alguns argumentos ndo matematicos de justificativa podem
emergir como apontar que alguma dessas informacdes é falsa. NGs, como professores,
devemos alertar nossos alunos para o fato de que tais meios de comunicacdo devem postar
apenas informacoes fidedignas, apesar de isso nem sempre ser verdade. A leitura estatistica de
determinados dados pode levar a conclusdes distintas de acordo com a medida estatistica que
estd sendo utilizada e, por isso, a compreensao desses dados pode nos levar a compreender a
intencdo do autor do texto. A primeira manchete parece querer levar o leitor a pensar que o0
brasileiro tem uma situacdo econdmica boa, levando em consideracdo o salario minimo na
época (R$ 510,00 em 2010 e R$ 540,00 em 2011). Por outro lado, a segunda informacéo
apresenta um quadro preocupante em relacdo ao poder aquisitivo dos brasileiros no ano de
2009, em que o salario minimo era de R$ 465,00. As duas manchetes retratam a situacao
econémica de um mesmo grupo, no entanto, a maneira como cada uma delas foi analisada
estatisticamente reflete informacgdes, aparentemente, contraditdrias, e que exigem do leitor a
compreensdo sobre o significado de média e de mediana.

Para que os alunos possam analisar criticamente as informac6es apresentadas usando a
nocdo de média (média aritmética) e mediana (valor que separa as medidas em duas partes
com mesma quantidade de dados) é importante que eles compreendam quais sdo as afirmacgdes
que se pode fazer diante de cada tipo de medida. Diante disso, propomos uma atividade que

permite que o aluno compare essas duas medidas.
Atividade 1:

Construcdo de um grupo amostral para a compreensdo da média e da mediana em uma
mesma situacao.

“Inspirado nas manchetes de jornais considere um grupo de 21 pessoas que vivenciem
a seguinte situacdo: a média salarial dessas pessoas € de aproximadamente R$ 1.800,00 reais
e a mediana do conjunto formado pelos seus salarios € de R$ 465,00 reais.

Construa um exemplo no Geogebra que ilustre essa situacdo. Como essas duas

medidas juntas podem nos ajudar a entender os dados?”
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Figura 6 - construcdo da Média e da Mediana no Geogebra.
Fonte: Geogebra — elaborado pelas autoras.
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Para essa atividade o Geogebra foi programado para calcular automaticamente a
mediana e a média conforme os valores sdo plotados na tabela?’. Deixamos o espaco da
cédula 12 em evidéncia para dividirmos o conjunto ao meio, nao havendo a necessidade de os
alunos se preocuparem com a contagem de elementos que correspondam aos salarios acima
ou abaixo de R$ 465,00 reais. Todavia, devemos estar atentos a situagcdo para o caso de o
aluno construir os dados de maneira desordenada, de modo que o item da cédula 12 ndo
corresponda a mediana, mas ainda assim seja uma amostra que obedeca as exigéncias do
enunciado da atividade, o que torna sua solucdo também correta. Ha ainda a situacdo em que
0 aluno, mesmo que coloque na cédula 12 o valor da mediana, pode vir a formar um conjunto
no software em que o valor da mediana ndo é aquele previsto na cédula 12, necessitando de
uma retomada da propria definicdo dessa medida, em especial para o critério de ordenacdo
dos dados que deve ser obedecido nesses casos.

Sugerimos que antes de iniciar a atividade o professor explique, brevemente, o que € a
mediana e a média de um conjunto de dados. Nesse momento, o professor pode apresentar a
definicéo e discuti-la com seus alunos. Essa defini¢do pode ser a do livro adotado em sala.

No enunciado da atividade sdo apresentadas as caracteristicas que os dados analisados
devem respeitar, entretanto, os dados ndo sdo fornecidos. Desse modo, o aluno tera que
fornecer os valores dos salarios que compdem o rol a ser analisado e, para tanto, devera

mobilizar os conceitos de media e de mediana no momento de preencher a tabela. Essa

22 As instrucBes para a construgdo dessa atividade e das demais estdo disponiveis no tutorial ao final do texto.
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dindmica favorece na compreensdo dos conceitos matematicos em jogo, pois para que 0S
dados fornegcam a média de R$ 1.800,00 reais ndo podemos considerar que cada pessoa recebe
R$1.800,00 reais, pois mesmo que a média esteja correta a mediana ndo serd R$ 465,00 reais.
Percebemos, assim, que para montar esse conjunto de salario algumas pessoas ganham mais
que outras, o que favorece a compreensdo de que o fato de a média ser R$ 1.800,00 reais ndo
significa que cada pessoa receba essa quantia. Dessa forma, ao construir o seu rol de salarios
o0 aluno devera buscar estratégias para que a mediana dé o valor desejado; sera necessario
manter metade dos salarios com os valores menores ou iguais a R$ 465,00 reais.

Uma vez que os alunos construirem o conjunto de salarios, o professor pode
questiona-los a respeito das estratégias usadas no momento da escolha dos dados, pedindo que
eles justifiquem como procederam para obter a média e a mediana solicitadas. Partindo dessa
discussdo, volta-se a questdo inicial: como essas duas medidas juntas podem nos ajudar a
entender os dados? E mais, qual é a realidade salarial daquelas pessoas? Essa ultima questao
tem como objetivo promover a discussao a respeito da desigualdade salarial existente no pais,
apesar de a média salarial ser alta. Podemos questionar, também, qual é a “primeira
impressdo” que a média e a mediana nos dao em relacdo ao salario. Nesse debate é importante
destacar que ambas as medidas fornecem informacdes verdadeiras sobre os dados e que a
depender do que queremos saber em relacdo a realidade salarial, uma se torna mais vantajosa
que outra.

Outras medidas de tendéncia central usadas para comparar dados sdo a média aritmética
ponderada e a moda. Essas duas medidas fornecem informacdes diferentes a respeito de um
mesmo conjunto de dados. Assim, propomos uma atividade que tem como foco a analise dos
dados fornecidos, para poder realizar inferéncias sobre a situacdo que 0s mesmos estdo

envolvidos.

Atividade 2:

Discusséo sobre a média aritmética ponderada e a moda.

A média aritmetica, por ser a medida de tendéncia central mais popular, esta também
presente nas demais atividades propostas. Nesse caso, propomos uma discussdao da média
aritmética ponderada® em conjunto com a medida moda. Para tanto, sugerimos a seguinte

atividade:

? A média aritmética ponderada de n ndimeros é a soma dos produtos de cada um multiplicados por seus
respectivos pesos, dividida pela soma dos pesos.
%4 Moda é o valor de maior frequéncia.
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“Jodo, professor de Historia, aplicou um teste com 10 questdes em uma de suas turmas
de 20 alunos. Para realizar uma andlise estatistica do desempenho da turma, Jodo utilizou as
medidas de tendéncia central média e moda, no entanto teve dificuldades em interpretar os
resultados obtidos. Diante dessa situacdo, procurou um professor de Matematica para auxilia-

lo. Considerando que vocé seja esse professor, auxilie Jodo na interpretagdo dos resultados.”

Exemplifique no Geogebra outras possibilidades de analise que possam acontecer ao

se analisar outras turmas.

Os dados obtidos por Jodo estdo representados na tabela a seguir (figura 7). O item
“Acertos” refere-se a quantidade de questdes que foram acertadas em uma prova (0 —acertou
zero questdo; 1 — acertou apenas uma questao; 2 — acertou duas questdes; e assim por diante).
O item “Quantidades” aponta o total de alunos que pertencem ao grupo que acertaram 0, 1, 2
..., até 10 questdes. No caso do Jodo, 10 alunos acertaram 1 questdo; 1 aluno acertou 7; 2

acertaram 8; 3 acertaram 9 e, por fim, 4 alunos acertaram 10 questdes.
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Figura 7 — representacdo dos dados da turma de Jodo.
Fonte: Geogebra — elaborado pelas autoras.

O software Geogebra foi programado para calcular a média ponderada® para essa
atividade; no caso da moda, por ser uma medida mais facilmente observavel em uma amostra
e por ndo haver a necessidade de se efetuar calculos, deixamos para que o proprio aluno
interprete a tabela e indique o seu valor para a discussao proposta.

Para esse momento cabe retomar/apresentar as definigdes dessas duas medidas, visto

que € por meio da interpretacdo delas que o aluno ird criar argumentos para explicar ao

% As instrucdes para essa programagdo encontram-se no tutorial.
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professor Jodo o desempenho de sua turma e como os dados estatisticos se comportam
dependendo da amostra analisada.

Esperamos que com a realizacdo dessa atividade surjam questdes como: “Quando a
Média deixa de ser uma medida interessante?”, “O que a moda nos diz?”, “Quando a moda
ndo me diz muito sobre aquilo que estou analisando?”. As respostas para esses
questionamentos pde a prova essas medidas em determinadas circunstancias. No caso do
exemplo supracitado, a média ndo nos fornece um dado que reflete a situacdo preocupante que
essa turma de alunos esta enfrentando, justamente porque esse instrumento estatistico ndo se
torna conveniente quando os dados sdo muito dispersos um do outro. No entanto, a moda,
apesar de a principio ser mais significativa nesse caso, torna-se, quando sozinha, um dado que
permite caracterizar muito pouco a amostra, a ndo ser que esteja acompanhada do seu dado
percentual em relacdo ao grupo total — ao dizermos que mais de 60%, ou cerca de dois tercos
acertaram apenas 1 de 10 questdo de uma prova é dizer muito mais do que apenas constatar
que a moda € 1, haja vista que com essa informacéo poderiamos pensar em turmas bastante
diferentes da exposta por Jodo.

Sugerimos também que nessa atividade os alunos simulem diferentes turmas de alunos
com o intuito de apresentar outras circunstancias em que uma medida represente mais
adequadamente a amostra que outra, ou ainda, quando as duas juntas possam dar um retrato
melhor do que estaria acontecendo, no caso, em uma determinada turma.

Na sequéncia apresentamos a Ultima atividade referente a média aritmética e ao desvio

padrdo.

Atividade 3:

Discussao sobre a média aritmética e o desvio padrao.

O desvio padrdo é comumente empregado para analise da dispersdo dos dados de um
determinado conjunto. Na atividade a seguir buscamos criar uma situagdo em que o aluno se
depare com amostragens diferentes que tenham médias iguais e, com isso, perceba como o
desvio padrdo pode ajudar a interpretar os dados nessas circunstancias.

Tomemos, hipoteticamente, 4 turmas com 5 alunos.

Construa as notas dessas turmas considerando que todas elas tém média igual a 6 e
ainda:

a) Todos os alunos da primeira turma tiraram a mesma nota;
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b) Nas demais turmas ha alunos que ndo foram muito bem e outros que tiraram
boas notas.

c) Na segunda turma as notas foram menos dispersas que a terceira, que por sua
vez foram menos dispersas que a quarta turma.

Construa essa situacdo no Geogebra e observe o Desvio Padrdo de cada uma das

turmas:
I A : 4v Yo ABC| | 3=2
LR ) (oA L7 D (B (O] (O] [l [N frec] Lol [ ]
» Janela de Algebra (x| ~Pantha 0000000
= Usta LlINT rliElal@lia~r e~
@ Turmal = (0, 0,0, 0, 0} AT TEaTElal | ’
@ Turmaz = {0, 0, 0, 0, 0} 8 g < 2/
@ Turma3 = {0, 0,0, 0, 0} 1 Tumal |[Truma2 |Turma3 |Turma 4
@ Turma4 = {0, 0,0, 0, 0} 2 0 0 0 0
= Nomero
O DP1=0 3 0 0 0 0
O DP2=0 4 0 0 0 0
O DpP3I=0
5\ DEene 775 0 0 0 0
O MédiaTl = 0 9 g g 9 g
O MédiaT2 = 0 7
O MédiaT3 =0 8
O MédiaT4 = 0 9

Figura 8 — um exemplo de situagao.
Fonte: Geogebra — elaborado pelas autoras.

O que o desvio padrdo nos indica ao ser analisado junto com a informacdo sobre a
média?

Cabe esclarecer, primeiramente, que tomamos uma situacdo hipotética apenas para
viabilizar o trabalho de manipulacdo dos dados. Nessa atividade, novamente pedimos para que
o0s alunos criem suas amostras, pois acreditamos que é uma maneira de 0s conceitos estatisticos
serem mobilizados, visto que, ao criar quatro turmas diferentes com a mesma média, varias
estratégias podem ser utilizadas, mas todas devem respeitar que a soma de todas as notas
dividido pelo total de alunos deve dar cinco, que é a média definida no enunciado do problema.
Ademais, construir os proprios dados € um meio de obter uma gama de situacBes que
possibilitem a discussdo em grupo para a formalizagdo da conjectura esperada®.

A seguir apresentamos uma possivel solucao:

%6 Nota-se, na figura 9, & esquerda, que também programamos o software para realizar os desvios padrdes e as
médias de cada turma conforme plotamos 0s dados na tabela. Em anexo apresentamos 0s passos para realizar
essa atividade.
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) B o |2
=l "> @ o
» Janela de Algebra (]~ Manitha
< Lista T3l u'l';“ ] ﬁ] Flifm~1io~
4 Turmal = (5,5,5,.5,.5) = =
2 Turma2 = (5, 4,6,5,5) — oA [Tl e or
@ Turmal = (5,4,6,7,3) 1 Turmal |Truma2 |Turma3 |Turma 4
4 Turmad = (2,8,7,7,1) 2 5 5 5 2
= Nimero
.'7: DP] - o _3 s ‘ ‘ ‘
O DP2 = 063 4 S 6 6 7
O DP3 = 141
O DP4=29 E g > z g
O MédiaTl =5 6 5 5 3 1
J MédiaT2 =§ 7
O MédiaTi = § 8
O MédiaT4 = 5 T

Figura 9 — uma possibilidade de solugo.
Fonte: Geogebra — elaborado pelas autoras.

Note que todas as turmas possuem média 5, como indicado pelo célculo realizado pelo
préprio software, a esquerda, na tela e uma turma possui notas mais dispersas que a outra,
conforme orientado pelo enunciado da atividade. Apds construida essa situacéo por cada grupo
de alunos, que ja se configura em um momento de aprendizagem e investigacdo, podemos
questiona-los sobre o papel da média aritmética em casos como esse, afim de que sintam a
necessidade de outros dados para poder caracterizar melhor tais turmas. A média, nessa
situacdo, ndo é uma informacdo suficiente para uma andlise critica, pois esconde aspectos em
relacdo a homogeneidade ou heterogeneidade dos alunos de uma mesma turma — a média
caracterizou de uma mesma forma turmas que possuem realidades bastante diferentes, e é
dessa reflexdo que surge a importancia do calculo do desvio padréo.

Notemos, também ao lado esquerdo da tela, o célculo do desvio padrdo de cada turma,
apresentado por DP; DP,, DPse DP,, considerando os indices e o indicativo para cada uma das
turmas. A conjectura que esperamos que o aluno elabore por meio da observacao desses dados
pode ser descrita da seguinte maneira: Quanto maior for a dispersdo dos valores de uma
determinada amostra, maior sera o valor do desvio padrdo dessa amostra.

Socializada e discutida a conjectura em grupo, podemos entdo reinvestir na discussao
inicialmente proposta sobre a utilizacdo da media e o que o desvio padréo pode acrescentar de

informacdes sobre certas situacdes com a intencdo de fomentar uma analise estatistica critica.

CONSIDERACOES FINAIS

O principal objetivo de qualquer reflexdo que busque novas possibilidades de
abordagem para o ensino de conteldos matematicos é, para nés, contribuir para que o aluno
de qualquer nivel de escolaridade possa ter uma educacdo matematica de qualidade, que
contribua com a sua formacgdo como cidaddo capaz de produzir conhecimentos e de interpretar

a realidade que o cerca. Para isso € fundamental que nosso trabalho como educadores coloque
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sempre 0 aluno como agente central do processo de aprendizagem e, para tanto, é preciso
propor atividades que lhe atribuam papel ativo nesse processo. E importante que o aluno
assuma, ao menos em alguns momentos, a posi¢do de investigador matematico, que ele faca
Matematica — ao invés de apenas reproduzir mecanicamente técnicas — e a elaboracdo de
conjecturas é parte essencial nesse fazer. Dessa forma, a proposta desse material foi
apresentar possibilidades de uso da tecnologia, por meio de um software educacional, para o
ensino de funcdes e estatistica de modo a favorecer a elaboracdo de conhecimentos pelo
aluno. Esperamos que essas atividades despertem o interesse do professor em investigar e
desenvolver outras propostas, com diferentes conteddos matematicos, bem como, com a
utilizacdo de outros softwares que também podem enriquecer o trabalho na sala de tecnologia
tendo sempre em vista que aluno queremos formar, ou, mais ainda, que cidadao queremos

formar.
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TUTORIAL SOBRE O SOFTWARE GEOGEBRA E ORIENTACOES PARA AS
ATIVIDADES PROPOSTAS.

O Geogebra é um software de Matematica dindmica que possibilita trabalhar com
geometria, algebra, graficos, tabelas, estatistica e calculo. Podemos construir: pontos, figuras,
retas, vetores, conicas, graficos de fungdes, etc.

Faremos uma breve apresentacdo do software Geogebra e de algumas de suas
funcionalidades utilizadas nas atividades propostas nesse material. Para uma analise mais
detalhada desta utilizacdo vocé pode acessar o manual do software no site:
http://Geogebra.org/help/docupt_BR.pdf

Ao abrir o programa vocé ird observar a tela conforme a figura 1:

Barrade menus

Arquvo  Editar Exbir  Opgles Femamentas Janela Ajuda Barra de ferramentas

D BEEEEENEE

J Objetos Livres n

) Objetos Dependentes

Janelaalgébrica v
A Janela grafica

over. Arraste um objeto
selecionado (Esc)

.

4 2 2 B o ' 2 t] 4 L

Campo de entrada l X

#) Entrada * wllg ™ Comando v

Figura 1 - Tela inicial do Geogebra
Fonte: Geogebra 4.4.3.0

Em seguida, apresentamos resumidamente as funcionalidades dos itens que iremos
utilizar nas atividades sobre fungdes:

A barra de ferramentas contém os icones: selecionar, construir (pontos, retas, vetores,
etc.), calcular (a area, derivada, angulo, etc.) e movimentar objetos.

O campo de entrada é destinado a entrada dos comandos e/ou condigdes que definem
0s objetos.

Na janela algébrica aparecem as indicagdes dos objetos: coordenadas de pontos,
equac0es de retas, de circunferéncias, areas, comprimentos, etc.

Na janela Grafica aparecem as representacfes graficas das construcbes realizadas

pela barra de ferramentas ou pelo campo de entrada.


http://geogebra.org/help/docupt_BR.pdf
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ORIENTAC}@ES PARA AS ATIVIDADES DE FUN(;@ES POLINOMAIS
Funcdes polinomiais do 1° grau

As atividades propostas, 1 e 2, utilizam os mesmos tipos de comandos, assim vamos
exemplificar a atividade 1 e para a atividade 2 basta seguir 0s mesmos passos.

Na atividade 1 o aluno deve inserir a funcdo f(x)=ax+b definindo valores para a e b
diferentes de zero no campo de entrada, por exemplo, para a=2 e b=1 ele deve digitar a
expressdo f(x)=2x+1 e apertar a tecla ‘enter’. Na janela grafica ira aparecer a representacdo

da reta conforme a figura 2.

Arquivo  Editar Exibir Opgfies Feramentas Janela Ajuda

29 objetos Livies

>
(2 Objetos Dependentes

Figura 2 - Tela do Geogebra
Fonte: Geogebra 4.4.3.0

Em seguida, o aluno deve manter o valor escolhido para a, no nosso exemplo a=2, e
atribuir outros valores para b, mas tomando o cuidado de renomear a funcdo com outras letras.

Se ele usou f(x) deve ir escolhendo outras como g(x), h(x), etc.. Como na figura 3.
@] GeoGebra =)

Aguivo  Editar  Bxibir  Opgies  Ferramentas Janela Ajuda

el o

s x

O f(x) +

() Objetos Dependentes

@ Entrada: = ~|la v|Comando v

Figura 3 - Tela do Geogebra
Fonte: Geogebra 4.4.3.0
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E possivel também definir cores diferentes para cada reta, para isso basta clicar com o

botdo da direita do mouse em cima da reta escolhida selecionar propriedades e escolher uma

cor (Figura 4).
*7 v
i Propriedades
4 O=bj9t03” Basico| Cor | Estilo| Algebra | Avancado
[=-Fungdo
E] Recente:
s q w
Fungao f
21 v . Exibir Ohjeto
v an Exibir Ritulo tr
1 & Hahilitar Rastro
[ Capiar para a Linha de Comnandos f visualizar: [N (255, 51, 51)
] Renomear M
4 Apagar i

Figura 4 - Tela do Geogebra
Fonte: Geogebra 4.4.3.0

Observe que a representacdo grafica das retas como também as expressdes algébricas
ficardo coloridas.

1®] GeoGebra [(=E3]
AmuiD  Editar Exbir Opgfies Feramentas Janela Ajuda
A B ) Ol &)
JoJ )[4l ][] wm -
£ Objetos Livres x R /
@ =2x+1 / /
@ gixp=2x / /
@ h(x)=2x-3 s / /
(2 Objelos Dependenies / /
/
4 / /
/,, /
3 /’ /
/_f' /
2 /
/ /
1
/ /
0
I 4 13 ¥ 0 3 h 3 ¥
/
/ /
/ a
T /g h

Figura 5 - Tela do Geogebré
Fonte: Geogebra 4.4.3.0

Na atividade 3 o aluno deve primeiramente definir os intervalos pedidos para trabalhar
com a expressao f(x)=ax+b. Para isso deve ir na barra de comandos e selecionar o seletor de
intervalos conforme figura 6.

Editar Exibir Opgfies F

e

entas Janela Ajuda

CIEIEN

para EXBINE S tonter Objetos

ABC Ingerir Texio

S
*'% Inciuirimagern

a2 Relagdo entre Dois Objetos

Figura 6 - Tela do Geogebra
Fonte: Geogebra 4.4.3.0
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Depois de selecionar o icone, o aluno deve clicar na janela grafica e ird aparecer o
seletor com as opcdes de intervalos, em geral, j& definido como [-5,5], conforme figura 7.

Defina o intervalo a = [-5,5] e em seguida o intervalo b = [-5,5].

- [alx]

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Auda

Figura 7 - Tela do Geogebra
Fonte: Geogebra 4.4.3.0

Apbs definido os intervalos a e b eles irdo aparecer na janela grafica conforme figura
8. Em seguida, na janela de entrada deve digitar a fungéo f(x)=ax+b, mas algumas versoes
do Geogebra ndo reconhecem essa expressdo e € preciso inserir o asterisco entre 0 a e 0 X
para que o software entenda que ha uma multiplicacdo entre esses elementos, desse modo
ficara f(x)=a*x+b (figura 8).

) GeoGebra. EEX

Amuivo Editar Exibir Oppfies Femamentas Janela Ajuda

A . el 'Q,l X am2 Mover ®
E )= "P’ Prrroeta ol Sl e (E58)
o

(2 Objetos Livres x|
@ a=1

. e

(53 Objetos Dependentes

(@) Entrada: [fx)=a‘x+b = v|la ~|comanda v

Figura 8 - Tela do Geogebra
Fonte: Geogebra 4.4.3.0

Quando o aluno clicar no ‘enter’ ird aparecer a representacao da reta na janela grafica e
a expressao algébrica f(x)=x+1, com a=1 e b=1 que sdo os valores que aparecem inicialmente
nos intervalos a e b (figura 9).
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EEX

Janela Aj

janela Ajuda

o g X ae Mover

SN [ ] e
8 a=1

:/‘

Figura 9- Tela do Geogebra
Fonte: Geogebra 4.4.3.0

® Entrada

~|la v/ comando v

k|

Para movimentar os seletores a e b o aluno deve selecionar o icone: ‘ na barra de

ferramentas e, em seguida, movimentar o seletor a e depois 0 b e observaras janelas, algébrica

e grafica, para responder as alternativas pedidas.
Funcdes polinomiais do 2° grau

Tendo em vista as proximidades do uso do software para desenvolver as atividades
propostas sobre esse tema, apresentaremos apenas comentarios relativos a atividade 1.Nela o
aluno deve inserir a fungdo f(x)=axz+bx+c ou (f(x)=a*x2+b*x+c) definindo valores para a, b e
c diferentes de zero na entrada de comandos, por exemplo, para a=3, b=1 e c=2 deve ser
digitada a expressdo f(x)=3x*+x+2 e apertar a tecla ‘enter’. Ir4 aparecer na janela grafica a

representacdo da parabola (figura 10).

€2 GeoGebra 1
Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

» Janela de Algebra = » Janela de Visualizagéo
= Funcdo
Jf(x) =3x>+x+2

Figura 10 - Tela do Geogebra
Fonte: Geogebra 4.4.3.0

Em seguida, o aluno deve manter o valor escolhido para b e ¢, no nosso exemplo b=1e

c=2, e atribuir valor negativo para a, neste exemplo vamos tomar a = -1. E a funcéo sera

renomeada por g(x), ficando entdo g(x) = -1x2+1x+2 (figura 11).
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3 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda

EDD@@E\]EHI

» Janela de Algebr (x] | » Janela de Visualizagdo
= Fungdo

S0 f(x) = 3 x42
7 g(x) = —x*+x+2

Figura 11 - Tela do Geogebra
Fonte: Geogebra 4.4.3.0

Agora incentive os alunos a variar o valor de ‘a’ atribuindo por diferentes valores tanto
positivos como negativo como na figura 12.

7 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

DDE@DDH

» Janela de Algebra » Janela de Visualizacdo

= Funcdo

0 f(x) = 3x3+x+2
? g(x) = —x*+x+2
J
D k(x) =5x%+x+2
s m(x) = —10x>+x+2

Figura 12 - Tela do Geogebra
Fonte: Geogebra 4.4.3.0

Para finalizar a atividade é fundamental que os alunos descrevam as regularidades
observadas.

Orientac0es para as atividades de Estatistica

Nas atividades de estatistica iremos utilizar alguns recursos especificos que nédo estéo

visiveis no software. Para visualiza-los basta clicar na ferramenta Exibir e aparecerd o modo
de selecdo das outras janelas.
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Arquivo  Editar |Exibir| OpgBies Ferramentas Janela Ajuda
‘ oA Janela de Agebra Ctreshifted || & A lllad
Y[ER Paniiha ctri+shites |vv Ll v Q9w
b Janela de Al [x]
[x=| Janela cas Clrl+Shift+K ,
|s\\| Janela de Visualizagio Clrl+Shift+1
[42] Janelade Visualizagio 2 Ctr+Shifte2 .
l—‘ Pratocolo de Construgio Ctrl+Shift+L
7 fl
ikl Teclado
E‘ Campo de Enfrada
a
w Layout..
& A q
ualizar Janelas Clri+F 2
Recalcular Todos os Objetos Ctri+R
’
o
4 3 2 1 [} 1 2 E] 4
-
-2
Entrada: | K]

Figura 13 - Tela do Geogebra
Fonte: Geogebra 4.4.3.0

No Geogebra é possivel gerenciar as varias janelas de acordo com o que se quer
estudar. Para 0 nosso estudo de estatistica vamos usar a Janela de Algebra, Planilha e
Campo de Entrada. Primeiramente vamos fechar a Janela de Visualizagéo,

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
L
Al ) Sl N el
'v"/v g [E el IS . === Q&
» Janela de Algebra » Janela de Visualizaga =)
° [Fechar
5
&
3
N |
2
1
o
“ ) 2 1 o 1 2 3 4 B ‘
-
-2
Entrada: ‘ @

Figura 14 - Tela do Geogebra
Fonte: Geogebra 4.4.3.0

Em seguida vamos exibir a planilha, clicando na ferramenta Exibir e depois em
Planilha.

101
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& GeoGebra - o IEN|
Arquivo Editar | Exibir| Opcies Ferramentas Janela Ajuda
o JaﬂeladeMgehra Ctri+Shift+A \. noc Loz o4
Planilha Cri+Shiftes |~ = = J B
T EEl~
‘ Janela CAS Clri+ShifteK
Janela de Visualizagao Cii+Shifts1
Janela de Visualizagio2  Ctri+Shife2
g Protocolo de Construgdo Ctrl+Shift+L
Teclado
Campo de Entrada
s¢  Layout
1 " 4
[ Alualizar Janelas Ctrl+F
Recalcular Todos os Objetos  Ciri+R
Entrada =

Figura 15 - Tela do Geogebra
Fonte: Geogebra 4.4.3.0

Feito isso, ficamos com a disposicdo a seguir, e entdo podemos comecar com nossa

primeira atividade sobre estatistica.

GeoGebra - oEN

Figura 16 - Tela do Geogebra
Fonte: Geogebra 4.4.3.0

Para a atividade 1, como temos um grupo de 21 pessoas, precisamos criar uma lista com
21 entradas. Para isso vamos usar a ferramenta Criar Lista. Vamos usar as células de Al até
A21. Escolhidas as células temos que preenché-las com o nimero zero, pois ndo é possivel,
usando essa ferramenta, criar uma lista com as células sem preenchimento. Sendo assim,
selecionamos as 21 células da planilha preenchidas e para isso basta clicar na primeira célula

Al e arrastar com 0 mouse até a célula A21, e depois clicar na ferramenta Criar Lista.
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Arquive Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda

" - H ‘
[ o) =]
~ Janela de Al | ~ Planilha
—_— 12
|E' 1,2} CriarLista | AIEEE

A 8|
{++#]| " Criar Lista de Pontos

13 criarmatiz
Criar Tabela

A S Criar Caminho Poligonal

slelslslaslslelslolslslalslslslalelslalals

<

Entraca;

Figura 17 - Tela do Geogebra
Fonte: Geogebra 4.4.3.0

Vamos nomear essa lista de salario.

MNomear Visualizar

‘Salério| IE|

Rucies lista = {0, 0, 0, 0,0, 0,0, 0, 0, 0, 0

(@ Objetos Dependentes () Objetos Livres

Ordem das Linhas « 5

Figura 18 - Tela do Geogebra
Fonte: Geogebra 4.4.3.0

Para mudar a cor das células selecionadas, basta clicar na ferramenta Cor de Fundo e

escolher uma cor.
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GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

B

~ Janela de f\\gehra

E=-

= Lista

+-@ Ssalario={0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0}

x

~ Planilha

AEEEE R

Figura 19 - Tela do Geogebra
Fonte: Geogebra 4.4.3.0

Como a mediana é um valor central, podemos destacar o nosso termo central, All,

mudando a cor dessa célula, para isso devemos selecionar a célula A1l e usar novamente a

ferramenta Cor de Fundo.

Como a lista Salario criada podemos usar as funcbes de Média e Mediana. Essas

funcgdes ja estdo pré-definidas

no Geogebra. Temos duas opgdes para acessa- las. A primeira

opcéo é digitar no Campo de Entrada a palavra média e selecionar a opcao Média.

£

Entrada:

Média[ =Lista dos Dados Brutos= )

Média[ <Lista de Nimeros=, <Lista de Frequéncias= ]
MédiaGeométrical =Lista de Mimeros= ]
MédiaHarmdnica[ <Lista de Nameros=]

Mediana[ <Lista de Dados Brutos=]

Mediana[ =Lista de MUmeros=, <Lista de Frequéncias=] v

<

Entrada:| Médial EEEENTENFTTETEEN
Figura 20 - Tela do Geogebra
Fonte: Geogebra 4.4.3.0

A segunda opcdo é usar a opcdo de ajuda, clicando no botdo Ajuda ( & canto

inferior a direita). Ao clicar no Ajuda, aparecerd vérias funcBes matematicas, entre elas

Estatistica, clicando no botdo

“+” abrira todas as funcbes da estatistica, entdo selecionamos

a opcdo desejada, Média, e clicamos em Colar. Observacdo: para fechar a caixa de ajuda,
basta clicar no botdo Ajuda novamente.
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Ajuda

+ Todos os Comandos

+ Algebra

+ Conicas

+ Diagramas

- Estatistica

- Amostra

- AMOVA

-« CoeficienteDeCorrelacio
-+ CorrelagdoDeSpearman
-+ Covaridncia

+ DesvioPadrao

-+ DesvioPadraoAmaostral
-+ DesvioPadracAmaostralx
-+ DesvioPadracAmaostraly
+ DesvioPadraox

-+ DesvioPadraoY

-~ Embaralhar

- EstimarMédiaT

-+ EstimarMédiaT2

- EstimarlMédiaZ

+ EstimarMédiaZ2

-+ EstimarProporcdoZ

-+ EstimarProporgdoZ2

- Média

Média[ <Lista dos Dados Brutos> |
Média[ <Lista de Nimeros=, <Lista de Frequéncias=]

Cdlculos Simbolicos (CAS):
Média[ <Lista de Nimeros=]

Colar

Figura 21 - Tela do Geogebra
Fonte: Geogebra 4.4.3.0

Selecionada a funcdo Média, precisamos informar ao software qual lista queremos que
seja calculada a média; para isso € so digitar, entre chaves, o nome da lista, neste caso a lista

Salério e apertar enter. Feito isso o software nomeara, automaticamente, esse Niumero de a.

Entrada: [Média[Salario]

Figura 22 - Tela do Geogebra
Fonte: Geogebra 4.4.3.0

Para renomear deve-se clicar com o botdo direito do mouse sobre a e selecionar a

opcdo Renomear. Nomearemos essa funcéo de Média.
= Lista

- Nimero
el a=0
Numero a: Média[ Salario]

Gravar para a Planilha de Calculos

Renomear
4 Apagar

. Propriedades ...

Figura 23 - Tela do Geogebra
Fonte: Geogebra 4.4.3.0
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Para acessar a funcdo Mediana o procedimento € o mesmo. Selecionamos a fungéo
Mediana (pela op¢do 1 ou 2) que queremos calcular a mediana da lista Salario. Renomeamos

a funcdo para Mediana e assim concluimos a cria¢éo da primeira atividade.

2 GeoGebra - g
Arquive Editar Exibir Opgles Feramentas Janela Ajuda Entrar.
A B OO N o) )
~ Janela de Algebra x| | ~ Planilna x
=l - HEEEEER =N
= Lsta A0 8 [ e [ o E F ® H J 3 L m
3 Salario={0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0} [ 0 "
= Ndmero L
2 Mediana=0 | 2 | 0
5 Média=0 3 0
| s | 0
| s | 0
| e | 0
| 7] 0
8| 0
| o | 0
| 10 | 0
| 11| 0 N
|12 ] 0
[13 ] 0
| 14 | 0
| 15 | 0
| 16 | 0
|17 ] 0
12 | 0
19 ] 0
| 20 | 0
| 21| 0
|22 |
|22 |
= v
< > < >
Entrada: [Ci

Figura 24 - Tela do Geogebra
Fonte: Geogebra 4.4.3.0

Na atividade 2, os dados da prova de Jodo foram:

Acertos | Quantidades
0 0
1 10
2 0
3 0
4 0
5 0
6 0
7 1
8 2
9 3
10 4

Para essa atividade usaremos a mesma disposi¢cdo das janelas usadas na primeira
atividade. Vamos usar a Janela de Algebra, Planilha e Campo de Entrada.

Primeiramente vamos colocar os dados, da prova de Jodo, na planilha do Geogebra.
Para mudar a cor das células selecionadas, basta clicar na ferramenta Cor de Fundo e

escolher uma cor.
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~ Planilha

fln 1 |BEE|=|EH
A | 8 | e |

1 Acertos Quantida...

2 0 0

3 1 10

4 2 0

5 3 0

B a4 0

7 5 0

8 B 0

9 7 1

10 8 2

1 9 3

12 10 4

13

14

Figura 25 - Tela do Geogebra
Fonte: Geogebra 4.4.3.0

Feito isso, vamos criar duas listas, usando a ferramenta Criar Lista, uma lista com 0s
Acertos e outra lista com as Quantidades de acertos. Para isso basta clicar na primeira célula
e arrastar com o0 mouse até a Ultima célula, e depois clicar na ferramenta Criar Lista.

Renomeando as listas respectivamente de Acertos e Quantidades.

~ Janela de,ﬁlgebra o %] | * Planilha
El| El~ LHlw 1 |BEE| o~ B
= Lista A e ¢ |
------ ; gizgggadgos:{%10405060?0809112}34} 1 |fcottos | Cuankda_

2 0 0

3 1 10

4 2 0

5 3 0

B 4 0

7 5 0

8 B 0

9 7 1

10 8 2

1 9 3

12 10 4

13

Figura 26 - Tela do Geogebra
Fonte: Geogebra 4.4.3.0

Com as listas Acertos e Quantidades criadas podemos agora calcular a média
aritmética ponderada desses dados. Lembrando que a média aritmética ponderada x de um
conjunto de elementos x;, x,, ..., x;, com frequéncias absolutas respectivamente iguais a n,

n,, ..., N € calculada da seguinte maneira:
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xXini + x2nz2 + -+ + Xk nk

X =
ni+nz-+ -+ nk

Para isso vamos usar a funcdo, pré-definida, SigmaXY. Para acessar essa funcdo
podemos digitar no Campo de Entrada a palavra sigma e selecionar a op¢do SigmaXY ou
usar a opcdo Ajuda.

A funcdo SigmaXY calcula a soma dos produtos: xi X yi, em que xi e yi , S30 as
coordenadas dos pontos dados na lista. No nosso caso precisamos calcular a soma dos
produtos da quantidade de acertos, ou seja, SigmaXY[Acertos, Quantidades], para calcular a
média aritmética ponderada precisamos dividir esse resultado pela soma das quantidades de
acertos. Resumindo, selecionada a funcdo SigmaXY, informamos a <Lista de Abscissas> e a
<Lista de Ordenada> que sdo respectivamente Acertos e Quantidades e depois dividimos
pela soma das quantidades de acertos ficando com a seguinte funcao:

SigmaXY [Acertos, Quantidades] / Soma[Quantidades]

Feito isso o software nomeara, automaticamente, esse NUmero de a, renomearemos

esse numero de Média. Finalizando a criacdo da segunda situag&o.

~ Janela de Algebra *| | = Planilha

El|El~ AN 1 B EE =

= Lista A | B |

------ > giixgadgns:{f]10405060?0809113}34}- 1 [Aceilos | Guaatida

= Nimero 2 0 0

e Média=5 3 1 10
4 2 0
5 3 0
B 4 0
7 5 0
8 B 0
9 7 1
10 8 2
11 9 2
12 10 4

Figura 27 - Tela do Geogebra
Fonte: Geogebra 4.4.3.0

Para a atividade 3, novamente usaremos a Janela de Algebra, Planilha e Campo de
Entrada.
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Primeiramente vamos criar quatro listas, Turmal, Turma2, Turma3 e Turma4

(Obs.: ndo use espaco entre os simbolos ao nomear uma lista). Para isso vamos usar a

ferramenta Criar Lista. Vamos usar as céelulas de Al até A6, para lista Turmal; as células

B1 até B6, para a lista Turmaz2; as células C1 até C6, para a lista Turma3 e as células D1 até

D6 para a lista Turma4.

Escolhidas as células temos que preenché-las com o nimero zero, pois ndo é possivel,

usando essa ferramenta, criar uma lista com as células sem preenchimento, entdo selecionas as

cinco ceélulas da primeira lista e clicamos na ferramenta Criar Lista, fazendo esse mesmo

processo para as quatro listas.

cor.

%]

Arquivo Editar Exibir OpgGes Ferramentas Janela Ajuda

] o] 2

~ Janela de Alge
98 11,2} Criar Lista

=&~ | =~ |3~
= Lista {ses}| Criar Lista de Pontos | : | c | =
@ Turma1=||* 1 Turma2 | Turma3 | Turmad

{12}

Criar Matriz

i —
Lra

ﬁ

Criar Tabela

oo o o o
= oo o o o

o o o o O
o o o o O

o &
)

Criar Caminho Poligonal
[=]

9

Figura 2835 - Tela do Geogebra
Fonte: Geogebra 4.4.3.0

Para mudar a cor das células, basta clicar na ferramenta Cor de Fundo e escolher uma

Com as listas das quatro turmas criadas podemos usar as funcdes Média e Desvio

Padrdo. Essas funces também estdo pré-definidas no Geogebra e para acessa-las podemos

digitar no Campo de Entrada a palavra média (desvio padrdo) e selecionar a op¢do desejada

Meédia (Desvio Padrao) ou usar a op¢do Ajuda.

VVamos usar a fungéo Desvio Padréo nas quatro turmas e nomear esses dados de DP1,

DP2, DP3 e DP4, respectivamente. E usar a fungdo Média nas quatro turmas e nomear de
MédiaT1, MediaT2, MédiaT3 e MédiaT4. Concluindo a criacdo da terceira atividade.
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F Janela de.ﬂilgebra %| | * Planilha

- Lista AN 0 |BEE|=~ |H~

- (@ Turmal = {0, R = = =

0
- (@ Turma2 = {0,0
- @ Turma3={0,0 Turma 1 Truma 2 Turma 3 Turma 4
0

- (@ Turma4d = {0,
- Mimero
- DP1=10
o DP2=0
- DP3=10
- DP4=0
-2 MédiaT1=10
-0 MédiaT2=10
-2 MédiaT3=10
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Figura 29 - Tela do Geogebra
Fonte: Geogebra 4.4.3.0
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