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PREFACIO

Aguas que iluminam, que fortalecem,

que movem moinho.

Prefaciar uma obra é sempre uma honra, uma alegria e um desa-
fio. Este ultimo, sobretudo, por possibilitar ao prefaciador uma

postura instigadora, suscitada pela leitura da obra.

Fruto de um projeto de extensdo universitaria - de 60 horas e
realizado online -intitulado Formagdo de Professores de Matemd-
tica da Educagdo Bdsica, este livro traz reflexdes e possibilidades
inovadoras para o trabalho com areas, algoritmos de multipli-
cacOes diversas, conicas, equagoes, fracdes, pontos notaveis de

triangulos.

A formacao - inicial e continuada - de professores para atua-
rem em cenarios educacionais cada vez mais impregnados de
tecnologia é um desafio que ndo é apenas de equipamentos e de
conectividade. Os programas formativos também devem superar
a visao instrumental das tecnologias digitais, ou seja, aquela
que as considera um mero adorno e objeto de ilustracdo, mas

nao promovem mudan¢a na matematica ensinada e aprendida.
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Além de reflexdes que suscitam a necessidade de superarmos
perspectivas instrumentalistas, outra primeira relevancia desse
e-Book é ser produto de uma iniciativa desenvolvida sob a Coor-
denagdo de Docentes do Curso de Licenciatura em Matematica da
Universidade Federal da Fronteira Sul - UFFS, Campus Chapecd/
SC, articulada ao Programa SBEM-FormAg¢ao2 da Sociedade
Brasileira de Educacdao Matematica (SBEM) e com a parceria
da Secretaria Municipal de Educacdo e da Geréncia Regional de
Educagdo, ambas da cidade de Chapecd.

Com a demanda atual - da curricularizagdao da Extensao - de
vincular as atividades de ensino, de pesquisa e de inovacao com
as extensionistas e inserir tecnologias digitais, aumenta a rele-

vancia desta obra para a formagdo docente em particular.

Ao ler mais um e-Book que situa a tecnologia em seus capitulos,
fica o convite para que as formas de divulga¢do de nossas obras
sejam ainda mais potencializadas pelas tecnologias digitais. Por
exemplo, observar diretamente na tela - sem sair da obra - o mo-
vimento de um aplicativo ou de uma construcao, um video curto
etc. Os livros eletronicos ja democratizaram bastante o acesso
as publicagdes académicas, e cabe agora gerarmos obras ainda

mais dindmicas com o favorecimento da integracao tecnologica.

Ao prefaciar esta obra em um momento tao dificil para o estado
do Rio Grande do Sul, deixo um abraco as colegas gatchas e aos
colegas gauchos e fago aos educadores e educadoras matematicas
o convite para reflexao sobre a matematica que ensinamos e a
real melhoria das condi¢des socioambientais de nossos(as) dis-
centes e da populagdo. Ou, sera que nossa area de conhecimento

ndo tem responsabilidade nessas causas?



Que a sua leitura seja inspiradora. Por enquanto, minha ins-
piracdo e solidariedade aos colegas do RS vém ao ouvir Kleiton
e Kledir:

Lagoa Dos Patos'

L& no fundo da lagoa
Dorme uma saudade boa
Longe desse céu sereno
O coracéo pequeno

E vazio ficou

Sei que a vida icou as velas
Mas em noites belas

Sou navegador

L& no fundo da lembranca
Dorme um resto de esperanca
De voltar a vida a toa

A beira da lagoa

Sé molhando o pé

Seja em Tapes
Sdo Lourenco
Barra do Ribeiro

Ou Arambaré

1 Disponivel em: https://www.letras.mus.br/kleiton-e-kledir/165288/ Acesso
em: 4 jun.2024

ony4yd /I
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Lagoa dos Patos
Dos sonhos, dos barcos

Mar de dgua doce e paixdo

Ah! Essa cangéo singela
Eu fiz s6 pra ela

Né&o me leve a mal

Ela que é filha da lua
Que ilumina as ruas

L& do Laranjal

Marcelo Almeida Bairral
Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro

Outono



APRESENTACAO

Os trabalhos apresentados neste livro constituem-se em resulta-
dos de a¢des do Projeto de Extensdo Formagdo de Professores de
Matemadtica da Educagdo Bdsica, agdes essas, que contemplaram
atividades com Tecnologias Digitais e Objetos de Aprendizagem,
considerando um olhar para o contexto da drea de Matematica na
Politica Educacional da Base Nacional Comum Curricular - BNCC.

Arealizagao de projetos de extensdo enfrenta uma série de de-
safios principalmente quando se trata da formacgao de professores
de matematica para a utilizacao de Tecnologias Digitais. Parte
significativa dos grupos de docentes e discentes da Licenciatura
que atuam na extensao iniciaram esse processo ndo apenas por
um desejo de contribuir para a transformacao da escola, mas

principalmente por perceber as lacunas existentes na formacao.

A formagao, acaba sendo fortemente direcionada, pelo excesso
de trabalho teérico dando conta das disciplinas mais especificas
em detrimento da pratica exploratéria que envolve, no caso da
area de Matematica, a resolucdo de problemas, a representagao
geométrica e a investigacado Matematica. A extensdo no caso da
universidade publica brasileira é uma das atividades que forma

o tripé da universidade junto com o ensino e a pesquisa.



1x3 @ psinbsag a43us 0R3P|NJ13UD DW( :PJIDWSID|N 3P S310SS840.1d 8P op3pw.Io] bu siPUBIQ spiBojouda] (g

opsua

Tradicionalmente o campo das Tecnologias Digitais sempre
envolveu uma discussao a respeito de interesses relacionados
a pratica de sala de aula, da qualidade dos profissionais e das
instituicdes da area de formacdo de professores, motivo pelo

qual a extensdo assume seu papel na universidade.

A extensao é, portanto, um potencial espago para os estu-
dantes da licenciatura vivenciarem a pratica, inserirem-se no
contexto e compartilharem experiéncias com professores que
estdo atuando na realidade escolar. E seu objetivo é contribuir
efetivamente para a melhoria daquele ambiente, colocando-se a
prova da pratica, do didlogo e da vivéncia na realidade escolar.
Por outro lado, é fundamental que a extensao esteja vinculada a

um objetivo concreto de necessidade social.

O exercicio de vincular as atividades de ensino e pesquisa
com agoes de extensao tem um impacto muito positivo na uni-
versidade, principalmente para os cursos de Licenciatura, pois
a extensao se torna um espago de aproximacao da universidade

com arealidade a ser campo profissional dos futuros professores.

Quanto ao ensino, em lugar de travar o debate com os estu-
dantes a partir de hipoteses tedricas ou de casos ndo vivenciados,
é possivel trazer uma problematica real e experimentada pelos
estudantes, tornando o debate sobre a teoria mais préximo da
realidade, e o conhecimento gerado nesse processo publicado

em livros e periodicos.

Para tornar essa apresentacao mais concreta, neste livro
colocamos em destaque algumas experiéncias de extensdo com

e sem tecnologias digitais desenvolvidas no ambito dos partici-



pantes do Grupo de Pesquisa em Tecnologias da Informacéo e
Comunicacdo, Matematica e Educagao Matematica - GPTMEM
junto a professores da rede publica, garantindo a contribuicdo

da universidade para o contexto educacional.

Assim, constituimos esse livro com reflexdes tedrico-praticas
sobre a extensao, aspectos da BNCC para a area da Matematica,
principios das Tecnologias Digitais e exemplos inspiradores
de Objetos de Aprendizagem que os professores discutiram no
coletivo como possibilidades de enriquecimento a pratica peda-
gbgica em matematica, para, com essa experiéncia buscar novos

caminhos para a dinamica escolar.

No primeiro capitulo, “PROFESSORES DE MATEMATICA DA
EDUCACAO BASICA EM FORMACAO: Uma Acio de Extensio”,
de Nilce Fatima Scheffer, a autora apresenta uma reflexao a res-
peito da formagdo do professor de Matematica, das tecnologias
digitais, dos objetos de aprendizagem de Matematica e das agdes
de extensao que foram promovidas pelo projeto de Extensao da

UFFS em parceria com a SBEM.

No segundo capitulo, “A BNCC E AS TECNOLOGIAS DIGITAIS
NA MATEMATICA DOS ANOS FINAIS DO ENSINO FUNDAMEN-
TAL’, de Gabriela Finn, a autora promove uma reflexdo a respeito
de pesquisa realizada a respeito da BNCC e suas contribuicdes
para a area de Matematica nos Anos Finais do Ensino Fundamental

no que tange a utilizacdo das tecnologias digitais.

No terceiro capitulo, “OBJETOS DE APRENDIZAGEM MA-
TEMATICA PARA O ENSINO FUNDAMENTAL”, de Nilce Fatima

Scheffer e Mateus Henrique Zeiser, os autores problematizam con-

1c
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ceitos matematicos relacionados as grandes areas da Matematica
presentes nos Anos Finais do Ensino Fundamental, e tratam de
recortes de quatro objetos de aprendizagem - OA produzidos em
pesquisa realizada junto ao Curso de Licenciatura Matematica da
UFFS, no periodo de 2020 a 2022, os quais, foram apresentados,
discutidos e testados com os professores participantes da Agao
de Extensao.

No quarto capitulo, “CONSTRUCAO DE CONCEITOS E ALGO-
RITMOS NA MULTIPLICACAO DE FRAGOES”, de Pedro Augusto
Pereira Borges, o autor apresenta uma reflexao sobre uma parte
de uma apostila voltada para Atividades de ensino de fragoes:
construcdo de conceitos e algoritmos, que foi elaborada no La-
boratério de Educacao Matematica (LEM) do Curso de Matema-
tica Licenciatura da UFFS/Chapecé em 2018, com o objetivo de
reunir materiais e procedimentos de ensino que constituissem
uma base material para representar e discutir os conceitos, as

propriedades e os algoritmos das opera¢des com fragoes.

No quinto capitulo, “OBJETOS VIRTUAIS DE APRENDIZAGEM
CONSTRUIDOS NO GEOGEBRA: Uma Proposta para o Estudo
de Conicas”, de Vitor José Petry, Rosane Rossato Binotto e Sandy
Maria Gaio, os autores colocam em destaque seis objetos virtuais
de aprendizagem (OVA), construidos no software GeoGebra, para
o estudo de conicas. Os OVA apresentados resultam de atividades
de pesquisa desenvolvida na Universidade Federal da Fronteira
Sul (UFFS), no periodo de 2020 a 2022, que foram apresentados
e discutidos com os professores que participaram da Ac¢ado de

Extensao.



No sexto capitulo, “EXPLORANDO PONTOS NOTAVEIS DO
TRIANGULO” de Nilce Fatima Scheffer e Gabriela Finn, as autoras
promovem uma discussdo a respeito de alguns dos pontos no-
taveis do triangulo, que sdo explorados no estudo apresentado,
com a valorizacgao da visualizacdo e representacao que é possivel
a partir de construgdes no GeoGebra, colocando em destaque
algumas das atividades desenvolvidas com os professores em
uma das A¢oes de Extensao.

Convidamos, os leitores a compartilhar conosco deste didlogo
que busca repensar a pratica pedagoégica do professor de mate-

matica com tecnologias digitais.

Nilce Fatima Scheffer
Rosane Rossato Binotto

Janeiro de 2023.
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CAPITULO

PROFESSORES DE MATEMATICA DA
EDUCAGCAO BASICA EM FORMAGAO:
UMA ACAO DE EXTENSAO

Nilce Fatima Scheffer’

1. INTRODUCAO

O Projeto de Extensdo “Formacgao de Professores de Matematica”
envolveu um curso com professores, na Modalidade On-line, to-
talizando 60h, um publico de aproximadamente 60 participantes
entre Professores de Matematica dos niveis de Ensino Funda-
mental Il e Médio, no periodo de 10/09/2021 a 10/06/2022. A
Acdo de Extensao foi realizada sob a Coordenagao de Docentes
do Curso de Matematica Licenciatura da Universidade Federal da
Fronteira Sul - UFFS, Campus Chapec6/SC, em Edital de Extensao

2 Doutoraem Educa¢do Matematica pela UNESP e P4s-Doutora em Educagido Mate-
matica pela RUTGERS, EUA. Professora Adjunta da UFFS, dos Cursos de Licenciatura
em Matematica e Pedagogia. Professora permanente do Programa de Pés-Graduagio
em Educacgdo - PPGE no Campus Chapec6/SC e Professora permanente do Programa de
Pés Graduacdo Profissional em Educagdo - PPGPE, no Campus Erechim/RS. Lider do
Grupo de Pesquisa GPTMEM - Grupo de Pesquisa em TIC, Matematica e Educagdo Ma-
tematica nilce.scheffer@uffs.edu.br. ORCID: https://orcid.org/0000-0001-9199-9750.
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da UFFS, juntamente com Edital especifico de Formag¢do da SBEM
- Sociedade Brasileira de Educacao Matematica, e contou com a
parceria da Secretaria Municipal de Educa¢ao do municipio e da
Geréncia Regional de Educacao, ambas da cidade de Chapecd. Os
professores da area foram convidados a participar da A¢do por
meio do e-mail das escolas e dos proprios professores, além da
divulgacdo ocorrida nas paginas da UFFS e da SBEM.

A formacao, bem como o estudo realizado, tiveram por Ob-
jetivos: 1- Analisar e discutir com Professores de Matematica a
Politica Educacional da BNCC - Base Nacional Comum Curricular,
insercao e utilizagao das Tecnologias Digitais - TD e Objetos de
Aprendizagem - OA, aos processos de ensino e aprendizagem de
Matematica para o Ensino Fundamental Il e Médio; 2- Identificar
e analisar competéncias e habilidades propostas na BNCC para a
utilizacdo das TD nas areas tematicas do ensino de Matematica
para o Ensino Fundamental Il e Médio; 3- Investigar e construir
OA que se constituam em op¢des aos processos de ensino e de
aprendizagem Matematica do Ensino Fundamental II e Médio; e
4- Participar como sujeito da pesquisa a ser realizada por meio
da descricao e discussao de dados obtidos com os professores

participantes nos encontros de formacao.

0 estudo realizado com os professores participantes teve
avaliacdo e aprovacdo do Comité de Etica em Pesquisa (CEP)
da UFFS - Registro CAAE: 50898721.80000.5564, Ntimero do
Parecer: 4.990.198, de 09 de setembro de 2021.

Neste capitulo, apresentamos uma breve revisao teorica a
respeito do tema da proposta desenvolvida na A¢ao de Formacao

com os professores, tendo em vista informar ao leitor a nossa



postura diante das TD para o ensino de Matematica, bem como
caracterizar e fundamentar a definicdo assumida pelo grupo
quanto a Extensao em formacdo de professores e a definicao
assumida para OA, que conduziu todos os encontros e a discus-
sdo estabelecida, resultando na pratica a ser descrita em nos
capitulos deste livro.

2. A EXTENSAO PARA FORMAGCAO DE
PROFESSORES DE MATEMATICA, AS
TECNOLOGIAS DIGITAIS E OS OBJETOS DE
APRENDIZAGEM

2.1. A EXTENSAO NA FORMAGCAO DE PROFESSORES
DE MATEMATICA

A extensao é um espago para a vivéncia pratica da forma-
cdo profissional oferecida pelo curso proporcionado dentro do
Projeto de Formag¢do, momento em que o futuro professor, no
caso deste trabalho, se depara com a realidade, e seu objetivo
é contribuir efetivamente com aquele ambiente, possibilitando
a prova do conhecimento cientifico na relacdo dialégica com o
contexto. Por outro lado, o vinculo da extensdo com o curso e
com um objetivo concreto de impacto na transformacao social
€ 0 que da sentido para esse tipo de projeto e, com certeza, um
de seus maiores desafios, enquanto as politicas educacionais e
outras diretrizes da universidade apresentam a transformacao

social como um dos objetivos da Extensao Universitaria.
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Ao olhar para a formacao de professores de Matematica num
periodo p6s-pandemia, quando inimeros estudantes ficaram
sem condi¢Oes de acompanhar aulas remotas por problemas
com acesso as tecnologias e, também, pelo despreparo de muitos
professores para as aulas remotas. Reconhecidamente a extensao
assume sua importancia pois é uma atividade que forma o tripé
da universidade publica brasileira junto com o ensino e a pesqui-
sa. Apesar disso, ela é o pilar mais fragilizado dessa estrutura,
principalmente no campo tecnolégico (ADDOR, 2021).

Sob tal 6tica, a extensdo - na rede publica de ensino para
formacao de professores de Matematica - tem sido uma pratica
do Curso de Matematica Licenciatura da UFFS, a qual sera des-
crita neste livro, que envolve, principalmente, uma discussao a
respeito da Politica Educacional da BNCC e a utilizagao de OA na
area de Matematica. Nossa preocupacdo com essa acdo extensiva
teve o foco nas tecnologias digitais, na utilizacao de alternativas
digitais, na formagdo dos professores de Matematica, na cons-
trucdo de OA e na interpretacdo de competéncias e habilidades

presentes na BNCC.

As atividades de extensdo, quando bem planejadas e bem
estruturadas, permitem a universidade socializar e democra-
tizar os conhecimentos dos diversos cursos e areas e, também,
preparar seus profissionais, futuros professores, no caso das
licenciaturas. E com esse propésito que a extenséo universitaria
interliga a Universidade nas suas atividades com as demandas

da populagao escolar regional.



No processo, a atividade formativa dessa agdo se apresentou
para a formagado inicial e continuada de professores consideran-
do a construgdo de novas praticas e acoes pedagogicas. Nesse
sentido, considera o conhecimento matematico para o ensino,
que, a partir de Moreira e David (2005), promove uma reflexao
profunda sobre o papel da Matematica escolar no curriculo da
licenciatura e sobre como ela pode contribuir para introduzir
uma referéncia mais direta e intrinseca da pratica escolar no

processo de formacao inicial do professor.

Desse modo, as agdes baseadas na utilizacao de recursos
digitais e objetos de aprendizagem situam o professor e o fu-
turo professor de Matematica como um profissional que deve
constantemente aprender a aprender e, principalmente, refletir
criticamente sobre a sua pratica, como evidenciado pelos estudos
de Tardif (2008), Fiorentini e Oliveira (2013) e Abreu e Bairral
(2010). Nesse sentido, passa a ser essencial propor essa reflexao
pensando nos professores de Matematica em acdo nas escolas,
considerando como ponto de partida, obrigatoriamente, as cren-
cas dos professores e submeté-las a um trabalho de reflexao e
possivel transformacao, principalmente quanto a pratica reflexiva

sobre o conhecimento matematico.

Acdes de Extensdo, como as previstas no Edital® da SBEM,
tém, por principios, “atender as necessidades e as singularidades
educacionais; e funcionar como um convite a reflexdes neces-
sarias para o exercicio de sua atividade profissional”. Além do
desenvolvimento profissional de professores, as acdes previstas

no projeto funcionaram como um convite a reflexdes necessarias

3 Edital SBEM-DNE 01/2021, Programa - SBEM - FormAg&o2, www.sbembrasil.org.br
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para o exercicio da atividade profissional docente para ensinar
Matematica nos niveis Fundamental e Médio. Assim, de acordo
com o Edital que conduziu este trabalho, o professor, em processo
de desenvolvimento profissional, passa a ser produtor de conhe-
cimento a partir de situagdes vivenciadas em espagos formais
(escolas, institutos, universidades) e/ou ndo formais (museus,

centros de cultura) de aprendizagem.

Assim, a Universidade, no seu papel de entidade formadora
do conhecimento, comprometida com a transformacgao social,
propde, a partir de um projeto de extensao, agdes, propiciando
reflexdo quanto ao ensino de forma integrada; neste caso, com
componentes matematicos e suas relagdes com o mundo digital.
Nesses termos, um projeto de extensdo que foca na atuagao do
académico em agdes no contexto escolar considerando o Edu-
cador Matematico em formagdo, garante uma possibilidade de
preparo do profissional a pratica docente, bem como aproxima

a universidade do contexto escolar.

2.2. AS TECNOLOGIAS DIGITAIS E OS OBJETOS DE
APRENDIZAGEM NA FORMACAO DE PROFESSORES DE
MATEMATICA

A atividade profissional pode ser aperfeicoada proporcionan-
do diversas inovacgdes, dentre elas a presenca das tecnologias
digitais, que possibilitam a ampliagdo do impacto positivo sobre
os processos de ensino e aprendizagem. Para Addor (2021), é
fundamental que haja um processo de democratizacao do ensino
tecnolégico e que esse processo tenha como elemento central a
extensdo universitaria no campo tecnolégico, ou melhor, a ex-

tensao tecnolégica.



O éxito da interagdo entre as tecnologias e o ensino de Mate-
matica depende de varios aspectos, dentre eles a qualidade do
recurso utilizado e a preparagdo do professor. Nessa 6tica, Bairral
(2009) destaca que a tecnologia por si s6 ndo muda a natureza
da escola, tampouco, da formacao profissional. Para este autor, é
preciso que os docentes desenvolvam conhecimento critico para
incorpora-lo em seu cotidiano, propondo diferentes situacdes
de aprendizagem a partir da interacdo com esses ambientes de
tecnologias digitais, tendo em vista o enriquecimento da cons-

trucao conceitual.

Para Giraldo e Muruci (2010), os resultados do uso de ambien-
tes computacionais sdo consequéncias nao de caracteristicas
intrinsecas dos préprios ambientes, mas sim da abordagem
pedagégica em que estes estao inseridos. Por outro lado, para
Miskulin (2003), o ambiente, por mais rico e construtivo que seja,
por si sé ndo é suficiente para promover contextos propicios a
construcdo do conhecimento; a partir disso, pode-se dizer que
a formacao, aplicacdo e discussao estabelecida por uma pratica

de extensao tem seu papel para o professor em formacao.

Dessa forma, para que os recursos tecnolégicos sejam alterna-
tivas que realmente tornem o processo de ensino e de aprendiza-
gem mais significativo, é fundamental que os professores estejam
preparados, o que requer que, nos Cursos de Licenciatura, sejam
utilizadas as TD, ou seja, desde o processo de formagdo docente.
Para Bairral (2009), muitas vezes, na formagao de professores,
as iniciativas de utilizacao das TD tendem apenas a promover
reflexdes tedricas sobre a importancia da informatica sem uma

implicac¢do direta no contexto da formacao inicial. Nesse sentido,
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vale destacar Maltempi (2008) quando afirma que a formacéao
inicial dos cursos de Licenciatura em Matematica, no geral, pouco
mudou, nas ultimas décadas, no que se refere a incorporagao das
tecnologias na pratica docente; consequentemente, continua-se
formando professores cujo referencial de pratica pedagogica é
aquele no qual as tecnologias nao fazem parte.

Tendo em vista a mudancga dessa perspectiva, na tltima déca-
da estudos como de Scheffer (2015, 2016) e Scheffer e Heineck,
(2016) acenam que os docentes que atuam em Cursos de Licen-
ciatura em Matematica estao diante de um desafio, pois tém o
compromisso de educar e, também, de preparar professores em
formacao continua e futuros professores a pratica profissional,
incluindo o uso e a aplicagdo de tecnologias digitais no ensino,
proporcionando o desenvolvimento de atividades investigativas.
Outro aspecto a considerar, que se apresenta nos dias atuais,
volta-se para a reflexdo a respeito das propostas da Politica

Educacional da BNCC para a Educacao Basica.

O trabalho apresentado a partir da pratica do projeto de For-
macgdo aqui destacado volta-se para a discussdo e construcgao
de OA e sua aplicabilidade em percursos de aprendizagem e
desenvolvimento de conceitos que podem se constituir em su-
porte para o ensino de matematica. Esses OA, principalmente na
Educagdo Basica, consideram a realidade do contexto escolar, a
faixa etaria dos estudantes, a utilidade para as diferentes areas
e as possiveis alternativas que possam emergir a partir de re-
cursos de videos, materiais manipulativos e tecnologias digitais
(SCHEFFER et al., 2018).



Desse modo, o professor torna-se critico em relagdo ao seu
proprio trabalho e ao contexto no qual o mesmo ocorre (USTRA;
PACCA e TERRAZZAN, 2016). Seguindo essa linha de raciocinio,
este trabalho volta-se para a formacdo inicial e continuada de
professores considerando a inclusao e a utilizagdao de TD para o
ensino de Matematica na Educac¢ao Basica.

A incorporacdo de novas propostas e recursos tecnologicos
digitais aos materiais ja utilizados nas aulas de Matematica, a
partir de aplicacdo em atividades praticas, é uma possibilidade
que se apresenta como resultado da criacao de OA, que leva ao
desenvolvimento de novos conceitos, exploracao de diferentes
métodos e consolidacdo da aprendizagem a partir de correcoes
em suas aplicagdes na resolucao de problemas. Assim, o educador

passa a se envolver com a aplicacao de TD na pratica pedagogica.

As TD vém ganhando espago no cotidiano das pessoas, prin-
cipalmente quando se trata de jovens e criangas. Por essa razao,
€ muito discutida a necessidade de utiliza-las na sala de aula,
tendo em vista que, se bem exploradas, podem contribuir para
que o processo de ensino e aprendizagem se torne mais atraente,
critico, dindmico e significativo. Perrenoud e Thurler (2000) ja
confirmavam isso quando apontavam que as tecnologias nao
transformam somente as formas de comunicagdo, mas também
as formas de trabalhar, de pensar e de decidir, o que inclui mu-

dangas significativas nas maneiras de ensinar.

Maltempi (2008) também confirma isso quando se refere as
tecnologias como uma oportunidade para mudancas na educagao,
em especial na pratica docente, de forma a atender aos desejos e

demandas de conhecimento do estudante. Esse autor diz que as
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TD fortalecem os processos de ensinar e de aprender, de forma
que ideias para trabalhos pedagogicos, que antes eram inviaveis
por limitagdes de custo, tempo, recursos fisicos, dentre outros,

tornam-se possiveis com a utilizagdo das TD.

Desse modo, os recursos tecnolégicos oferecidos podem en-
riquecer o trabalho exploratério desenvolvido pelo professor
na sala de aula e fornecer ao estudante maior possibilidade de
aprendizagem. De acordo com Mangan; Sarmento e Mantovani
(2010), a informatica na educagao cria um ambiente facilitador,
instigador, de reflexao critica, de prazer pela pesquisa e de apren-

dizagem continua e auténoma.

Outro aspecto que torna as TD aliadas da educagao é desta-
cado por Borba e Penteado (2007) quando afirmam que, devido
as cores, ao dinamismo e a importancia dada aos computadores
pela sociedade, a sua utilizagdo pode ser a solugdo para a falta de
motivacdo dos alunos, fazendo com que eles se envolvam mais e
continuem buscando solugdes para os problemas apresentados.
Nesse sentido, a abordagem visual tem demonstrado facilitar a
formulagdo de conjecturas, refutacdes e explicacdes de resulta-

dos, oferecendo maior espacgo a reflexao.

Assim, uma nova cultura profissional se estabelece com a dis-
seminacao de TD. Aspecto que Miskulin (2003) ja destacava, ao
voltar o olhar para o professor em formacao, quando destacava
que tudo isso implica um novo cenario, uma nova linguagem,
novos conhecimentos e maneiras para atuar no meio profissional,
aspecto que um trabalho de Extensdo com as caracteristicas aqui
apresentadas desencadeia, ao partilhar saberes projetados em

acOes pedagdgicas futuras.



3. O ESTUDO DE CONCEITOS MATEMATICOS E
AS TECNOLOGIAS DIGITAIS

As TD se tornam acessiveis aos futuros professores, para que
esses, em suas praticas educativas, utilizem os recursos de forma
consciente e critica na exploragao e construcdo de conceitos ma-
tematicos, criando cenarios interativos de aprendizagem condi-
zentes com os anseios e necessidades da nova cultura profissional

advinda do avango e da influéncia da Ciéncia e da Tecnologia.

Diante da importancia de utilizar as TD nos cursos de formagao
docente e que estas sejam, para o futuro professor, um recurso
importante para sua propria aprendizagem e para a construcao
de conhecimento em sala de aula, é valido que o professor tenha
consciéncia do papel dessa implantacao e saiba como fazé-lo para

aprimorar o processo de ensino e aprendizagem Matematica.

Bairral e Henrique (2021) destacam que as possibilidades da
régua e compasso, por exemplo, ja foram inovagdes, assim como
os softwares de geometria dindmica. Todos, permitiram novas
abordagens e problematiza¢des para o ensino de geometria e,
atualmente, essas possibilidades estao disponiveis para pro-
fessores e estudantes na versao aplicativos para smartphones

ou tablets, o que demanda um (re)pensar do fazer Matematica.

Nesse sentido, Henrique (2021) nos leva a uma reflexdo a
respeito do valor de inovar nas aulas de Matematica, destacando
que os smartphones inauguram uma nova era para os Laboratd-
rios de Informatica na Educagao, valorizando, assim, o papel da
visualizacao na tela do smartphone com o intuito de orientar o
trabalho docente.
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Em relacdo a visualiza¢ao, de acordo com Settimy (2021), ela
passou a ser vinculada a processos cognitivos e compreendida
como um meio para a resolugado de problemas, como papel e lapis
e outros recursos tecnoldgicos. A visualizagdo, posteriormente,
teve a atengao destinada as dificuldades provenientes do ato de
visualizar, porque envolvia muitos aspectos, como formar ima-
gens mentais e interpretar desenhos que dependiam do recurso
didatico que estava em mediagao.

No entanto, mais recentemente, os estudos convergiram para
o resgate de habilidades relacionadas ao raciocinio geométrico,
valorizando possibilidades variadas, como é o caso do GeoGebra,
utilizado para os estudos e a construcao dos OA que foram apre-
sentados e utilizados com os professores nas agdes realizadas

no Projeto de Extensao.

As TD ja deixaram de ser modismo e fazem parte das necessi-
dades basicas do professor de Matematica e da vida das pessoas,
conforme Liitchemeyer e Scheffer (2011) e Scheffer (2015), o
que implica novas atitudes humanas e exige um outro perfil
do individuo, principalmente dos profissionais da educag¢ao, na

construgdo de conhecimentos.

Os OA representam iniciativas para os processos de ensino
e de aprendizagem nas diferentes disciplinas. Sdo recursos in-
terativos que se voltaram, nos ultimos anos, para os processos
metodolégicos que foram avaliados como entidade, digital ou nao
digital, e podem ser utilizados e reutilizados ou referenciados
como suporte tecnoldgico a acdo escolar. Portanto, para uma

atividade ser considerada OA, por exemplo, dentro de um modulo



de estudo, desde sua concepcao, precisa seguir, de acordo com
Miranda (2009), determinados principios e normas, podendo ser

reaplicada em outros contextos.

Segundo alguns estudos, de Gonzalez e Ruggiero (2009) e
Litchemeyer (2012), os OA sdo recursos com fungoes e objetivos
determinados que podem ser combinados com outros objetos.
Sao considerados instrumentos de apoio as aulas, para inter-
pretacdo, exploracgao e contextualizacdo de conteddos escolares,
potencializando-os, a partir de mapas, graficos e demonstracoes,
que podem ocorrer mediante videos, simulagdes interativas ou
materiais manipulativos. Consequentemente, os OA sdo atividades
que empregam diferentes midias e recursos educacionais que
podem se apresentar de diversas maneiras, constituindo parte

do cenario de investigacdes e relagdes vividas pelo professor.

Um OA pode ser programado para utilizar materiais pedago6-
gicos auto instrutivos do laboratério de ensino, ou até mesmo
envolver programas mais elaborados que exigem um entendi-
mento de linguagens de programacao, ambiente natural e de
formacgdo e atuacgao, tornando possivel a visualizagdo, aspecto
que fortalece a aprendizagem e a atribui¢do de significados ma-
tematicos. Os OA e sua aplicabilidade envolvem percursos de
aprendizagem no desenvolvimento de conceitos que podem se
constituir em suporte para o ensino, principalmente na Educagao
Basica (SCHEFFER e ZEISER, 2022).

Nesse sentido, os saberes que os professores produzem e exe-
cutam nos OA passam a assumir seu valor por estarem relacio-
nados com as suas proprias historias, vivéncias e culturas. Outro

aspecto relacionado aos OA diz respeito ao ato de planejar suas
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aulas com o uso de tais objetos, conseguindo maior flexibilidade
para se adaptar ao ritmo e ao interesse dos estudantes, tendo em
vista seus objetivos de ensino. Entdo a utilizacdo desses objetos
podera ressignificar a pratica pedagogica, pois assim o proces-
so de ensino e aprendizagem beneficia-se de varias linguagens
para motivar ou contextualizar um tema; portanto, o uso desses
objetos em sala de aula pode ser um facilitador, pois o professor
pode utilizar aquele que melhor atender aos seus objetivos.

No que diz respeito a construcao em matematica, principalmen-
te quando se trata da analise, associacao, construcdo geométrica,
resolucao de problemas e busca de diferentes solugdes, esses OA
tém contribuido de forma dinamica para a aprendizagem em

interagcao com as TD.

4. CONSIDERACOES FINAIS

A reflexdo aqui apresentada considera a pratica profissional do
professor, a docéncia, a variedade de recursos que temos a nossa
disposicdo e que permitem uma discussado voltada a inserc¢do das
TD na escola. Além disso, outro aspecto a considerar é a atitude
docente de perspicacia quanto a matematica contemplada nos OA
e a validade da realizacdo de intervenc¢des no trabalho escolar,
uma vez que pondera o papel do planejar, elaborar e construir
objetos interativos tendo em vista o proprio contexto da pratica

educativa.



Diante disso, os OA com animacao e possibilidades de simu-
lacdo interativa auxiliam na compreensao e construgao de sig-
nificados. Os estudantes tém a oportunidade da visualizagao,
de forma dindmica e animada, de modo a testar e construir
seus significados de maneira auténoma e interativa. Assim, os
OA proporcionam a observagdo detalhada de certos fendmenos,
reacdes ou acontecimentos a partir de simulagdes, de vivéncias
e de intervencoes. Nessa perspectiva, os objetos oferecem maior
facilidade a compreensao de fendmenos e conceitos relativos aos
temas em estudo.

Em um trabalho com estas caracteristicas, as iniciativas de
utilizagao das TD tendem a promover reflexdes a respeito da
importancia da informatica para a visualizacdo e representacao
Matematica, desde a formacao inicial do professor, implicando
em novas atitudes humanas, além de outro perfil de individuo e

de profissionais da educacao.

Para concluir, podemos dizer que outra possibilidade que se
apresenta é testar diferentes caminhos, acompanhar a evolugao
temporal das relagdes para a educagdo, de visualizar construgoes
de diferentes pontos de vista, de comprovar hip6teses a partir
de animacgdes e simulacdes. Assim, as atividades interativas
oferecem iniimeras oportunidades de exploragdo de fen6menos
e conceitos muitas vezes inviaveis ou inexistentes em outras
abordagens. Consequentemente, os OA ofereceram aos professo-
res participantes da A¢do de Extensdo, uma visdo diferente para
o tratamento dos conceitos matematicos da Educacdo Basica,

relacionando-os com as tecnologias digitais.
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CAPITULO

A BNCC E AS TECNOLOGIAS DIGITAIS
NA MATEMATICA DOS ANOS FINAIS DO
ENSINO FUNDAMENTAL

Gabriela Finn?

1. INTRODUCAO

Este capitulo apresenta um recorte de uma pesquisa qualitativa
de analise documental, apresentada em curso de formacao de
professores de Matematica, relativa ao texto da Base Nacional
Comum Curricular - BNCC, levando em consideracdo a investi-
gacdo da valorizagdo e do incentivo que essa politica curricular
emprega a utilizacdo de tecnologias digitais nos processos de
ensino e de aprendizagem Matematica nos Anos Finais do Ensino

Fundamental.
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Para a composicao dos dados, foram considerados os enten-
dimentos presentes no texto da BNCC, utilizando-se da catego-
rizacdo e da Analise de Conteddo de Bardin (2016) para o trata-
mento dos dados e resultados. Durante a pesquisa, destaca-se a
importancia da utilizagdo das tecnologias digitais nos ambientes
educacionais, como possibilidade de construcao de saberes e de
desenvolvimento do estudante em suas diferentes linguagens,

especialmente nas aulas de Matematica.

Assim, este capitulo esta constituido de partes que contemplam
discussoes a respeito da presenca das tecnologias digitais no
contexto escolar a partir da BNCC; do caminho metodolégico da
pesquisa; de um recorte de dados e resultados com sua discussao;

categorizacao; e, por fim, explicitando as consideracdes finais.

2. REFLEXOES EM RELACAO AS
TECNOLOGIAS DIGITAIS E A BNCC

Com aredemocratizacdo do Brasil e a promulgacao da Constitui-
cdo Federal de 1988, algumas mudancas positivas ocorreram no
campo educacional (BRASIL, 2000), com alteragdes nos textos
juridicos, a area educacional foi marcada por avangos significati-
vos. Exemplos disso sdo: a aprovacdo da Lei de Diretrizes e Bases
da Educagdo Nacional (LDB - Lei n.2 9.394/1996) e a aprovagao
do Plano Nacional de Educagao (PNE - Lei n.2 10.172/2001).

Na perspectiva de melhorar a qualidade do sistema educacio-
nal brasileiro, em 2014 foi aprovado, pelo Congresso Nacional,
o Plano Nacional de Educacdo (PNE - Lei n.2 13.005/2014), com
vigéncia de 2014-2024. Norteado por diretrizes e metas, atenta-



-se também a importancia do estimulo tecnoldgico educacional
do pais, com a BNCC sendo uma de suas principais estratégias.
Finalizado em 2018, esse documento passou a ser considerado
uma “referéncia nacional para a formulagao dos curriculos dos
sistemas e das redes escolares dos Estados, do Distrito Federal
e dos Municipios e das propostas pedagogicas das instituicdes
escolares” (BRASIL, 2018, p. 8), indicando habilidades e compe-
téncias, que os estudantes devem desenvolver no decorrer da

Educacdo Basica.

Pautada por competéncias gerais da Educagdo Basica,a BNCC
ressalta o uso das tecnologias digitais para “exercitar a curio-
sidade intelectual” (BRASIL, 2018, p. 9), além de incentiva-las
para uma comunicagdo “critica, significativa, reflexiva e ética”
(BRASIL, 2018, p. 9).

Na BNCC, a Matematica do Ensino Fundamental tem como
meta o “letramento matematico, definido como as competéncias
e habilidades de raciocinar, representar, comunicar e argumen-
tar matematicamente” (BRASIL, 2018, p. 266), evidenciando
que “os processos matematicos de resolucao de problemas, de
investigacdo, de desenvolvimento de projetos e da modelagem”
sdo essenciais para o desenvolvimento das competéncias, do
letramento digital e do Pensamento Computacional (BRASIL,
2018, p. 266). A partir dessas finalidades, o documento introduz
as competéncias especificas para a d&rea da Matematica, que
destacam que o conhecimento tecnoldgico deve estar associado
ao cotidiano dos estudantes para que ocorra o desenvolvimento
do Pensamento Computacional (BRASIL, 2018).
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Essa postura educacional vai ao encontro do entendimento de
que as tecnologias digitais em ambientes escolares podem mo-
dificar as praticas pedagogicas, possibilitando diferentes modos
de aprendizagem e resultando em ambientes mais interativos
e dinamicos (SCHEFFER e HEINECK, 2016). Assim, vale a pena
analisar o que o documento assume como tecnologias digitais e

amaneira como elas sdo propostas para as praticas pedagdégicas.

3. CAMINHOS METODOLOGICOS

Por ser de cunho qualitativo e baseado na analise documental,
esta pesquisa “[...] é desenvolvida através da discussao que os
temas e os dados suscitam” (SA-SILVA; ALMEIDA e GUINDANI,
2009, p. 11). Nessa perspectiva, a organizacao dos dados é reali-
zada a partir da Analise de Contetido que, de acordo com Bardin
(2016) é um conjunto de técnicas e procedimentos de analise,
seu conteudo, suas significacdes - explicitas ou ocultas, além de
que “[...] favorece a observacao do processo de maturagao ou de
evolucdo de individuos, grupos, conceitos, conhecimentos, com-
portamentos, mentalidades, praticas, entre outros” (SA-SILVA;
ALMEIDA e GUINDANI, 2009, p. 2).

Baseada na leitura flutuante, iniciou-se o processo de codifi-
cacao em nivel semantico, considerando o tema de tecnologias
digitais e palavras relacionadas ao tema “[...] que compdem a
comunicac¢do e cuja presenca, ou frequéncia de aparicao, po-
dem significar alguma coisa para o objetivo analitico escolhido”
(BARDIN, 2016, p. 135).



Com a finalidade de analisar os verbos que acompanhavam
os termos relacionados as tecnologias digitais, empregou-se a
taxonomia elaborada por Bloom (1956), onde seu objetivo foi de
auxiliar nos planejamentos educacionais e na organiza¢ao dos
objetos de aprendizagem. Denominada por Taxonomia de Bloom,
relaciona a atividade educacional com trés desenvolvimentos:
o0 cognitivo, o afetivo e o psicomotor. A partir do objetivo desta
pesquisa, os objetos de conhecimento matematico relacionados
as tecnologias digitais foram analisados a partir do dominio

cognitivo.

Para Bloom (1956), o dominio cognitivo compreende a habi-
lidade que o estudante tem de dar sentido aos conhecimentos
escolares de maneira que fagam parte de atividades do cotidiano,
dando significado aquele conhecimento. Nessa perspectiva, a
partir da leitura do documento, foram destacadas as competén-
cias e/ou habilidades que faziam referéncia ao uso de tecnologias
digitais. Com esses dados, iniciou-se o processo de andlise e

categorizacao dos verbos considerando a Taxonomia de Bloom.

A partir desse aporte metodolégico, o estudo investiga os
verbos presentes nos objetos de conhecimento matematico re-
lacionados as tecnologias digitais considerando as categorias
propostas pela Taxonomia de Bloom para o dominio cognitivo,
contemplando os Anos Finais do Ensino Fundamental, na area

de Matematica.

No proximo item, sdo discutidos e analisados os verbos que
fazem referéncia as tecnologias digitais, considerando as uni-
dades tematicas da Matematica para os Anos Finais do Ensino

Fundamental.
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4. DISCUSSAO DOS DADOS

Para a interpretagdo dos verbos presentes nas habilidades da
BNCC, utilizou-se a Taxonomia de Bloom (1956), da qual um dos
objetivos é chamar a aten¢do dos educadores em relagdo a um
processo evolutivo dos objetos de conhecimento e que envolve
trés dominios: o cognitivo, o afetivo e o psicomotor. Para o do-
minio cognitivo, a Taxonomia de Bloom prevé seis principais
categorias: o conhecimento, a compreensao, a aplicacdo, a analise,
a sintese e a avaliacdo. Para cada nivel, associou-se um conjunto
de agdes (verbos) que auxiliam na classificagdo em cada um dos

niveis da taxonomia.

De acordo com Bloom (1956), a categoria conhecimento refere-
-se ao reconhecimento de informacgdes e contedidos ja abordados; a
compreensdo refere-se a significagcdo do conteudo através da inter-
pretacdo do que foi entendido; a aplicagdo considera a habilidade
de utilizar o conhecimento adquirido em outras situa¢des (resolu-
cdo de problemas); a andlise compreende o processo de separar o
conteudo em partes e relaciona-los, identificando possiveis gene-
ralizacGes; a sintese abrange a combinacdo de partes isoladas e re-
lacionadas a fim de formar um todo; e a avaliagdo refere-se a apre-

sentacdo e defesa de opinides baseadas em critérios especificos.

No Quadro 1, apresentam-se os verbos encontrados e 0os termos
relacionados as tecnologias digitais referentes as habilidades.
Nas colunas, apresenta-se as unidades tematicas da area de Ma-
tematica, dos Anos Finais do Ensino Fundamental, as unidades
de significagdo a partir da Taxonomia de Bloom e a frequéncia
dos termos relacionados entre as unidades de significacdo e as

tecnologias digitais.
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Geometria Construir Reconhecer e | Construir Resolver Conhecimento | Softwares (8 vezes)
. construir . . C o
Utilizar Reconhecer e | Descrever Compreensao Tecnologias Digitais (1 vez)
Verificar construir L
Aplicacdo
Sintese
Avaliacdo
Grandezas e Determinar Reconhecer e | Compreensao Tecnologias digitais (1 vez)
. empregar - -
Medidas preg Aplicacgio Informatica (1 vez)
Computadores (1 vez)
Probabilidade | Planejar e Planejar e Escolher e Conhecimento | Planilhas eletronicas (4
e Estatistica coletar realizar construir Compreensio vezes)
Planejar e -
) Aplicacgado
executar
Sintese
Avaliagdo

Fonte: FINN (2022, p. 77).
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De acordo com Quadro 1, a unidade tematica Numeros apre-
senta os verbos resolver e elaborar, que tém uma frequéncia jun-
tos, oito vezes no texto da BNCC, nos diferentes anos escolares.
Aspecto que sugere ao estudante resolver e elaborar problemas
com o uso de calculadora ou outra tecnologia digital em todos
os Anos Finais do Ensino Fundamental. Ja os verbos resolver e
elaborar aparecem no texto da Base por quatro vezes no 62 Ano,
uma vez no 72 e no 82 Ano e duas vezes no 92 Ano. Na perspecti-
va da Taxonomia de Bloom, esses verbos assumem o sentido de
compreensao, aplicacdo, sintese e avaliacdo, sugerindo o uso de
calculadora ou outra tecnologia digital para realizar calculos e
resolver problemas, dando significado ao conteddo mediante a
aplicacao de conceitos.

Na unidade tematica Algebra, 0s Unicos verbos presentes
sdo resolver e elaborar, que aparecem apenas uma vez, no 82
Ano. Nesta habilidade, os verbos também assumem o sentido
de compreensao, aplicacao, sintese e avaliacdo de um objeto de
conhecimento matematico que pode ter auxilio de tecnologias,

ndo especificadas se sao digitais ou nao.

A unidade tematica Geometria possui a maior variedade de
verbos: construir, utilizar, reconhecer, verificar, resolver e descrever.
No 62 Ano, os verbos construir e utilizar assumem o sentido de
compreensao, aplicacao e sintese dos objetos de conhecimento
utilizando as tecnologias digitais ou softwares. No 72 Ano os ver-
bos reconhecer e construir aparecem juntos e assumem o sentido
de conhecimento, compreensao, aplicacdo e sintese dos objetos
de conhecimento, enquanto o verbo verificar remete a ideia de

avaliacdo a partir da verificacdo de propriedades e aplicacdo de
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conceitos. No 82 Ano, os verbos construir e reconhecer aparecem
juntos e o verbo construir aparece sozinho e, assumem o sentido
de compreensao, aplicacao e sintese dos objetos de conhecimento.
No 92 Ano os verbos sdo resolver e descrever e, assumem o sentido

de conhecimento, compreensao e avaliacao.

Na unidade tematica Grandezas e Medidas, os verbos que
aparecem sao: determinar, reconhecer e empregar. No 62 Ano, o
verbo determinar assume o sentido de compreensao e sugere o
uso de tecnologias digitais no processo de ensino e aprendizagem.
Para o0 92 Ano, os verbos reconhecer e empregar, que aparecem
juntos, assumem o sentido de compreensao e de aplicagao, res-

pectivamente, dos objetos de conhecimento.

Na unidade tematica Probabilidade e Estatistica, os verbos
junto aos termos sdo planejar, coletar, realizar, escolher, construir
e executar. No 62 Ano, os verbos que aparecem juntos sdo plane-
jar e coletar e assumem o sentido de sintese e de conhecimento,
respectivamente. No 72 Ano, os verbos planejar e realizar apa-
recem juntos e manifestam o sentido de sintese e de aplicagdo.
No 92 Ano, aparecem juntos os verbos escolher e construir, dando
o sentido de compreensao, avaliacao e aplicacdo. Ainda no 92
Ano, os verbos planejar e executar também aparecem juntos e

expressam o sentido de sintese e de aplicagao.



5. CATEGORIZACAO

A andlise documental da BNCC relativa a area da Matematica
para os Anos Finais do Ensino Fundamental, considera as in-
terpretacgdes relacionadas a presenca das tecnologias digitais
para o ensino da matematica tendo em vista a pesquisa. Com
base na Analise de Contetido de Bardin (2016), analisou-se as
significacdes dos termos encontrados ao longo do texto da Base.
Essa anadlise transita entre a interpretacao dos dados presentes

no documento da Base e a fundamentacao tedrica sobre o tema.

As categorias de analise foram estabelecidas a partir dos
termos relacionados as unidades tematicas determinadas no
documento e das tecnologias digitais para o ensino de Matema-
tica, levando em conta a interpretacdo dos verbos presentes nas
habilidades e competéncias da Base, considerados a partir da
Taxonomia de Bloom (1956) assumida no referencial da pesquisa,
que foram definidas pela frequéncia dos verbos presentes no texto
da Base em relacao as categorias do dominio cognitivo de Bloom.

Dessa maneira, foram consideradas trés categorias: as tecno-
logias digitais e a aplicagdo matematica, que se refere a apli-
cacdo de métodos, regras e teorias; as tecnologias digitais e a
compreensdo Matematica, que é a capacidade de dar significado
aos conteudos estudados; e as tecnologias digitais e a sintese
Matematica que se refere a habilidade de associar os contetidos
estudados e estabelecer relacao entre eles. Elas se apresentam
nessa ordem pela maior ocorréncia de verbos na categoria de

aplicacdo, seguida pela categoria de compreensao e de sintese.

Nos itens a seguir, sdo analisadas as categorias definidas

anteriormente.
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5.1. AS TECNOLOGIAS DIGITAIS E A APLICACAO
MATEMATICA

Essa categoria fundamenta-se na aplicacdo de tecnologias
digitais no ensino da Matematica, considerando a Taxonomia de
Bloom (1956) e o levantamento dos verbos relacionados a apli-
cacao das tecnologias digitais e aos objetos de conhecimento. Os
verbos que estdo contemplados - nas habilidades e competéncias
- na unidade de significacdo e aplicacdo sdo: resolver, elaborar,
construir, utilizar, empregar, realizar, escolher e executar. Para
Bloom (1956), esses verbos contemplam a capacidade de aplicar

o conhecimento aprendido em outras situagoes.

Nas habilidades EFO6MAO03, EFO6MA09, EFO6MA11, EFO6MA13,
EF06MA21, EFO6MA22, EFO7MAO2Z, EFO7MA21, EFO7MA36,
EF08MA04, EFOBMA09, EFO8BMA15, EFO8MA18, EFO9MAOS5,
EF0O9MA11, EFOOMA18, EFO9MA22 e EFO9MA23 estes verbos
estdo associados ao uso de calculadora, softwares ou tecnologias
digitais na resolucdo ou elaboragdo de problemas, o que reforga

a ideia de aplicacdo do contetdo aprendido.

Nessa perspectiva, incentivar o uso da calculadora, dos soft-
wares e das planilhas eletrénicas, quando combinados a um bom
planejamento, “[...] tornam-se poderosos instrumentos para des-
pertar novas opinioes, relacionar conceitos, despertar a curiosi-
dade e resolver problemas” (SCHEFFER, 2020, p. 79).

Ainda, o uso das tecnologias digitais nas atividades escolares



[...] contribui para que os processos de ensino e aprendizagem da Ma-
tematica se tornem uma atividade experimental e rica, quando instiga
o educando a desenvolver processos fundamentais que caracterizam
o fazer matematico, tais como experimentar, interpretar, visualizar,
induzir, conjecturar, abstrair, generalizar, demonstrar, dentre outros

(MOTTA, 2017, p. 178).

Isto é, o uso das tecnologias digitais em ambientes escolares
pode oferecer diferentes oportunidades de abordagem e inves-
tigacdo dos conceitos e propriedades matematicas. Vivenciando
diferentes experiéncias e estratégias é que o estudante podera
estabelecer relagdes entre o conhecimento matematico a partir
das tecnologias digitais. Com essa andlise, as tecnologias digitais,
na BNCC, atuam como recursos de apoio no desenvolvimento das

habilidades e competéncias propostas.

5.2. AS TECNOLOGIAS DIGITAIS E A COMPREENSAO
MATEMATICA

Baseada nos termos relacionados a matematica e as tecnolo-
gias digitais, e nos verbos encontrados nas habilidades, a partir
da classificacdo de Bloom (1956), pode-se observar a unidade de
significagcdo: compreensao no desenvolvimento dessa categoria.
Os verbos encontrados para essa unidade de significagdo foram
construir, reconhecer, resolver e descrever. De acordo com o
autor, essa unidade de significagdo refere-se ao significado dado

ao conceito a partir da interpretacdo do estudante.
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Nas habilidades EFO6MAO03, EFO6MAQ09, EFO6MA11, EFO6MA13,
EF0O6MA21, EFO7MA02, EFO7MA21, EFOB8MA04, EFOBMAO9,
EF08MA15, EFO8MA18, EFO9MAO5, EFO9OMA11, EFO9MA15 e
EFO9MAZ22 recomenda-se a utilizagdo de calculadora, softwares,
planilhas eletronicas ou outras tecnologias digitais e, também,

menciona a informatica e computadores.

Nesse sentido, Scheffer e Pasin (2013) defendem que “o uso das
tecnologias como aliadas do ensino de Matematica, e como parte
integrante do processo da descoberta, incentiva a compreensao,
a significacdo e a construg¢do dinamica na tela do computador”
(SCHEFFER; PASIN, 2013, p. 11). Isto é, as tecnologias digitais
podem propiciar a investigacdo e exploracao ampla dos conhe-
cimentos escolares, indo ao encontro de Duval (2012, p. 270),
que assume ser “[...] essencial, na atividade matematica, poder
mobilizar muitos registros de representagdo semiotica (figuras,

graficos, escrituras simbdlicas, lingua natural, etc...)".

Nessa perspectiva, o documento assume as tecnologias digitais
como instrumentos que podem ser favoraveis no desenvolvi-
mento de determinadas habilidades, principalmente a partir da

visualizacdo de objetos matematicos.

5.3. AS TECNOLOGIAS DIGITAIS E A SINTESE
MATEMATICA

Considerando a Taxonomia de Bloom (1956) na analise dos
verbos presentes nos objetos de conhecimento relacionados as
tecnologias digitais e a Matematica, fundamenta-se a unidade

de significagdo sintese. Nessa unidade de significacdo, os verbos



encontrados foram: elaborar e construir. Segundo Bloom (1956),
a unidade de significacdo sintese compreende a ideia de unir

partes para formar um todo.

Nas habilidades EFO6MAOQ3, EFO6MAQ09, EFO6MA11, EFO6MA13,
EF06MA21, EF07MA02, EFO7MA21, EFO8BMA04, EFO8MAOQ9, EF-
08MA15, EFO8BMA18, EFO9OMAOS e EFO9MA22 sao sugeridas a
utilizacdo de calculadora, softwares, planilhas eletronicas e outras
tecnologias digitais. Nessas habilidades, as tecnologias digitais
assumem o papel de descricdo de entendimentos, sendo utilizadas
para auxiliar no desenvolvimento de sintese de determinados

conhecimentos matematicos.

Isto é, o uso das tecnologias digitais pode facilitar que o es-
tudante combine e relacione os conhecimentos adquiridos, pro-
movendo a criatividade e a investigacdo, uma vez que podem
envolver diferentes conceitos. Além disso, as tecnologias digitais
podem ser consideradas para além do ambiente escolar, podendo

levar a discussoes e reflexoes também de assuntos do cotidiano.

Nesse sentido, a BNCC sugere que as tecnologias digitais podem
auxiliar na descri¢do de entendimentos, servindo como suporte

para determinadas relacdes entre os conhecimentos estudados.

6. ALGUMAS CONSIDERACOES

A BNCC - uma das estratégias do PNE em vigéncia para o fo-
mento de uma educacao de qualidade para todos - se apresenta
como uma possibilidade de promover um avango na utilizagao
das tecnologias digitais para além de um suporte no processo
de aprendizagem (BRASIL, 2018).
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A perspectiva dada as tecnologias digitais na Base ainda esta
relacionada a verbos que se denominam habilidades e compe-
téncias e a um instrumento de apoio para atividades, restrito a
alguns conteudos e conceitos matematicos, como observamos nas
andlises das categorias. Isso nos mostra que a Base ndo tem uma
definicao do que assume como tecnologia digital e que pouco sao
recomendadas. Quando sdo mencionadas, estdo reduzidas a um
utilitarismo que, se mal aproveitadas, pouco contribuem para
a criatividade e criticidade do estudante, caracteristicas que o

documento reconhece importantes ao usar as tecnologias digitais.

Com essa andlise, sabe-se quais as tecnologias digitais sdo
indicadas pela Base por Unidades Tematicas e ano escolar. A es-
colha da Taxonomia de Bloom (1956) para a analise dos verbos
encontrados nas habilidades da Matematica que relacionam as
tecnologias digitais, vai ao encontro de uma concep¢do compor-
tamentalista que se aproxima da concepg¢do assumida pelo texto
da BNCC, ao considerar a aprendizagem baseada em competéncias
e habilidades. Com essa analise, observamos que o texto da Base
correlaciona as tecnologias digitais em apenas 23 das 121 habi-
lidades previstas para a matematica e remete, principalmente,
aos verbos resolver (nove vezes), elaborar (oito vezes) e construir

(quatro vezes) como consta no Quadro 1.

Apesar da Base indicar o uso das tecnologias digitais em todos
os anos finais do Ensino Fundamental, percebe-se que ainda ha
“[...] um utilitarismo tecnoldgico que remete a um uso ferramental
da tecnologia, porém nao a considera em sua dimensao simbdlica,

nao fisica, isto é, como uma extensdo do nosso corpo” (BAIRRAL,



2021, p. 105). Isto é, as diversas pesquisas que indicam o uso das
tecnologias digitais para além de complemento de atividades

escolares nao foram consideradas pelo documento.

Dessa maneira, entende-se que a Base recomenda as tecnolo-
gias digitais na aplicacao, resolucao e elaboracao de problemas e
na construcao de objetos matematicos para auxiliarem na com-
preensao e sintese dos conteddos e conceitos dos anos finais do
ensino fundamental, mas com uso pouco abrangente nos objetos

de conhecimento matematicos.
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CAPITULO

OBJETOS DE APRENDIZAGEM
MATEMATICA PARA O ENSINO
FUNDAMENTAL

Nilce Fatima Scheffer®

Mateus Henrique Zeiser®

1. INTRODUCAO

A formacao de professores em tecnologias digitais nos dias atuais
constitui uma das principais frentes de trabalho para as Politicas
Educacionais. Para inicio de conversa, vale destacar que, neste
capitulo, vamos apresentar alguns recortes de Objetos de Apren-
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tematica. nilce.scheffer@uffs.edu.br. ORCID: https://orcid.org/0000-0001-9199-9750.

6 Mestrando em Matematica Aplicada, IME-USP. Licenciado em Matematica pela
UFFS, Campus Chapec6/SC. mateushenriquezeiser@outlook.com. ORCID: https://
orcid.org/0000-0002-0861-2218.
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dizagem - OA construidos em pesquisa realizada no Curso de
Matematica Licenciatura da Universidade Federal da Fronteira
Sul - UFFS, ja citada no primeiro capitulo.

Esses OA foram instrumentos-base da A¢do de Extensdo que
se transformou em uma ampla discussdo a respeito da pratica
pedagogica dos professores de Matematica com tecnologias
digitais, tendo em vista a formacdo continuada integrada com a
formacao inicial promovida pelo projeto de parceria entre UFFS
e SBEM.

Neste capitulo, problematizamos conceitos matematicos rela-
cionados a area da Matematica e tratamos de recortes dos quatro
OA produzidos na pesquisa realizada no Curso de Matematica
Licenciatura da UFFS, Campus Chapec6/SC, no periodo de 2020
a 2022, os quais foram apresentados, discutidos e testados com
professores, por serem objetos produzidos para cada um dos

Anos Finais do Ensino Fundamental.

Considerando esse contexto, o capitulo contempla a discus-
sdo e exploragdo da Matematica, prevista para cada um dos OA
propostos na sua estrutura e caracteristicas previstas. E para
finalizar, apresentamos uma analise dos objetos indicados na
formacao de professores de Matematica por meio de um trabalho

colaborativo, e de estratégias de analise propostas.



2.A FORM_AQAO DE PROFESSORES -
IMPLICACOES DAS TECNOLOGIAS DIGITAIS

As Politicas Educacionais voltadas para a formacao de professores,
principalmente aquelas direcionadas para a inclusao digital na
Educacdo Basica, estdo em acordo com a Resolugdo n2. 2/2015,
(BRASIL, 2015), que determina as Diretrizes Curriculares Na-
cionais para a formacao inicial de professores em nivel superior.
No caso, dos cursos de licenciatura, cursos de formacdo peda-
gbgica e cursos de segunda licenciatura, elas propdem a pratica
enquanto componente curricular nos cursos de formacao inicial
(SCHEFFER, SPERANDIO e BATTISTI, 2021).

A partir dessa Resolucao, um novo olhar se langou na direcédo
da formacgdo de professores, valorizando o planejamento, a forma-
cdo didatico-metodolodgica e o incentivo a formagdo continuada
a partir dos cursos de extensdao. Momento em que ocorreu a
homologacdo da formacado que articulava a teoria e a pratica, na
busca de profissionalizacdo do professor (NOVOA, 2002), sendo
que, o maior beneficiado dos processos pedagégicos foi o profes-

sor, influenciado pelas mudancgas do cenario social.

As relagoes estabelecidas nos OA, que serdo apresentados
neste capitulo, referem-se a investigacao de conceitos relativos
ao Estudo de Fragées, no caso, considerando a Equivaléncia. Ao
estudo de Equagdes do Primeiro Grau, quando discutimos um
pouco da histéria das equagdes e explicitamos também algumas
aplicagdes de equagdes, como consta nos capitulos do livro digital

que compde o OA construido no GeoGebra. Outro objeto refere-se
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ao estudo de Areas de Figuras Planas e, por tltimo, destacamos
alguns dos exemplos que compdem o objeto construido para a
Andlise Grdfica.

2.1. O ESTUDO DE FRACOES

2.1.1. NUMEROS RACIONAIS E FRACOES, ALGUMAS DISCUSSOES
INICIAIS

Os nameros racionais estdo relacionados as diferentes repre-
sentagoes, como as dizimas periodicas, os decimais e a porcenta-
gem. Além disso, os alunos ndo estao acostumados com termos
relacionados a fragdes, como quinto, quarto, etc. (KIEREN, 1980).
Segundo Lamon (2012), o sentido de fracdes e nimeros racionais

é¢ um tema complexo que confunde professores e alunos.

Nesse sentido, a fracdo é um Nuimero Racional, quando escrita
na forma a/b, em que a e b sdo nimeros naturais e b é diferente
de 0. Por outro lado, se substituirmos o valor de a ou de b por um
numero irracional, a fragcdo ndo representa um nimero racional.
No entanto, a fracdo para representar o conjunto dos Irracionais
ndo é comumente usada (SILVA, 2005).

Igualmente, Powell (2018b; 2019a) reafirma a complexidade
das fragdes, pois, conforme avangamos na escolarizagao, sua
compreensdo se torna importante e esta presente em conceitos
mais avangados de Matematica. Para o autor, negligenciar esse
contetdo traz implicagdes negativas na aprendizagem da Alge-
bra, pois os nimeros racionais sdao uma base para esse ramo da
Matematica (POWELL, 2018b). Tais aspectos sdo determinantes
para o futuro académico, profissional e social dos estudantes.



Quando olhamos para Powell (2018a; 2019b), que realizou
um estudo em que os alunos tiveram inicialmente o contato com
fragcdes na perspectiva da medida, utilizando as Barras Cuisenaire,
observamos ter o autor constatado que “os participantes se apro-
priam da ideia de magnitude de fracdes-de-quantidade com base
nas imagens evocadas das barras e, por si mesmos, [vao] cons-

truindo expressdes de comparacgdes fracionarias” (2019b, p. 50).

Por outro lado, quando observamos a producao brasileira
relacionada a esse tema, a maioria das publicagdes brasileiras
“fundamentam-se em autores que se referem a construcao do
conceito e da nogdo de fragao, principalmente aqueles que esta-
belecem relagao com a interpretacao parte-todo” (SCHEFFER e
POWELL, 2020, p. 18).

O Objeto de Aprendizagem relativo ao estudo de Fragdes pode
ser utilizado no 62 Ano do Ensino Fundamental e faz parte da
Unidade Tematica - Numeros, (BRASIL, 2018). Esse Objeto foi
construido no GeoGebra em forma de livro digital, que pode ser

acessado pelo link: https://www.geogebra.org/m/mupb9pdc.

O software Mathigon e o Google Slides também foram utilizados
para configurar e gerar algumas ilustragoes. Esse livro digital

conta com sete capitulos, que, de forma geral, sdo descritos por:

12 capitulo - Ideias introdutdrias sobre fracdes. Este capitulo
busca introduzir a ideia principal da fracao, na relacdo e repre-

sentacdo das partes com o todo.

22 capitulo - A equivaléncia. Como o préprio nome sugere,
este capitulo busca intuitivamente explorar a ideia de fragdes

equivalentes.

|[P3usWPpUN oulsud o papd PaPWaIPW wabpzipuaidp sp so3alqQ :g ojnpdp) /9



1x3 @ psinbsay a43us 0R3P|NJ13ID DW( :PIIDWSID|N SP S310SS940.1d 8P op3PW.Io] bu sipUBIQ spiBojouda] g9

opsua

3¢ capitulo - Tipos de fracdes. Busca definir, mediante exem-
plos, fragdes proprias e improprias, caracteristicas, representa-
coes e diferencas.

42 capitulo - Simplificacao de fracdes. Este capitulo, a partir
de exemplos e perguntas exploratoérias, apresenta modos de
representar fragcdoes e como encontrar uma fracao irredutivel a

partir do conceito de equivaléncia.

59 capitulo - Adigdo e subtracdo de fragdes. Neste capitulo,
as operacgoes de adicao e subtracdo sao estudadas a partir de

fragcdes equivalentes e exemplos geométricos.

62 capitulo - Multiplicagao e divisdo de fracdes. Este capitulo
parte da representacdo geométrica de fragdes para ilustrar as

operacdes de multiplicacdo e divisdo de fragoes.

79 capitulo - Exercicios aplicados sobre Fragdes. Neste capi-

tulo, sdo propostos alguns problemas aplicados sobre fragoes.

O primeiro recorte a ser apresentado aqui faz parte do 2¢
capitulo do livro digital para o Estudo de Fragées, que trata do
tema equivaléncia, descrito de forma mais detalhada a partir
de capturas de tela retiradas da sua composicdo no GeoGebra.

2.1.2. A EQUIVALENCIA

Apresentamos uma discussao sobre equivaléncia de fragdes
que se apoia nas representacdes da régua de fragdes. Em um
primeiro momento, ha a introdugao do conceito de um inteiro,

conforme a Figura 1.



Figura 1- Um inteiro.

Observe a barra abaixo:

Essa barra pode ser vista como 1 inteiro

Fonte: Os autores (2022).

Esse inteiro pode ser dividido igualmente?

Aa| n | Digite sua resposta aqui..

Fonte: Os Autores (2022).

A partir da Figura 1, discutimos a ideia da divisao de inteiros,

como estd apresentada na Figura 2.

Figura 2 - O inteiro dividido em duas partes iguais.

1 1
p) )

Fonte: Os autores (2022).

Observando a figura acima, responda.
Em quantas partes foi dividido igualmente o inteiro?

M ] T \ Digite sua resposta aqui...
| |

Fonte: Os Autores (2022).
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Na Figura 2, o inteiro é apresentado dividido em meios. Um
processo semelhante é feito para a divisdo do inteiro em tergos,
quartos e quintos e, da mesma forma que para a divisdo em meios,
exploramos o numero de partes em que o inteiro foi dividido. Na
sequéncia deste capitulo, sao feitas comparagdes entre fracdes

equivalentes, como no exemplo da Figura 3.

Figura 3 - Um meio é equivalente a dois quartos e 1inteiro é igual a

quatro quartos.

. 1 1 1 S :
Veja que o 5 =gty (um meio é igual a um quarto mais um quarto).

1inteiro

1.1 1 1 S 2 5 o <
Observe que 1= it += 1 + = i (um inteiro é igual a um quarto mais um quarto mais um quarto mais um quarto, ou seja, um

inteiro é igual a quatro vezes um quarto).

1

i=4 =1

L
4

Fonte: Os Autores (2022).

Diante dessas representagdes propostas na Figura 3, perguntas
exploratorias buscam relacionar a representacdo geométrica da
fracdo comparando com o inteiro e com a representagao numé-

rica Figura 4.



Figura 4 - Comparacéo de fracdes.

Observando as atividades anteriores podemos perceber que:

— éigual a?

2

Assinale a sua resposta aqui

AQ 1
4
B (J 2
4
c ) 2
2

Fonte: Os Autores (2022).

Na Figura 4, temos a partir das representacdes presentes na
Figura 3, atividade exploratéria do nimero de partes a ser divi-
dido um inteiro em quatro partes iguais, o que é equivalente a
um meio. Na sequéncia deste capitulo, sdo construidas as classes

de equivaléncia, como podemos observar na Figura 5.

Figura 5 - Classes de Equivaléncia em relacdo ao inteiro.

Fonte: Os Autores (2022).

V4
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Na Figura 5, primeiro apresentamos a divisao do inteiro em
meios, quartos, sextos, oitavos, décimos e, na sequéncia, em ter-
¢os, sextos e nonos. A partir disso, podemos observar as relacdes
de comparacgao com o inteiro, ou seja, por exemplo, trés tergos
representam um inteiro. Apds essas representacdes, sao feitas
algumas perguntas exploratorias, de modo a construir conclusdes

sobre a equivaléncia, como observamos na Figura 6.

Figura 6 - Perguntas exploratérias e conclusdes a respeito de classe de
equivaléncia.
Vocé acha que hd uma nomenclatura para definir a seguinte sequéncia equivaléncia entre fragdes?
(1_2_4_8_8_10) (1.3 6_9)
1 2 4 6 8 10 1 3 6 9

Aa

3

Se vocé respondeu que ha uma nomenclatura, vocé acertou.

. 1 2 4 6 10 1 38 6_9
As fragdes que representam mesmas quantidades como | s =s=—-=z=c=—fe| r=gz====
St % {1 10}{1369}
sao chamadas de classes de equivaléndia, pois representam as mesmas quantidades, note que todas as fragdes acima representam um inteiro.

Fonte: Os Autores (2022).

A partir da forma numérica de representacdo para a classe de
equivaléncia de fra¢des presente na Figura 6, podemos obser-
var outra forma de representagdo, no caso, por meio de discos e

equivaléncia de areas de setores circulares, Figura 7.



Figura 7 - Classe de equivaléncia relativa & fracdo um meio.

N\ A / < &l a
&3 /7 N8 8

1 e i 1

6 6 8 8

Fonte: Os Autores (2022).

Na Figura 7, apresentamos a classe de equivaléncia relativa a
fracdo (um meio), representada em discos de fragdes. A pergunta
dada na Figura 8 promove a identificacdo de correspondéncia de
fragcdes a partir das representagdes geométricas das classes de

equivaléncia nos discos.

Figura 8 - Exercicio de aplicacdo das classes de equivaléncia.
Qual das sequéncias abaixo pode ser chamada de classe de equivaléncia?

Assinale a sua resposta aqui

o >
O O O
N O'_I'I(O N =

NI o BN

W= ol oW
-
==

(@]

Fonte: Os Autores (2022).
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Com a pergunta apresentada na Figura 8, é finalizado o ca-
pitulo sobre equivaléncias. Os demais itens desenvolvidos para
o estudo de fragdes, como simplificagcdo, operacdes e aplicacdes
estdo apresentados de forma interativa e com representacdes
geométricas utilizando-se dos controles deslizantes do GeoGe-
bra, que fazem parte do OA denominado Estudos de Fragdes ja

mencionado.

Para finalizar vale destacar que, ao manipular, observar e com-
parar os materiais digitais no OA e os materiais manipulativos
possiveis de associar ao estudo de fracoes, os professores que
participaram da A¢ao de Extensao, estabeleceram as relagdes
entre eles ao realizarem as tarefas e tiveram a possibilidade
de construir ideias relacionadas as fracdes, como no caso da
equivaléncia apresentada neste capitulo do livro digital. Desse
modo é possivel compreender a diferenca dos nimeros naturais
para os fraciondrios, reconhecendo as fracdes equivalentes e
operando com ndmeros fracionarios. Estas sao atividades que
possibilitam entender os erros cometidos ao operar com fragdes

e utilizar propriedades dos nimeros naturais.

2.2. EQUAGCOES DO PRIMEIRO GRAU

A equacgdo do 12 grau possui incégnita de grau 1. Equagdes sao
sentencas matematicas que possuem incégnitas, as quais sao re-
presentadas por letras que correspondem a valores desconhecidos
e igualdade. A sentenca matematica da equacdo do 12 grau tem
caracteristicas do tipo: ax+b, em que a e b sdo nimeros reais, com
a diferente de 0 e x é a incognita. Resolver uma equagio do 1°
grau é encontrar o valor da incégnita que satisfaz essa equacgao.

Esse valor é conhecido como solugdo ou raiz da equacao.



As questdes que envolvem equagdes do 12 grau exigem a trans-
formacdo de situagcdes-problema em equacgao, a partir dos dados
presentes no enunciado. Na BNCC, a competéncia da Area de nt-
mero cinco da Matematica envolve a necessidade de “Modelar e
resolver problemas que envolvem variaveis socioecondémicas ou
técnico-cientificas, usando representagoes algébricas” (BRASIL,
2018, p.267).

Assim, a partir disso, é possivel modelar situacées-problema
do nosso cotidiano e resolvé-las utilizando uma equacao. Nessa
competéncia, existem duas habilidades especificas envolvendo
equacoes, que sao as habilidades 13 e 18 do sétimo ano: “(EF-
07MA13) Compreender a ideia de variavel, representada por
letra ou simbolo, para expressar relacao entre duas grandezas,
diferenciando-a da ideia de incégnita. (EFO7MA18) Resolver e
elaborar problemas que possam ser representados por equagoes
polinomiais de 12 grau, redutiveis a forma ax + b = ¢, fazendo uso
das propriedades da igualdade. “(BRASIL, 2018, p.303).

O OA para equacgoes elaborado pode ser utilizado no 72 Ano
do Ensino Fundamental, foi construido no GeoGebra em forma
de livro digital. O software Mathigon e o Google Slides também
foram utilizados para configurar e gerar algumas ilustragdes. O
OA pode ser acessado em sua forma completa pelo link: https://
www.geogebra.org/m/qy8bzb9b.

O livro digital que contempla esse tema € dividido em quatro

capitulos.
12 capitulo - Histéria da equacao.

22 capitulo - A igualdade nas equagdes.
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39 capitulo - Como resolver uma equagao.
42 capitulo - Exercicios aplicados sobre equacdes.

Apresentamos um recorte do 12 capitulo desse Objeto.

2.2.1. A HISTORIA DA EQUACAO

Inicialmente, neste capitulo do livro digital, apresentamos um
pouco de histérica da equacao do 1° grau, disponivel no papiro de

Rhind, com base no livro de Eves (2004), ilustrado na Figura 9.

Figura 9 - A equagdo do primeiro grau no papiro de Rhind.

Os egipcios antigos, apresentaram no papiro de rhind datado de 1650 a.C. uma equagao de primeiro grau, encontrada da seguinte forma:

X
X+7—24

Que foi resolvida pela regra da falsa posicao, como é conhecida na Europa. Na histéria da Matematica a resolugdo desse problema é encontrada da seguinte
X
forma: “assume-se um valor conveniente para x, digamos x = 7. Entdgo X + 7 =8, em vez de 24. O 8 deve ser multiplicado por 3 para se obter 24, o valor

correto de x deve ser 3 multiplicado por 7 ou 21.” (EVES, 2004, p. 73)

Fonte: Os Autores (2022).

Também é apresentado um video de Piovesan (2018), resumin-
do a histéria das equagdes do primeiro grau’. Apds essa introdu-
cdo das historica das equacgdes do primeiro grau, apresentamos
exemplos de aplicacdes de uma equagao do primeiro grau, como

0 que pode ser visto na Figura 10.

7 Disponivel em: https://youtu.be/kuOxKla0o5k. Acesso em: 10 dez. 2022.




Figura 10 - Exemplos de aplicacdo da equagdo do primeiro grau.
Problemas de aplicacdo de equagbes do primeiro grau
e O salario de um funcionario que recebe um salario minimo por més, mais R$: 15,00 por hora extra trabalhada pode ser representado por uma

equagao de primeiro grau: Para construir a lei Matematica que representa essa situacao, considera-se a letra H para representar a quantidade
de horas extras trabalhadas e S para o salario, assim, obtém-se a seguinte equaqéo:3s =1200+15-H

* Uma Empresa E, obteve um lucro L de R$9,00 por produto vendido, esse lucro pode ser representado conforme as vendas desse produto. Para
construir a lei Matematica considera-se a letra P como representacao para os Produtos vendidos, e L para o Lucro, assim obtém se a seguinte
equagdo: L=9-P

Fonte: Os Autores (2022).

Com esses exemplos, esperamos que ocorra a compreensao
da importancia da equagdo de primeiro grau no cotidiano. Nos
outros capitulos desse Objeto, que é um livro digital, apresentamos

métodos para resolver uma equagao e problemas de aplicacao.

2.3. AREAS DE FIGURAS PLANAS

O conceito de area tem sua importancia no curriculo de Ma-
tematica da Educagdo Basica, principalmente pela aplicacao
no cotidiano e nas praticas profissionais e sociais, como por
exemplo, estimar a medida da area de um terreno, pintar uma
parede, colocar ceramica num piso, construir uma horta ou um
jardim, além de permitir a articulagdo com outros conceitos da
Matematica como: fragdes, produtos notaveis, perimetro, teorema
de Pitagoras, razao e proporc¢do, equacdes. Estabelece, também,
conexdo com outras disciplinas, como Geografia, Ciéncias, Fisica e
Quimica. Motivo que nos conduz a pensar que o conceito de area

no curriculo carece de uma construgdo conceitual.

Douady e Perrin-Glorian (1989) categorizaram a aprendizagem
dos estudantes em relacdo ao conceito de area em concepcoes
geomeétricas e concepgdes numéricas, afirmando, em sua pesquisa,

que alguns desenvolveram uma concep¢ao geométrica ou uma
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concepg¢ao numérica, ou ambas, mas de forma isolada. Nas con-
cep¢des numeéricas s6 sdo considerados os aspectos pertinentes
para o calculo, enquanto que nas concepgdes geométricas ocorre

confusdo entre area e superficie, perimetro e contorno.

Assim, tomar a abordagem do conceito de area como grandeza
corresponde a distinguir trés quadros: o geométrico, constituido
por superficies planas (quadrado, paralelogramo, tridngulo); o
numeérico, consistindo nas medidas das superficies planas, e o das
grandezas, constituido por classes de equivaléncia de superficies
de mesma medida. Expressdes compostas de um niimero e de
uma unidade de medida determinam uma maneira de designar

area como grandeza, como por exemplo, 4cm?; 12,5m?; e 100mm?.

Areas de Figuras Planas® é um OA construido na plataforma
Google Slides e nas construcgdes utilizamos contribuicdes de di-
ferentes autores, disponibilizadas gratuitamente na plataforma

GeoGebra on-line.

Para iniciar o estudo, partimos de alguns questionamentos

arespeito de:
(i) O que é uma fronteira?

(ii) Como podemos definir uma medida relacionada ao tama-

nho de uma regiao?

A partir desses questionamentos, buscamos incentivar o estu-
dante na compreensao do conceito de area de figuras planas, de

modo que, para ter uma area, precisamos de uma regido limitada

8 Disponivel em: https://docs.google.com/presentation/d/1ChMgWXSeMe41g88N_
U6gy0axl16FvT-T_R8EnEM3fKsw/edit#slide=id.gdef1a46373_0_1.




por uma fronteira; assim, o conceito de area esta diretamente

relacionado com a medida dessa regido limitada.

Apos essa introdugdo, apresentamos videos de professores
explicando brevemente esse conceito, promovendo uma relagao
entre Matematica e Geografia, como por exemplo, proposto no
video disponivel no link: https://youtu.be/Rp83EYQtr5w.

Também apresentamos exemplos de figuras planas presentes
no dia a dia. [lustramos um exemplo na Figura 11, de uma bicicleta
que conta com formas geométricas em sua composigdo circular

nas rodas e triangular em seu quadro.

Figura 11 - Exemplo de figura plana.

TR T
VS z By UL N .u.;,,.fc

Fonte: Google Imagens (2022).

Depois dessa contextualizacao do tema, passamos para a
discussdo das demonstracdes das formulas para o calculo de
areas. Neste OA utilizamos construgdes disponiveis no GeoGebra.
Para a introdugao e discussao das férmulas, no caso do exemplo

aqui apresentado, que é o losango, visualizamos a reducdo ao
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retangulo de lados correspondentes a diagonal menor e o outro
lado correspondente a diagonal maior, dividida por 2, como na
Figura 12.

Figura 12 - A férmula para o célculo da area do losango.

% (i

Movimente o ponto ao longo do segmento g M ovimente o ponto ao longo do segmento )
- -

i i !

: ; ;

| ‘ : Dxd

: : D Area = 5

i ! P

H Tl 1

| ' 0

D D:

| ' \ d U

' ' \ U

| i \ ’

| i \ U

| i \ U

| | A4

i H A\ Y4
=0s b v

T | b |
d d

Fonte: GeoGebra on-line’.

Nessa figura, podemos observar a verificacao da férmula de
area do losango, que é feita a partir de uma translacao, transfor-
mando o losango em um retangulo, nduzindo visualmente que a
férmula da area é igual a diagonal menor (d) multiplicgda pela

. . D . p ; —
metade da diagonal maior (;), ou seja, adreaé A = d. 7

Nesse OA também verificamos as formulas para o calculo da
area do circulo, do tridngulo, do retangulo, do paralelogramo e
do trapézio. E na integracdo desse OA, estdo propostos problemas

de aplicac¢ao, como o destacado na Figura 13.

9 Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/hc37vrtd. Acesso em: 10 set. 2024.




Figura 13 - Problema de aplicacdo de Areas.
PROBLEMAS DE APLICACAO DAS AREAS

2-Calcule as areas presentes na figura da Bandeira do Brasil, conforme as
medidas destacadas:

- 200 cm -

140 cm

Fonte: Google Imagens.

Nesse problema de aplicacdao exploramos as areas do retan-
gulo, losango e circulo, em uma superficie muito conhecida, um

simbolo nacional, que é a bandeira do Brasil.

A partir das atividades previstas nesse OA, valorizamos tare-
fas que envolvem comparagdes e estimativas, o uso de medidas,
dados numéricos, ou, ainda, possibilidades de estimar qual a me-
dida da area da sala de aula, por exemplo, sem que sejam dadas
as dimensodes da sala, tarefas que contribuem para a construcao
do conceito de area como grandeza, por meio de problemas do

dia a dia e, também, sociais.

18

|P3usWDpUNy oulsud o pind pdi3PWeIPW wabbzipusidp sp soyalqQ :¢ ojnydo



1x3 @ psinbsad a43us 0R3P|ND13ID DW( :PIIDWSID|N SP S310SS840.1d 9P op3pw.Io] bu sippbIq spibojouds] zg8

opsua

2.4. A ANALISE GRAFICA

Uma forma de apresentar dados para descrever informacdes
€ a partir de tabelas e graficos estatisticos que fazem parte de
uma linguagem universal, que hoje podem ser vistos com grande
frequéncia nos meios de comunicac¢ao. Desse modo, o recurso da
linguagem grafica torna possivel a organizacdo de dados cole-
tados em pesquisa, utilizando nimeros para descrever fatos em

tabelas e graficos.

Os educadores matematicos, em qualquer nivel de ensino,
sentem-se comprometidos com a construc¢ao da cidadania, ao
considerarem o ensino de estatistica, como por exemplo, a andlise
de dados. Consequentemente, o trabalho com a estatistica também
podera auxiliar o estudante no desenvolvimento do raciocinio
critico, integrando-se as distintas disciplinas (LOPES, 2004).

O Objeto voltado para a analise grafica é uma proposta de
atividades para a Unidade Tematica - Probabilidade e Estatistica,
do 92 Ano do Ensino Fundamental (BRASIL, 2018), desenvolvi-
do no software GeoGebra integrado a plataforma Google Slides,
ambos de acesso livre. Este OA se divide em dois capitulos: no
primeiro, apresenta uma introducao a analise grafica, com o
objetivo de incentivar a interpretacdo na relacao com situacdes
hipotéticas, exploracao de graficos, além de questdes de anali-
se grafica e de construcdo; no segundo, trata de problemas de
aplicacdo a respeito do tema vacinagao e casos confirmados de
Covid-19. Apresentamos a oportunidade de fazer uma aplicacao
dos conceitos desenvolvidos na primeira parte do objeto, a partir

de uma sequéncia de questdes que buscam explorar o grafico



relacionadas aos casos confirmados e indices de vacinagdo, com
dados obtidos no site Our world in data, que pode ser acessado
pelo link: https://ourworldindata.org/coronavirus.

2.4.1. INTRODUCAO A ANALISE GRAFICA

Para iniciarmos a discussao, partimos da tabela dada na Figura
14, necessaria para completar um grafico de setores, buscando
explorar suas caracteristicas de construcao, a apresentagao das
informacdes, a relacdo parte-todo em percentuais e a analise das

informacdes presentes no grafico de setores.

Figura 14 -Tabela das vendas de trés empresas.

Vendas de Empresa A Empresa B Empresa C
carros em um
ano.
Quantidade 43 37 22

Fonte: Os Autores (2022).

Na sequéncia, construimos um grafico de setores, no GeoGe-
bra, para representar os dados da Figura 14. Assim, podemos
conferir, no grafico de setores da Figura 15 a porcentagem das
vendas que cada empresa obteve no ano. Com essa atividade, a
partir daregra de trés, podemos investigar a representacgao gra-
fica com a correspondéncia dos dados da tabela para completar

o grafico no livro digital.
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Figura 15 - Grafico de Setores: Representacdo de vendas de trés

empresas.

.A/ﬁ(b@@a’;X:ﬁ«sf:{z;O\E

Empresa A. [_]
Empresa B. [l
Empresa C. [l

Fonte: Os Autores (2022).

Com esse grafico, é possivel aplicar a regra de trés, discutimos
a nocao de angulo e setor circular, ou seja, os 3602 do circulo
representam os 102 carros vendidos no ano, e a quantidade de
carros vendidos sera relacionada com o angulo correspondente.
Um esquema da representacdo dessa regra de trés é dado na

Figura 16.

Figura 16 - Esquema da representacdo da regra de trés sobre os carros

vendidos.

102 carros @——————@ 360°

carrosempresa (A,BouC) @¢——@ X

Fonte: Os Autores (2022).



Apés completar o grafico de setores, ainda sdo feitas algumas
atividades que podem ser conferidas na sequéncia deste capitulo
do livro digital no GeoGebra, que conta com outras atividades
exploratorias relacionadas a graficos de barras e de linhas. Esse
OA pode ser acessado de forma completa pelo link: https://www.
geogebra.org/m/jdh685uw.

Os professores em formacao que fizeram parte dessa A¢ao de
Extensdo demonstraram interesse e participaram de forma ativa
das atividades relacionadas aos conceitos da Estatistica a partir
de tabelas e graficos. Essa participacdo colocou em destaque a
importancia de se trabalhar metodologias que possibilitem a in-
teracgao, por meio de recursos diversificados, pois o computador
nos auxilia quando apresenta suas planilhas e graficos para os

fatos e fenomenos da realidade.

3. CONSIDERACOES FINAIS

Os quatro OA se justificam, uma vez que podem contribuir para
o desenvolvimento de aulas de Matematica e torna-las mais
interativas, contemplando resolucdo de problemas, histéria da
Matematica, representacdo geométrica, representacdo algébri-
ca, representacdo grafica e estatistica, verificacdo de férmulas,
comparacdo de fragdes e operacdes. Assim, com o auxilio de tais
recursos oferecidos pelos OA, pode despertar nos estudantes o

interesse em estudar Matematica de forma pratica e ilustrada.

O Estudo de Fragées por meio do OA a ser utilizado no 62 Ano
do Ensino Fundamental foi construido no GeoGebra em forma

de livro digital, assim como o objeto para o Estudo de Equagbes
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do 72 Ano do Ensino Fundamental. O software Mathigon e o
Google Slides também foram utilizados para configurar e gerar
ilustragdes em ambos os OA. O Estudo de Areas de Figuras Planas
do 82 Ano do Ensino Fundamental é um OA que foi construido na
plataforma Google Slides e nele utilizamos, também, construgdes
de diferentes autores, que as disponibilizaram gratuitamente na
plataforma GeoGebra. Por fim, A Andlise Grdfica é uma proposta
de atividades para a Unidade Tematica - Probabilidade e Estatis-
tica do 92 Ano do Ensino Fundamental, cujo OA foi desenvolvido
no software GeoGebra integrado com a plataforma Google Slides,

ambos de acesso livre.

Outro fator que torna os OA validos para o ensino de Matema-
tica é o uso do GeoGebra, o que possibilita uma interacdo com
as Tecnologias Digitais, facilitando a visualizagao das figuras
geométricas e, também, criando possibilidades de manuseio
geométrico e algébrico. Além disso, coloca o estudante diante de
questdes para refletir e responder no livro presente no préprio
computador, celular ou tablet, apresentando assim possibilidades
de investigacdo Matematica, pesquisa, resolu¢do de problemas e

analise Matematica desde o Ensino Fundamental.
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CAPITULO

CONSTRUGCAO DE CONCEITOS
E ALGORITMOS NA MULTIPLICAGCAO
DE FRACOES

Pedro Augusto Pereira Borges”

1. INTRODUCAO

0 ensino de fragdes é bastante discutido no ambiente académico,
seja como objeto de trabalho de cursos de extensdo, de oficinas
e minicursos em eventos, seja nas publicagdes em peridédicos.
0 enfoque dominante é a busca por estratégias alternativas de
ensino. Na pesquisa de Dionisio et al. (2019) foram analisadas
19 pesquisas em 12 edi¢des do Encontro Nacional de Educagdo
Matematica (ENEM) e 14 edi¢des do Encontro Paranaense de
Educacao Matematica (EPREM), realizadas até o ano de 2017,
sobre o ensino de fracdes, agrupadas em trés categorias: jogo,

10 Doutor em Engenharia Mecanica pela UFRGS e Pés-Doutor em Ciéncia, Tecnologia
e Educacgédo Cientifica pela UFSC. Professor Adjunto da UFFS, Campus Chapecé/SC.
Professor permanente do Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional
- PROFMAT. Lider do GPEMAT - Grupo de Pesquisa em Educagdo Matematica. pedro.
borges@uffs.edu.br. ORCID: https://orcid.org/0000-0002-0087-5806
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uso de softwares e outras estratégias. Esta presente, nesses tra-
balhos, a iniciativa de significagdo do conceito de fracao (como
relacdo entre partes e todo ou razdo entre dois nimeros inteiros),
fracoes equivalentes e resolugdo de problemas, o que mostra,
por um lado, a importancia do tema para a Educagao Matema-
tica e para as praticas pedagogicas e por outro, a restricdo em
abordar predominantemente a parte introdutdria, com poucas

referéncias as operacgoes.

Por sua vez, no ensino de fracdes efetivamente praticado nas
escolas, percebe-se o carater fortemente algoritmico, limitado
a execugdo de regras que, se memorizadas, levam a aplicagdo e
ao resultado correto. Nessas praticas, o trabalho do professor
é promover treinamentos para desenvolver as habilidades e os
materiais de ensino, além de exercicios escritos, sdo os jogos vir-
tuais, na tentativa de oportunizar treinamentos menos tediosos,
os quais diferem das listas, mais pela forma digital, do que pelo
conteudo. Como observam Amorim e Damazio, “muitas vezes,
dependendo da concepcgdo, a corrida é em busca de recursos di-
daticos alternativos que prendam a atenc¢ado do aluno, entendida
como condi¢do primordial para a aprendizagem matematica”
(2007, p.1). Essa opcdo didatica é pratica estabelecida nas escolas
e os resultados ndo sdao animadores, visto o grau de dificuldades
que os alunos tém mostrado no final do Ensino Fundamental e
no Médio, quando precisam operar com fracdes. Cancelamentos
indevidos e confusao entre os procedimentos das operagoes de
adicao e da multiplicagdo sdo apenas alguns exemplos de erros
comuns. Além disso, e principalmente, o ensino via memoéria e

treinamento é pobre em processos cognitivos e ndo desenvol-



ve a capacidade de observar, analisar, argumentar e justificar,
proprias da atividade do matematico, justamente porque nao é

desenvolvida uma consciéncia dos procedimentos.

A abordagem de Amorim e Damazio (2007) difere dos traba-
lhos acima citados em pressupostos e abrangéncia. Com base na
Teoria Historico-Cultural, os autores admitem o uso dos mate-
riais didaticos de forma reflexiva para a significacdo geométrica
dos conceitos atrelados as fracdes e vao além da representacao
e equivaléncia, deduzindo conceitualmente os algoritmos das

quatro operagoes com fragoes.

As dificuldades de aprendizagem com as operacoes de fracoes
também podem ser devido a natureza do préprio conceito, que é
mais complexo do que outros ensinados no Ensino Fundamental,
como o de numero natural, por exemplo. Os significados ndo sao
tao evidentes nas fragdes, como nos nimeros naturais, em que
as criangas associam o simbolo de um nimero a quantidade de
objetos mais facilmente, do que a representagao simbdlica das
fracdes, como divisdo entre dois nimeros inteiros (numerador/
denominador) as partes de um inteiro. Entender o significado é
mais simples do que ou ainda . Diante desse quadro de dificul-
dades, pode-se entender porque muitos alunos tém aversdo ao

uso da linguagem de fragdes para resolver problemas.

Sem a pretensdo de superar todas essas dificuldades com
alguma técnica de ensino que seja efetiva para qualquer aluno e
escola, este texto coloca-se como uma contribuicdo para nfren-
ta-las, admitindo que o ser humano tende a dedicar-se mais as
coisas, aos fatos, as acdes que consegue entender melhor e, por

isso, desenvolve por elas um certo gosto. Assim, o presente tra-
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balho tem como objetivo analisar a construgdo de conceitos e a
elaboracdo de algoritmos na multiplicagdo de fragdes, em ativi-
dades de ensino que enfatizam a significagdo com a manipulacao

de materiais didaticos, o dialogo e a argumentacdo matematica.

0 material de ensino apresentado neste capitulo é uma re-
flexao sobre parte da apostila “Atividades de ensino de fragdes:
construcao de conceitos e algoritmos”!!, elaborada no Laboratdrio
de Educacdo Matematica (LEM) do Curso de Licenciatura em
Matematica da Universidade Federal da Fronteira Sul (UFFS),
Campus Chapecé/SC, em 2018, com o objetivo de reunir mate-
riais e procedimentos de ensino que constituissem uma base
material para representar os conceitos, as propriedades e os
algoritmos das operagdes com fracdes. A apostila ficou disponivel
para cursos de extensao, pesquisa de componentes curriculares,
aplicacdo em sala de aula, Trabalhos de Conclusado de Curso e
estagios. Desde entdo, a apostila tem sido visitada, adaptada e
melhorada. No Trabalho de Conclusao de Curso de Lansing (2018),
parte das atividades foram aplicadas em uma turma de sétimo
ano do Ensino Fundamental de uma escola publica de Chapec6/
SC e observados os percursos de superacao das dificuldades dos
educandos ao realizarem as atividades propostas. O material foi
apresentado na integra, como oficina, no III Simpésio da Formacao
do Professor de Matematica da Regido Sul em 2018, cujas discus-
sdes contribuiram para o aperfeicoamento da proposta inicial.
A apostila também foi utilizada como referéncia para o ensino
das operagdes com fragdes e ponto de partida para a elaboragao

de materiais alternativos em algumas edi¢cdes do componente

11 Aapostila é mencionada neste texto com a referéncia Borges (2018).



curricular de Laboratorio de Ensino de Matematica I, do Curso
de Licenciatura em Matematica da UFFS, Campus Chapecd. Em
2022, parte do material foi apresentada como oficina on-line no
Projeto “Formacdo de Professores de Matematica da Educag¢ao
Basica, acdes com tecnologias digitais, objetos de aprendizagem
no contexto da politica educacional da BNCC”, agregando o uso

de recursos computacionais nas atividades.

Neste capitulo, sdo apresentadas e analisadas apenas as ati-
vidades de multiplicacdo, devido ao limitado espaco disponi-
vel. Como base teorica, a Teoria dos Campos Conceituais (TCC),
evidencia os componentes do processo de conceptualizacdo, na
segunda secdo, juntamente com as possiveis contribui¢cdes do
manuseio de materiais didaticos nesse processo. As atividades
de ensino sobre multiplicacao de fragdes sdo descritas na terceira
secdo, acompanhadas da andlise das potencialidades de gerar
argumentacoes, que justificam os procedimentos e resultados
obtidos com a andlise das a¢cdes sobre o material didatico. Nas
consideracdes finais sdo sintetizadas algumas observacgoes, tais
como a transformacao dos conceitos, os processos indutivos e a
generalizacdo, os processos dedutivos na Escola Basica e impor-

tancia da linguagem na elaboracdo de algoritmos.

2. OS PROCESSOS DE CONCEPTUALIZACAO
E ELABORACAO DE ALGORITMOS

A Teoria dos Campos Conceituais (TCC), de Gérard Vergnaud, evi-
dencia os processos de aprendizagem de conceitos matematicos e

os fendmenos de sala de aula, motivo pelo qual foi adotada como
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referencial tedrico para fundamentar a proposta de elaboracao
dos algoritmos da multiplicacdo de fra¢des, a partir da manipu-
lacdo, observacgao e analise do material didatico.

2.1. A TEORIA DOS CAMPOS CONCEITUAIS

Para compreender e aplicar a TCC é necessario explicitar
alguns termos e locu¢des empregados na sua formulacgao, tais
como conceptualizagdo, campo conceitual, situacdo, invariantes,

representacao simbdlica, atividade, mediagcao e esquemas.

0 campo conceitual é, para Vergnaud,

[...] um conjunto de situagdes cujo tratamento implica em esquemas,
conceitos e teoremas, em estreita conexdo, assim como as represen-
tacdes de linguagem e representacdes simbdlicas suscetiveis de serem

utilizadas para epresenta-los (2017, p. 18).

Mais precisamente, um conceito em geral é constituido como
um tripleto de trés conjuntos: o conjunto de problemas, situagdes
reais ou imagindrias cujos objetos, fatos e agcdes tenham sentido
para o sujeito (S); o conjunto dos invariantes (I) ou ideias que
identificam os objetos, propriedades ou relacées que viabilizam
o reconhecer, referir-se, operar, analisar ou dominar essas situa-
coes (os significados); e o conjunto das representagdes ® desses
invariantes mediante uma linguagem (os significantes), seja ela
natural (oral, gestual, corporal) ou simbdlica (escrita, pictorica,
grafica ou matematica), o que viabiliza o pensamento individual
e o compartilhamento com os outros (MOREIRA, 2002, p. 10;
PLAISANCE e VERGNAUD, 2003, p.76).



Nessa concepc¢do, um conceito matematico nao esta isolado,
ja que uns sdo necessarios para a construg¢do dos outros. Para
conceituar fracdes, por exemplo, sdo necessarios varios outros
conceitos, tais como nuimero, inteiro, parte, numerador e deno-
minador. Por sua vez, fracdo é associada ao conceito de razao

entre dois inteiros.

A aprendizagem, na TCC, é um processo de adaptacao dos
conceitos a novas situagdes - portanto um processo pelo qual
ocorre o aumento de conhecimentos - que conforme Plaisance

e Vergnaud,

[...] depende de quatro grandes ideias: a atividade do sujeito que
aprende, a oferta de situacdes favordveis ao aprendizado, a me-
diacdo por parte das pessoas que o rodeiam, a utilizacdo de formas
linguisticas e de formas simbélicas para comunicar e representar.

(2003, p. 64-65).

A atividade supde ag¢des de iniciativa do sujeito, tais como
perceber o real, separar e agrupar coisas de acordo com algum
critério, ordenar, modificar o real, fazer hip6teses sobre essas
modificagdes, testar, julgar por si mesmo e resolver problemas.

De acordo com Plaisance e Vergnaud,

Desde a mais tenra idade o bebé dé prova de uma intensa atividade
perceptiva e gestual em relacdo aos objetos de seu meio ambiente;
e é essa atividade que lhe permite extrair relacdes estdveis entre as

acdes e seus resultados, e entre os objetos (2003, p. 66).
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A atividade é movida por interesse, curiosidade, objetivos e
ocorre mediante esquemas que o sujeito elabora e executa, com-
postos por elementos abstratos (regras, defini¢cdes, conceitos,
desejos, sentimentos) e reais (informacgdes do meio obtidas pelos
sentidos, agdes fisicas de tocar, mover, falar), para transitar pelos
conjuntos dos sentidos, dos invariantes e das representagdes
(S-I-R), adaptando, substituindo e lapidando os conceitos. “Na
verdade, sdo os esquemas que se adaptam, isto é, as formas de
organizacdo da atividade; estes se modificam ao enfrentar-se
novas situagdes” (VERGNAUD; MOREIRA e GROSSI, 2017, p. 18).
A analise dos esquemas desenvolvidos em uma atividade mostra
o caminho percorrido pelo sujeito para elaborar um estagio do

conceito a aprender.

O esquema é uma totalidade dinamica funcional, uma organizacéo
invariante da conduta, quanto a uma certa classe de situagdes. Essa
organiza¢do comporta objetivos e esperas, regras de a¢éo, tomada
de informacdo e de controle, e é estruturada por invariantes opera-
térios, isto &, conhecimentos adequados para selecionar a informacéo
e processa-la (conceitos-em-ato e teoremas-em-ato) (PLAISANCE e
VERGNAUD, 2003, p. 66).

Diferentes tipos de esquemas sdo usados em cada situagao:
perceptivo-gestuais, para contar objetos apontando com os dedos
ou agrupando unidades; pictoricos, para desenhar um croqui,
fazer um grafico ou um diagrama; verbais, para fazer um discur-
so; sociais, para seduzir outra pessoa ou gerenciar conflitos; e
algoritmicos, para a execucao de uma série de passos ao resolver

um problema.



Os invariantes operatorios, por sua vez, sdo os conhecimentos,
os conceitos contidos nos esquemas, designados como concei-
tos-em-acdo e teoremas-em-a¢do. Os primeiros podem ser um
objeto, um predicado, ou uma categoria de pensamento tida como
pertinente, relevante. Os segundos sdo proposi¢cdes tidas como
verdadeiras sobre o real, sendo que ambos podem se manifestar
pelo discurso ou pelas acdes. “Expressamos nossos conhecimentos
tanto pelo que dizemos (forma predicativa) como através do que
fazemos em situacdo (forma operatéria)” (VERGNAUD; MOREIRA
e GROSSI, 2017, p. 19).

0 aspecto provisoério do conceito, em estado constante de
complementacdo pela vivéncia e interagdo com os outros, é outra
caracteristica da formacao dos conceitos, destacada por Verg-
naud (2018, p.15),

[...] A Conceptualizagdo é, em primeiro lugar, um processo. Podemos
falar da Conceptualizagdo como resultado desse processo, mas antes
de mais nada é um processo. Comeca-se bem cedo o processo de
Conceptualizacdo, bem crianga ainda e nunca jamais se termina. A
gente acaba descobrindo aspectos que ndo tinha previsto. Sé nos resta
trabalhar outra vez, refletir de novo, repetir, também ser ajudado,

auxiliado pelo outro. Trabalhar com o outro é importante.

ATCC, por detalhar a formacao dos conceitos, principalmente
pela ideia de campo conceitual, composto pelos conjuntos S-I-R
e os esquemas, foi base para o planejamento e analise das ativi-

dades de ensino, descritas na secao seguinte.
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2.2. OS CONCEITOS E A ELABORACAO DE
ALGORITMOS PARA AS OPERACOES COM FRACOES

Os algoritmos desempenham uma fungao primordial no ensino
de estruturas matematicas na Escola Basica e particularmente no
ensino de fragdes. Davis e Hersh (1980) referem-se ao algoritmo
como uma construcao, ou seja, uma sequéncia de passos que leva
aum resultado. Por exemplo, existem varios algoritmos para cal-
cular a raiz quadrada de 2'%. Cada passo desses algoritmos tem
a suajustificativa matematica e é através dela que o algoritmo é
elaborado. As operagdes com fracdes também podem ser escritas
como algoritmos, cujos passos tém seus sentidos, significados e
justificativas. Assim, uma abordagem de conceptualizagdo sobre
a construcao de algoritmos significa, necessariamente, atribuir
algum sentido para cada passo e escrevé-lo com uma representa-

¢do simbdlica que permita clareza e agilidade, durante a execucao.

Considerando os pressupostos da TCC, foram desenvolvidas
atividades com o objetivo de promover o entendimento concei-
tual dos algoritmos operatérios das fragdes, de tal forma que os
conceitos matematicos em si (invariantes) e as diferentes repre-
sentacdes simbdlicas ficassem evidentes nos sentidos fisicos e/
ou pictdricos (material didatico). Tais elabora¢des sdo sequéncias
de transformacgdes dinamicas dos sentidos e das representacdes
que ocorrem com base em argumentacao légica e se estabelecem
no grupo de atores (alunos e professor) de forma dialdgica, tal
como uma investigacio matematica em nivel escolar. E importante

observar que nem os materiais em si, nem suas representagoes,

12 Algoritmos para calcular raiz quadrada ndo inteira, cujos sentidos de cada passo
sdo geométricos (area de quadrados) e escritos em linguagem algébrica, podem ser
encontrados em Hogben (1970, p. 292).



promovem sentido ou significacdo dos conceitos. Quem faz essa
tarefa sao os individuos, individualmente e/ou em grupo. Com
bem menciona Lorenzato (2009, p. 21), “convém termos sempre
em mente que arealizacdo em si de atividades manipulativas ou
visuais ndo garante a aprendizagem. Para que esta efetivamente
acontega, faz-se necessaria também a atividade mental”. Para que
esse processo seja possivel na dindmica e tempos escolares, se
impde a mediacdo do professor, como propositor de situacdes de
aprendizagem, incentivador da investigacdo e sistematizador da
conceptualizagao. Esse processo é ilustrado esquematicamente
na Figura 1.

Figura 1 - Processo de investiga¢do e conceptualizacéo.

Material
Didatico

3 E R N intuigéo
i x% ABSTRAGAD) jniyeo
ALUNOS E
PROFESSOR
expressao oral

Testes
empiricos

nao

escrita natural

Representacao
simbdlica

N/ deduca
[Demonstragao| e

Fonte: O autor.
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E da observacdo de fatos, do reconhecimento de efeitos, da
manipulacdo dos objetos e da verificacao de regularidades no
material didatico que ocorrem as indugdes de regras e algoritmos.
E um processo de abstragdo que passa por discussdes, testes,
acordos, exemplos e contra exemplos, até chegar a alguma forma
escrita. Namedida em que aregra é testada com sucesso, pode ser
expressa em linguagem matematica e utilizada efetivamente em
exercicios e resolu¢do de problemas. Evidentemente, o esquema
(no sentido dado por Vergnaud a esse vocabulo) material didati-
co-acdo-regra tem como base a evidéncia empirica, ainducao e,
como tal, ndo constitui uma demonstracao matematica formal.
Mesmo assim, ndo deixa, necessariamente, de ter sentido l6gico
ou nao ser verdadeiro. A demonstracgdo, por sua vez, deve ser
obtida apenas com conceitos, simbolos e regras logicas e, devi-
do ao seu grau de abstragdo, requer cuidados especiais quando

proposta no Ensino Fundamental, como recomenda Lorenzato:

Essa trajetéria € semelhante & que se deve fazer para conseguir o
rigor matematico: para consegui-lo, com seus vocdbulos, expressées,
simbolos e raciocinios, é preciso comegar pelo conhecimento dos alu-
nos, que é um ponto distante e oposto ao rigor matematico porque

é empirico e baseado no concreto (2009, p. 23).



3.ANALISE DE ATIVIDADES DE ENSINO SOBRE
MULTIPLICACAO DE FRACOES

Nesta secdo, sdo apresentadas atividades de investigagao Mate-
matica que atribuem sentido e significado ao algoritmo da mul-
tiplicacao de fracdes. Também sao discutidas possiveis solugdes
com sentidos na forma de desenhos e a respectiva representacao
simbdlica, suficientes, minimamente, para a construcao dos
conceitos e a elaboracgdo das regras operatoérias em diferentes
linguagens. Procedimentos semelhantes podem ser executados
com as outras propriedades e operagdes das fragdes, como os

procedimentos disponiveis em Borges (2018).

Como o objetivo do presente texto é discutir a conceptualiza-
cdo, é apresentada apenas uma atividade para cada etapa desse
processo. Em caso de aplicacdo em sala de aula, com criancas ou
adolescentes, essas atividades precisam ser ampliadas com mais
exemplos e exercicios, para que seja oportunizado o desenvolvi-
mento de habilidades de relacionar as transformacdes efetuadas
com o material concreto as suas respectivas representagdes com

simbolos matematicos.

3.1. SENTIDO DA DEFINICAO DE MULTIPLICACAO COM
NUMERO NATURAIS

Para entender os sentidos e significados da multiplicagdo de
fracdes, sdo necessarios varios outros conceitos: fracao, nume-
rador e denominador, fragdes equivalentes e comparagao de
fracdes. Além disso, sdo também necessdarias habilidades, tais

como: escrever a fracao, dado o desenho (ou material didatico)
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do inteiro e das partes, e vice-versa; calcular a quantidade da
fracdo de um inteiro qualquer continuo ou descontinuo. Ativi-
dades com tais conceitos e habilidades podem ser encontradas
em Borges (2018).

O conceito de multiplicacdo com nimeros naturais é bastante
simples, mas é necessario que seus sentidos sejam explicitados
claramente. Caraca define a multiplicacdo de dois nimeros (fa-
tores), como “uma soma de parcelas iguais” (1984, p.18). O pri-
meiro (multiplicador) indica o nimero de vezes que o segundo
(multiplicando) deve ser adicionado repetidamente. Observa-se
que os fatores tém sentidos diferentes. Enquanto o primeiro
significa o nimero de vezes, o segundo é uma quantidade a ser
adicionada repetidamente, como ilustrado, para um caso parti-
cular, na Figura 2. Arepresentacao da multiplicacdo com objetos
e/ou desenhos é uma alternativa para atribuir sentidos reais ou
pictoricos da definicdo. Na Figura 1, o sentido do multiplicando
sdo as quatro bolinhas, as quais sdo repetidas 3 vezes (o multi-
plicador é 3). Os alunos podem facilmente verificar que resultado
esta correto, por evidéncia empirica, somando os trés grupos de
quatro bolinhas, como sugere a leitura de trés vezes quatro. Esse
recurso de representar a operagao escrita com fracdes mediante
desenhos serd empregado como sentido pictdrico nas atividades

de multiplicacdo de fragdes.

Figura 2 - Representacdo pictérica da multiplicagdo: caso particular.

— 00,00,00 _
3x4 = FE+35'00 = 12

vezes‘ lquanﬁdade

Fonte: O autor.




A Figura 3 é uma representacdo em linguagem simbolica que

generaliza casos particulares, como o sugerido na Figura 2.

Figura 3 - Representa¢do simbélica da definicéo de multiplicacdo.

Multiplicar n - g, significa adicionar a, n
vezes.

n-a=at+at+a+_ . +a

| n vezes |

Fonte: O autor.

Tem-se, nessa passagem, uma abstracdo significativa e um
ganho de linguagem, ja que foi possivel representar muitos casos
com uma frase matematica tao simples. A habilidade de repre-
sentar genericamente usando simbolos é fundamental para es-
crever os algoritmos. No entanto, é imprescindivel que os alunos
associem os sentidos dos simbolos aos casos particulares, para
que a leitura e a significacao dessas frases se efetivem. O leitor
deve observar que, na passagem das representacoes ilustradas
na Figura 2 para a 3, alunos e professores percorrem duas eta-
pas de abstragdo: primeira etapa, da acao concreta de elabora-
¢do do desenho (poderia ser substituido por material didatico,
bolinhas, tampinhas, ...) para a representacdo com niimeros (na
Figura 2) e segunda, da generalizagdo de um caso particular, com
um teorema-em-ac¢ao (na Figura 3), para usar a linguagem de
Vergnaud. Nessa mesma passagem sdo empregados varios tipos
de linguagens: linguagem natural falada e escrita, representacdo

pictorica (desenhos), simbolos matematicos numéricos e letras.

} 9p op3pd1di3jnw pbu sowiIoB|P 3 s0318dU0d Bp or3NnJ3suo) iy ojnpdp) €O

s2030.



1x3 @ psinbsay s43us 0R3P|NJ13UD DW( :PIIDWSID|N SP SS40SS8}0.1d Sp OR3PW.Io] bu siPHBIQ spiBojouda] Q|

opsua

A conceptualizacdo, nesse caso do campo conceitual da multi-
plicagdo de nimeros naturais, ocorre com diferentes sentidos e
representagoes, sendo a definicdo de multiplicacao o conceito

invariante, nos termos da TCC.

3.2. SENTIDO DA MULTIPLICACAO DE INTEIRO POR
FRACAO

Usando a definicdo da Figura 3 e ampliando seu sentido para
numeros fracionarios, pode-se representar uma multiplicacdo de
inteiro por fragdo com o material didatico, conforme a Figura 4,

para um caso particular:

Figura 4 - Multiplicacdo de inteiro por fracdo.

Fonte: O autor.

O sentido do primeiro fator é o nimero de vezes que o segundo
deve ser repetido, de acordo com a definicdo de multiplicacao.
Nesse caso, o segundo € a fracdo, cujo sentido é uma das quatro
partes do inteiro. Entdo, basta adicionar trés vezes, o que resulta
em , de acordo com o que o aluno deve ter aprendido, quando

estudou a adicdo de fragdes de mesmo denominador.



Depois de fazer outros produtos com o material didatico e ob-
servar o que ocorre com as respectivas representacoes simbolicas,
é possivel que os alunos elaborem uma regra, para tornar esse
tipo de multiplicagcdo mais pratico. Falas do tipo “basta multi-
plicar o n pelo nimero de cima” ou “da pra ver que fica sempre
n vezes o numero de cima, sobre o de baixo” sdo versoes orais
ou escritas em linguagem natural, que podem evoluir para uma

representacao simbolica, tal como a Regra M1:
a_n-a
Regra M1: 1 * ; = T, onde e sdo numeros inteiros,

sendo.

Nessa atividade, pode-se observar que houve uma ampliacao da
definicao de multiplicacao, dos naturais para as fracdes, mediante
uma significacdo concreta. A extensdo, na Regra M1, é o produto
de inteiro por fracdo. Observa-se que a ideia de multiplicar é a
mesma (invariante), mas foi estendida para um outro sentido,

outro tipo de nimero.

O teste com material concreto ou desenhos, nessa situacao,
é o recurso disponivel para verificar se a regra é verdadeira ou
falsa e deve ser aplicado para varios casos particulares. Como
tal, é eficiente e adequado como um processo investigativo para

o nivel de maturidade de alunos da Escola Basica.

Se os alunos ja possuem maturidade para trabalhar com sim-
bolos, a sequéncia de transformacgodes simbolicas mostrada em (1)
leva a mesma expressao da Regra M1: na passagem da primeira
para a segunda igualdade foi usada a defini¢do de multiplicagcdo
ampliada; na passagem da segunda igualdade, foi usada a ideia

de adicao de fracdes de mesmo denominador; e da segunda para
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a terceira, a definigdo de multiplicacdo entre naturais. Nesse
caso, tem-se uma demonstracao simbdlica, que usa definicdes e

propriedades (teoremas-em-a¢ao) conhecidas e aceitas.

a a a a a ata+a+---+a n-a
n L — = - —_— —_— see _—_—— e —
b b + b + b + + b b (1)

Observa-se que os procedimentos da sequéncia (1) nao de-
pendem de verificagdo com materiais concretos, ja que estao
baseados em defini¢des ou em propriedades verdadeiras. Trata-se
de uma elaboracdo matematica, desejavel para a formacgao de
matematicos, mas que merece algum cuidado, se for trabalhada
na Escola Basica. Lorenzato vale-se de uma metafora, ao refor-
car aimportancia do material didatico para se conseguir o rigor
matematico: “O avido retrata bem essa caracteristica aparente-
mente contraditdria do processo educacional: ele é feito para
voar, mas para voar, precisa partir do chdo” (LORENZATO, 2009,
p. 23). Para trabalhar nesse nivel de abstragdo, é fundamental
a compreensao dos sentidos e significados de cada etapa. Para
muitos alunos, os simbolos empregados na Regra M1 e em (1)
podem ndo expressar sentidos semelhantes aos da Figura 4, e
sem esses, sao apenas entendidos como letras ou “coisas” a de-
corar, para quando o professor cobrar em uma prova. E o caso
em que a regra operatoria é fornecida e os alunos a aplicam sem

consciéncia do que estdo fazendo.



3.3. MULTIPLICACAO DE FRAGCAO POR FRACAO

A expansao da definicdo da Figura 2, para multiplicar fracao
por fracdo, pode ser realizada se for atribuido um sentido para o
multiplicador fracionario: O que significa multiplicar um nlimero
por ou por ? Uma sequéncia de exemplos ilustra essa significacdo

nas Figuras 5 e 6.

Figura 5 - Multiplicacdo de fracéo por fracdo: numeradores unitdrios.

1 1
E) - + = significa meia vez (ou a metade) a quarta parte do inteiro, que é
um oitavo desse mesmo inteiro:

- E 1T -0 I I |=||||l|||\

K}

|
1

4
1

.1 _1
Resultado: 5 175"

b) § - = significa fazer a terca parte da metade do inteiro:
1
-] =11 ] =011
a1 ? a
2 6

-1 11
Resultado: S " 352

Fonte: O autor.

Apo6s efetuarem varias multiplicagdes do tipo com o material de
fracdes e observarem a representagcdao numérica dos resultados,
é possivel que os alunos percebam o efeito da multiplicacdo na
representacdo simbodlica e elaborem uma regra para esse tipo

de multiplicacao, semelhante a expressao (2).
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A expressao (2) pode ser ampliada considerando o numera-
dor da segunda fracdo diferente de 1, como ilustra o exemplo

da Figura 6.

Figura 6 - Multiplicacéo de facdo por fracdo: apenas um numerador

unitdrio.

O que significa fazer:

=T
3

8

. % ? significa meia vez as 3 partes do inteiro:

1
- L

Resultado:

NI A

3 3
4 8"

Fonte: O autor.

Observa-se que o resultado obtido na Figura 6 é essencial-
mente empirico. Apds fazer varias multiplicacdes do tipo com
o material de fracGes e trocar ideias com colegas e professor, é
possivel que os alunos observem os resultados e elaborem uma
regra para esse tipo de multiplicacao, semelhante a Regra M2.

a a

1 ~ , . .
Regra M2: — . — — —_, onde e sdo nimeros inteiros,

n b n-b
come.



Com as Regras M1 e M2, pode-se expandir a definicao de
fracoes para o produto entre duas fracdes, como apresentado
na Figura 7.

Figura 7 - Multiplicacdo fracdo por fragdo: caso geral.

a. X . lsignifica meia vez (ou a metade) a quarta parte do inteiro,

2 4
que é um oitavo desse mesmo inteiro:

[ T T =00 T T J=m[1[]]
1

|
1 2
ry ' 8

4.
2

R ltad 1 . 1 1
esulta O.2 —8.

4
b. L. % significa fazer a terca parte da metade do inteiro:
1
-1 ={IT ] =[0I
1 ? 1
2 6

Resultado: X . 1=
3 2

Fonte: O autor.

6 . e . : :
Como o pode ser simplificada, pode-se discutir as proprie-
dades de fracdes equivalentes e a regra do cancelamento nao

apresentadas nesse artigo, mas disponiveis em Borges (2018).
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Ap6és fazer algumas multiplicagdes %-gcom essa sequéncia
de passos e trocar ideias com colegas e professor, é possivel que
os alunos observem os resultados e elaborem uma regra para
esse tipo de multiplicacao, semelhante a Regra M3, que é aregra

usualmente ensinada na Escola Bésica.

Regra M3: a.c - ¢ ,onde e sdo numeros inteiros, sendo
d b-d
edz0.

O exemplo da (Figura 7) é um caso particular, cuja generali-
zacdo leva ao conhecido algoritmo (Regra M3) para o produto
de fracdes. A opcdo apresentada é uma alternativa de esquema
de combinacdo de resultados empiricos e l6gico-simbdlicos. No
Passo 1, a validacao da reciproca da Regra M1 certamente seria
aceita pelos alunos como verdadeira. Algo como “se a = b, entao
b = a”. 0 apelo a verificagdo empirica seguida de generalizacao,
também seria um procedimento natural. Nos Passos 2 e 3, o tra-
tamento é somente simbolico, fazendo substituicdes e usando-se
asregras M2 e M1, respectivamente, ja aceitas como verdadeiras.
Talvez esse teorema-em-acdo seja uma elaboragao esteticamente
ndo interessante, mas é um processo de conceptualizacdo que
possui argumentacao consistente, considerando a liberdade de
aceitar a verificacdo empirica. Nesse sentido, mais importante
do que o rigor matematico é elaborar proposicoes (teoremas,
regras, propriedades) e certificar-se, de alguma forma, de que

sao verdadeiras.

Uma abordagem, em linguagem Matematica, sem o amparo dos
resultados empiricos, poderia ser implementada com a sequéncia

de passos da demonstragao geral, mostrada na Figura 8:



Figura 8 - Multiplicacdo fracéo por fracdo: caso geral.

Considerando a expressao (1), na qual n - % =12
Estendendo a ideia de repetir partes iguais da definicdo de multiplicagéo de

. . 1 . Z: .
inteiros, pode-se entender o produto ~'a como repetir a n-ésima parte de a. Assim:

1 ~ 1
Z.a=% ousen=>b, entdo =-a=2,comb # 0.
n n b b
(3)
Assim, para o caso geral de multiplicagdo de duas fragdes, tem-se:
¢ .

a ¢ 1 c 1 a- [
5 a5 %d"5 4 -bd )

Fonte: O autor.

A sequéncia de transformacgdes (4), mostrada na Figura 8,
levou a mesma expressdo da Regra M3: a expressdo a direita da
primeira igualdade foi obtida usando a reciproca do resultado
da expressao (3) na primeira fracdo; a direita da segunda igual-
dade, foi usada a definicdo de multiplicacdo por inteiro (1); e,
finalmente, a Gltima expressao foi obtida com o resultado (3).
Evidentemente, esse algoritmo requer alguma experiéncia com
a linguagem matematica e merece cuidados se proposto para

alunos do Ensino Fundamental.

Os algoritmos para a multiplicagcdo de fragdes apresentados
nesta secao ndo sao Unicos. Sdo apenas esquemas possiveis. Qutros
podem ser elaborados com o mesmo intuito de argumentar sobre

averdade de teoremas-em-a¢dao com algum tipo de significacdo.
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4. CONSIDERACOES FINAIS

As situacdes de acdo e conceptualizacao criadas nas atividades
propostas permitiram elaborar reflexdes sobre alguns pontos

importantes:

1. A elaboragdo e transformagdo dos conceitos e definicoes:
o ponto de partida das atividades é algum conceito ou
definicdo conhecido dos alunos. De inicio, foi necessario
esclarecer os significados dos termos da definicao de multi-
plicacdo com niimeros naturais e definir novos significados
para o termo vezes, tal como meia vez, terca parte e assim
por diante. O produto com o multiplicador fracionario pode
resultar em um niimero menor que o multiplicando, o que
é um fato novo, considerando a multiplicacdo entre natu-
rais. O conjunto desses teoremas-em-acao e dos conceitos
envolvidos aumentam e complexificam o campo conceitual,
constituindo um saber construido. Essas e outras elabora-
¢cdes semelhantes, com base em testes empiricos seguidos
de abstracdes, dao uma ideia de que alunos e professores

ativos podem criar, propor, escrever e fazer matematica.

2. O material diddtico, os processos indutivos e a generalizagdo:
o material didatico, seja concreto ou pictérico, desempenha
a fungao de atribuicao de sentido e significado, mas essa,
sem a reflexdo sobre o observado, ndo leva, necessaria-
mente, a conceptualizacdo, nem a aprendizagem. Os dados
e fatos proporcionados pela manipulacao do material sdo
casos particulares de operagdes que levam a inducao de



regras (teoremas-em-agao, proposicoes). Se os resultados
confirmam a regra para varios casos, chega-se entdo a
generalizacdo e a respectiva representacdo simbdlica.
Evidentemente, esse procedimento tem apenas a verifi-
cacdo empirica das proposi¢cdes, mas constitui também

uma argumentacao.

Uma questao recorrente nos oficinas de extensao é se
o material didatico facilita a aprendizagem. Considerando
que o processo materiais-observacao-abstragao-conceito
é demorado e requer didlogo e sistematizacdo, ndo se trata
de uma facilitacdo, ja que o processo de abstracao continua
ocorrendo e ainda é acrescido de fundamentacao, podendo
tornar-se até mais complexo, porque é mais consistente
logicamente, do que o ensino da aplica¢ao direta das re-
gras proprio das aulas expositivas. Entdo, ndo seria mais
pratico simplesmente ensinar a usar os algoritmos? Para
Lorenzato, se um professor concebe a Matematica como
“um conjunto de proposicées dedutiveis, auxiliada por
definicdes, cujos resultados sdo regras ou féormulas que
servem para resolver exercicios em exames, avaliagdes,
concursos, [...]" , basta ensinar diretamente essas regras
e aplicar exercicios de memorizacdo. Nesse caso, “nao
conseguimos admirar a beleza e harmonia dela, nem ver
nela um essencial instrumento para cotidianamente ser
colocado a nosso servico” (LORENZATO, 2009, p. 25).

. Os processos dedutivos como ponto de chegada ... quando
possivel: a dedugao das regras de operagdes com fracdes

via processo dedutivo supde o dominio dos sentidos e
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significados abstratos de cada transformagdo simbolica,
como foi mostrado nas expressoes (1) e (4), com os devidos
comentarios sobre as dificuldades de implementag¢do no
ensino fundamental. Porém, se os alunos passaram por um
processo de conceptualizacao e dominam os significados
das representacdes simbdlicas, é possivel que ocorra a
compreensao de cada transformacao efetuada. Observa-se
que ambos os processos indutivos e dedutivos sdo caminhos
para chegar com argumentagdo aos conceitos, proposicoes
e regras e, com isso, a um dominio dos significados, dife-

rentemente do ensino por memorizagao e treino.

As miultiplas representagdes dos algoritmos: nas atividades
propostas procurou-se relacionar cada conceito com o
significado em desenhos das partes e do todo. Isso por
si s6 ja é uma representacdo de fragcdo. Quando o aluno
associa a escrita simbdlica ao desenho e entende que o na-
mero fraciondrio é arelacdo entre a parte e o todo, ocorre
a aprendizagem do conceito de fracdo. A representacdo
simbolica carrega significados dos conceitos (invariante)
de forma oculta (esta no cérebro das pessoas): no produto
foi necessario redefinir a ideia de vezes como n-ésima vez.
Assim, cada vez que os alunos vém o simbolo, o associam
a fazer a n-ésima vez de algo. Se esse significado é parti-
lhado por um grupo, passa a fazer parte da linguagem e
favorece a comunicacgdo. Se o simbolo utilizado nao for
eficiente nesse sentido, certamente sera substituido por
outro, como a histéria da Matematica tem mostrado. Na

elaboracdo do algoritmo da multiplicagao, procurou-se



mostrar, que se pode conduzir as representagoes, partindo
do desenho, passando pela linguagem natural, até chegar

aos simbolos matematicos.

Elaborar proposicdes e justifica-las de alguma forma é uma
atitude ousada, que supera a crenca da suposi¢do ingénua de que
algo é verdade, mediante o empenho em fundamentar com base
em dados, observacdes e construgdes logicas. Por essa razao,
vivenciar processos argumentativos em grupo da resultados
além do conhecimento em si ou o aprendizado de conteddos

programaticos escolares. Como pondera Lorenzato,

para o aluno, mais importante que conhecer essas verdades mate-
maticas, é obter a alegria da descoberta, a percepcdo da sua com-
peténcia, a melhoria da autoestima, a certeza de que vale a pena
procurar solucdes e fazer constatacdes, a satisfacdo do sucesso, e
compreender que a matematica, longe de ser um bicho-papéo, € um

campo de saber onde ele, aluno, pode navegar (2009, p. 25).

A andlise da aplicagdo das atividades propostas em turmas
de diferentes anos e contextos da Escola Basica, assim como em
cursos de formagao de professores de matematica, sdo trabalhos
futuros que poderao oferecer elementos sobre o tipo de aprendi-

zagem gerado com os pressupostos descritos neste texto.
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CAPITULO

OBJETOS VIRTUAIS DE APRENDIZAGEM
CONSTRUIDOS NO GEOGEBRA:

UMA PROPOSTA PARA O ESTUDO DE
CONICAS

3

Vitor José Petry”, Rosane Rossato Binotto" e

5

Sandy Maria Gaid'

1. INTRODUCAO

A presenca das tecnologias digitais no ambiente escolar esta

possibilitando novas possibilidades pedagogicas para o ensino

13 Doutor em Matematica Aplicada pela UFRGS. Professor associado da UFFS,
Campus Chapec6/SC. Professor permanente do Mestrado Profissional em Matema-
tica em Rede Nacional - PROFMAT. Membro do Grupo de Pesquisa GPTMEM- Grupo
de Pesquisa em TIC, Matematica e Educacdo Matematica . vitor.petry@uffs.edu.br.
ORCID: https://orcid.org/0000-0002-8838-8753.

14 Doutora em Matematica pela UNICAMP. Professora associada da UFFS, Campus
Chapec6/SC. Professora permanente do Mestrado Profissional em Matematica
em Rede Nacional - PROFMAT. Membro do Grupo de Pesquisa GPTMEM- Grupo de
Pesquisa em TIC, Matematica e Educagdo Matematica. rosane.binotto@uffs.edu.br.
ORCID: https://orcid.org/0000-0001-9420-9312.

15 Licenciada em Matematica pela UFFS, Campus Chapec6/SC. Membro do Gru-
po de Pesquisa GPTMEM. sandymariagaio@gmail.com. ORCID: https://orcid.
org/0000-0001-5845-1355.
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e a aprendizagem de Matematica. O que requer dos professores
da Educacdo Basica formacdo adequada para atuarem neste novo
cenario. Assim, deve-se incentivar e propor a realizacdo de acdes
pedagdgicas que contemplem as tecnologias digitais na formacgao
continuada desses professores.

Com a finalidade de contribuir com materiais didaticos digi-
tais que abarquem objetos de conhecimento da Educacao Basica,
apresenta-se neste capitulo seis objetos virtuais de aprendizagem
(OVA), construidos no software GeoGebra, para o estudo de coni-
cas. Conforme Audino e Nascimento (2010), um OVA é qualquer
material digital que pode ser utilizado e reutilizado para dar

suporte ao processo de ensino.

Os OVA apresentados resultam de atividades de pesquisa
desenvolvida na Universidade Federal da Fronteira Sul (UFFS),
no periodo de 2020 a 2022. Eles também foram validados com
professores da Educagdo Basica em um curso de extensao in-
titulado Estudo de cénicas com o software GeoGebra e objetos
virtuais de aprendizagem, que integrou a Formacdo Continuada
em Servico para Professores do Ensino Fundamental Il e Ensino
Médio, Programa da SBEM!® de FormAcao, Projeto: Formagdo de
Professores de Matemadtica da Educagdo Bdsica, agbes com Tecnho-
logias Digitais e Objetos de Aprendizagem no contexto da Politica
Educacional da BNCC, desenvolvido na UFFS.

16 Sociedade Brasileira de Educagdo Matematica.



Além destes OVA, também foram elaborados outros - tratando
do tema conicas - que estdo disponiveis no livro - Conicas'’, no

GeoGebra on-line.

Na sequéncia discorre-se sobre tecnologias digitais, OVA e

formacao de professores.

2. MARCO TEORICO

Muitas pesquisas na area da Educagcdo Matematica propdem o
uso das tecnologias digitais na sala de aula, apontando resultados
promissores, uma vez que, essas tecnologias viabilizam a expe-
rimentacao, a proposicao de conjecturas e a rapida visualizagao
de diferentes situagdes. De acordo com Scheffer (2012, p. 31), “a
incorporacao de novos recursos tecnolégicos na sala de aula de
matematica resulta na criacao de ambientes de aprendizagem
que levam o estudante ao desenvolvimento de novos conceitos

e a consolidagao da aprendizagem”.

Para Borba; Silva e Gadanidis (2020, p. 55), “é fundamental
explorarmos ndo somente os recursos inovadores de uma tec-
nologia educacional, mas a forma de uso de suas potencialidades
com base em uma perspectiva educacional”. Além disso, o uso
de softwares digitais deve ser considerado de forma integrada,
acompanhados de formalizagdo dos conceitos matematicos e
suas aplica¢oes. Para Kay e Knaack (2007), OVA sdo todas as
ferramentas interativas, baseadas na Web, que apoiam o apren-
dizado de conceitos especificos, incrementando, ampliando ou

17 Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/st9g83cf. Acesso em: 21 de dez.
2022.
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orientando o processo cognitivo dos aprendizes. De acordo com
Spinelli (n.d., p. 7),

Um objeto virtual de aprendizagem é um recurso digital reutilizavel
que auxilie na aprendizagem de algum conceito e, ao mesmo tempo,
estimule o desenvolvimento de capacidades pessoais, como, por
exemplo, imaginacdo e criatividade. [...] dessa forma, pode compor um
percurso diddtico, envolvendo um conjunto de atividades e integrando

a metodologia adotada para determinado trabalho.

No que diz respeito ao uso de OVA nas aulas de Matematica,

Guarda e Petry (2020, p. 717), consideram que

os OVA constituem-se como elementos auxiliares no processo de
aprendizagem de conteGdos da Matemética, contribuindo na motiva-
¢do e interacdo dos estudantes, permitindo uma visualizagdo grafica/

geométrica dos objetos estudados.

Para esses autores ao se trabalhar com atividades envolvendo
OVA deve-se, ao final, sistematizar os conceitos da Matematica
presentes nestes objetos.

Ainda, no que diz respeito a proposicao de OVA, Binotto; Petry
e Gaio (2022), realizaram uma andlise de possibilidades com
dez OVA elaborados no GeoGebra, visando o ensino de conicas,
no Ensino Médio. Nesta andlise os autores discutem “conceitos,
elementos e propriedades da elipse, da parabola e da hipérbole,

que podem ser explorados; em especial, a propriedade reflexiva



usada em diferentes aplicagcdes” (BINOTTO; PETRY e GAIO, 2022,
p. 108). Eles destacam também a possibilidade de manipulacao
e de visualizagdo dos OVA, o que pode facilitar a compreensao

de conceitos matematicos.

No trabalho desenvolvido por Kleemann e Petry (2020), a
partir de um estudo com professores do Ensino Médio, esses
autores destacam a importancia da contextualizacado e de dire-
cionamentos claros em propostas metodoldgicas, de forma que
a manipulacdo dos OVA auxilie os estudantes a compreender e
justificar os fendmenos abordados, utilizando-se de conceitos

pertinentes para a explicacao do objeto em estudo. Pontuam que o

uso dos recursos tecnoldgicos para desenvolver materiais didéticos
e inseri-los na aplicagdo e planejamento das atividades a serem de-
senvolvidas em sala de aula, pode impulsionar a aprendizagem dos
conteGdos curriculares e favorecer a pratica pedagdgica (KLEEMANN
e PETRY, 2020, p. 235).

Além disso, reforcam a importancia de o professor ter condi-
coes de desenvolver seus proprios OVA com os softwares dispo-
niveis, “visando proporcionar maior compreensdo dos conceitos
abordados em suas aulas, permitindo melhor visualizacgao, seja
geométrica ou algébrica, dos objetos de estudo” (KLEEMANN e
PETRY, 2020, p. 235).

Tendo em vista que o uso das tecnologias digitais em sala de
aula pode oferecer aos estudantes, muitos caminhos a percorrer, e
de modo a ndo ocorrer o desvio da finalidade - que é processo de

ensino e aprendizagem - é indispensavel a presenca orientadora
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do professor. Compete a ele mediar todo este processo usando e
explorando as tecnologias digitais com criatividade e objetivos
bem definidos. Assim, conforme salienta Ponte (2003) é neces-
sario que os professores conhegam e dominem as tecnologias,
incluindo softwares educacionais especificos da sua disciplina
ou de educacao no ambito geral. Neste sentido os professores
precisam estar atentos a essas possibilidades tecnolégicas edu-

cacionais e aptos a sua implementacdo na sala de aula.

Esta atualizagdo por parte dos professores pode ser realizada
por meio de cursos de formacgdo continuada, em que os partici-
pantes além de ampliar seus conhecimentos sobre determinado
conteido, também possam entrar em contato com novas meto-
dologias e/ou estratégias de ensino. Para Bovo (2004, p. 25), em
um curso de formacdo continuada sobre o uso das tecnologias

na pratica pedagdgica, o professor precisa adquirir

conhecimentos técnicos sobre os softwares (ferramentas dos softwares);
conhecimentos sobre as possibilidades do uso pedagdgico do compu-
tador para o ensino e aprendizagem da matemdatica; conhecimentos

de como organizar uma atividade e de como integrd-la ao curriculo.

Tendo presente os beneficios e possibilidades pedagoégicas
do uso das tecnologias digitais para o ensino e aprendizagem,
propde-se neste capitulo OVA para uso na Educacao Basica. Além
disso, destaca-se novamente, que estes objetos foram validados

em um curso de extensao, em que os professores puderam entrar



em contato com o GeoGebra, interagir com os OVA e descrever
possibilidades do seu uso pedagdgico, bem como, a partir des-
tes objetos elaborar outros para serem utilizados nas aulas de
Matematica.

Esta acdo corrobora com o proposto por Bovo (2004) acerca
de formacdo continuada, no que diz respeito as tecnologias e os
conhecimentos que o professor precisa adquirir para fomentar
sua pratica pedagogica a fim de produzir beneficios para o ensino

e a aprendizagem.

3. DESENVOLVIMENTO DOS OVA E RECURSOS
DO GEOGEBRA ON-LINE

Este trabalho consiste em fornecer aos professores de Mate-
matica subsidios para a elaboragdo de OVA e sua utilizagdo nas
aulas para o processo de ensino e aprendizagem. Utilizou-se o
software GeoGebra para a construgdo dos OVA. Trata-se de um
software de geometria dindmica que, conforme o Instituto Sao

Paulo - GeoGebra (n. d., n. p.), possibilita novas

estratégias de ensino e aprendizagem de contetdos de geometria,
dlgebra, céleulo e estatistica, permitindo a professores e alunos a
possibilidade de explorar, conjecturar, investigar tais conteddos na
construcdo do conhecimento matemdtico. [...] E a apresentacdo do
dinamismo de situacdes que permitem ao professor e aluno levantar

conjecturas e testar hipoteses.
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Este software possui caracteristicas de dinamismo pois per-
mite manipular, combinar e visualizar os objetos construidos,
bem como sincronizar os elementos algébricos e geométricos
de um mesmo objeto, além de levar o estudante a conjecturar

hipdteses e verificar teses.

Na descricao dos OVA sdo apresentadas algumas possibilidades
de exploracao de contedidos matematicos, bem como de interacao
com os objetos, realizadas pelos proponentes deste trabalho. Além
disso, descrevem-se alguns comandos do GeoGebra utilizados na
construgdo dos OVA a fim de auxiliar o professor na compreensao
do objeto. Destaca-se que tanto na elaboragao dos OVA quanto
no curso de extensao utilizou-se também recursos do GeoGebra

on-line, descritos na sequéncia.

0 GeoGebra possui uma plataforma com aplicativos matema-
ticos, incluindo o software GeoGebra, além de conter um vasto
repositério de materiais didaticos, recursos para a criacdo de
atividades, livros e sala virtual no GeoGebra Tarefa. Permite a
elaboracdo de atividades interativas no formato digital, com a
insercdo de textos, perguntas objetivas e discursivas, videos,
imagens, entre outros. Além de possibilitar a construcao colabo-
rativa de atividades por meio do compartilhamento de arquivo

com outras pessoas.

Basta abrir uma conta na plataforma do GeoGebra para criar
atividades, livros e publica-los. Ao acessar seu perfil, a pessoa
deve clicar em + Criar e escolher a op¢ao desejada, conforme

ilustra a Figura 1.



Figura 1 - Criar atividades no GeoGebra on-line.

N4 Nome do usuario

+ CRIAR

Pasta

B Atividade :

i] Livro
£ Envier.

Fonte: Autores (2022).

Todos os OVA apresentados também estdo disponiveis no li-
vro on-line Conicas e podem ser acessados por qualquer pessoa,
inclusive é possivel fazer o download desses objetos. Também é
possivel rever os passos da construgdo no GeoGebra. Paraisso é
necessario abrir o objeto no software GeoGebra, depois acessar o
comando Exibir e na sequéncia Protocolo de Construc¢ao. Rever
os passos da construcao de atividades no GeoGebra contribui para
a compreensao das etapas da sua elaboracdo e também para a

construcdo de novos objetos pelos professores.

O GeoGebra Tarefa permite a criagao de uma sala virtual, o
que pode ser feito inserindo-se atividades nela e, por meio de um

link ou de um cédigo os estudantes podem acessa-la e realizar as
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atividades propostas. O professor pode acompanhar o progresso
dos estudantes narealizacao das atividades em tempo real, bem

como a conclusao ou ndo da mesma.

Para criar essa sala virtual o professor acessa sua conta no
GeoGebra on-line, seleciona a atividade que deseja disponibilizar
aos estudantes, na sequéncia clica em Registro e depois em Ati-
vidade GeoGebra, conforme ilustra a Parte 1 da Figura 2. Apos
isso, uma nova pagina é aberta, nela o professor pode alterar o
nome da tarefa em Nova Tarefa, permitir ao estudante visuali-
zar a resposta correta das perguntas, apds tentar respondé-las
e entao confirmar a criacao da sala clicando em Criar, conforme

ilustra a Parte 2 da Figura 2.

Figura 2 - Criar uma sala Virtual no GeoGebra on-line.

Parte 2

Assign to students Nova Tarefa Saina s cobem Saa de Aua

() Atividade GeoGebra @ el

Adicione o recurso como uma guia e veja o

progresso de seus alunos em tempo real Conzeido da atividade

@l Oficna e

@  Google Classroom

Adicione o rezurso come uma guia € veje ©

progresso de seus alunos em tempo real 4 Os zlunos pocen ver 2 respesta corrata
CANCEL

Fonte: Autores (2022).

A Figura 3 apresenta um print da tela do GeoGebra - sala
virtual denominada Oficina - utilizada no curso de extensao ja
nominado. Os participantes do curso foram nomeados por Aluno
X. Observa-se o progresso de alguns destes participantes com

relacdo ao total de atividades desenvolvidas.



Figura 3 - Exemplo de uma Sala Virtual.

= GeoGebra sala ® [ < osnavee

Vo ger s sividade
AATIVIDADES - OFICINA ‘
Ercensicande
] 4

— - 0u digitando o cgo em wiwgeogedra.or/ciassroom e 3
Propeedade e da paribols ZYSR QPGG
Hikole

Bropriedade refiexns da rperbsie

Aplcacio 15 aluno(s) na aula 11 PAusA R ocuLTAR NOMES

Tarefa 25 Tarefa 5 Tarefa 25 Tarefa 24

Acredito que com certeza o 0 Geogebra apresenta daa
A estabelecer

pode relacdes.

Fisica de resolver problemas de

Aluno 1 Aluno 2 Aluno 3 Aluno 4
e =

Fonte: Autores (2022).

Os OVA usados nestas atividades foram criados pelos autores
e posteriormente inseridos na plataforma do GeoGebra na forma
de uma sequéncia didatica para possibilitar a interagcdo e mani-

pulacdo pelos participantes do referido curso.

4. OS OBJETOS VIRTUAIS DE APRENDIZAGEM

Nesta se¢do apresentam-se os OVA e descrevem-se suas principais
caracteristicas, bem como possibilidades pedagdgicas para o seu
uso. Além de destacar alguns comandos do GeoGebra utilizados
na construcdo destes OVA.

4.1. OVAT - CONSTRUCAO DAS CONICAS

0 OVAL1 foi desenvolvido com a finalidade de construir conicas
nao degeneradas definidas a partir de uma reta diretriz dada
e um ponto fixo chamado de foco. Estas conicas consistem nos
lugares geométricos definidos pelos pontos que mantém cons-

tante a razao de sua distancia até o foco e até a reta diretriz,
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respectivamente. Esta razdo, denominada excentricidade (e), é
PF
0
nica, F o foco, e Q a projecdo ortogonal de sobre a reta diretriz.

portanto, dada por e = onde P é um ponto qualquer da c6-
Para a construcdo deste OVA, considerou-se o problema que
consiste em determinar o conjunto de pontos P que satisfaca a
relacdo PF = e PQ, em que sdo dados a reta diretriz d, o foco F
e a excentricidade e, sendo Q a projecdo ortogonal de P sobre d,

conforme esquema ilustrado na Figura 4.

Figura 4 - Esquema para a compreensdo do problema da

construcdo do OVAL.

Fonte: Os Autores (2022).

Denotando por a = PQ, segue que PF=e - a. Sendo P'a projecao
ortogonal do ponto P sobre o lado do tridngulo QFP, sua altura
relativa a este lado é h = PP’, de forma que os tridngulos QP'P e
FP'P sdo retangulos em P'. Fazendo n = QP', m = P’Fe w = QF =

n + m, tem-se que para qualquer ponto Q da reta diretriz, o(s)



ponto(s) correspondente(s) P pertencente(m) ao lugar geomé-
trico descrito pela conica, corresponde a interseccao das retas
res,em que r é areta perpendicular a d, tracada por Q e s é
uma reta perpendicular a reta u, que contém QF tragada por P’
€ u. Geometricamente ha a possibilidade da existéncia de dois
pontos com essa caracteristica, o que sugere a possibilidade de
existéncia de duas solugdes de pontos para um mesmo Q € d. As-
sim, para obter P, é necessario determinar a distancia orientada
n em func¢do dos parametros conhecidos. Observa-se ainda que
o angulo a entre as retas u e r esta bem definido. Pelo Teorema
de Pitagoras, segue que:

a? =n?+h? e e?a® = h? + m? (01)

o que implica em:

(e? — Da? =m? —n? =w? - 2nw. (02)

Do tridngulo, tem-se que

n (03)

cosa

n
cosa=—=a=
a

Analisando geometricamente o problema, tem-se que e por-
tanto, Substituindo (03) em (02), segue que:
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e?—1 (04)

Ao resolver a equagdo (04) na incégnita, tem-se que

wcos? a (1 +Vk) e?—1 (03)
H=T; com k=1+

cos?a’

Observa-se que o problema pode ter duas, uma ou nenhuma
solucdo, dependendo do valor da excentricidade e e do angulo
a, que depende da posi¢cdo do ponto Q € d em relagdo ao foco F.
Essas solug¢des sdo representadas pelos pontos P, e P,. Tem-se
ainda que a relagdo é valida para e # 1.Para o caso em que e =

1, o tridngulo QPF é is6sceles de base QF, de forma quen = %

0 OVA 1 foi construido de forma a permitir a intera¢do dos
estudantes, que podem alterar a reta diretriz e o foco. Foram
estabelecidos dois controles deslizantes, um para permitir a es-
colha do valor da excentricidade e outro para o parametro t com
possibilidade de variagdo entre zero e a unidade. Considerando
o segmento KJ a parte da reta visivel na tela, se Q € KJ, entdo Q
=K+ t(J-K), comte€ [0,1]. Assim ao ativar Animar o Controle
deslizante, Q percorre toda a parte da reta d visivel na tela. A
partir do ponto Q sdo definidas as retas r e u, permitindo a ob-
ten¢do do angulo a e o comprimento w do segmento QF. Usando a
Caixa de entrada do GeoGebra, pode-se entdo calcular as raizes
n da Equacao (04), usando a solugdo (05). O ponto P'é obtido por
P’=Q+n/w(F-Q),vistoque P'eQF,se0<n<w.Sen>w,P’



I

pertence a semirreta Q_F), tal que FestdentreQeP'esen<0,P

€ u esta no semipleno oposto (com origem em d) ao foco F.

Uma vez obtido o ponto P’, obtém-se areta s L u, com P’ € s,
e o ponto P de forma que {P} =s N r. Nota-se que de acordo com
a solucao (05) pode existir um, dois ou nenhum ponto P a partir
dessa construgdo. Assim, ao variar o parametro t € R, Q representa
um ponto qualquer da reta diretriz, enquanto P é um ponto do
lugar geométrico representado pela conica. Habilitando o rastro
desses pontos P, e P, e animando o parametro t, ao acionar o
botao Animar/Pausar, a conica passa a ser representada. Com

base nesta construcao desenvolveu-se o OVA1, dado na Figura 5.

Figura 5 - OVA!: Definicgo das cdnicas a partir da reta diretriz

e um dos focos.

Hipérbole

] <PF 10522
e PQ T 876

I?ZF 3nij072“k7-7_7_7 ¥
P 250.85

eixofocal \. --—

| Defini¢do de excentricidade || Orientagées para interagir com o OVA I\

Fonte: Os Autores (2022).
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Na tela inicial desse OVA é dada a reta diretriz e um foco F,
que podem ser livremente alterados por meio de manipulagao,
seguindo as orientagdes que aparecem na tela ao acionar o botao
especifico. A imagem ilustrada na Figura 5 mostra as cOnicas
geradas para distintos valores da excentricidade.

Durante a interagdo com o objeto, pode-se observar que quando
e < 1, a conica obtida corresponde a uma elipse. Nesta situacao
os pontos P, e P, quando estéo definidos, estdo ambos no mesmo
semiplano (com origem na diretriz) que o ponto F. Neste caso, é
possivel observar que e, - 1 < 0, de forma que quando cos? a for
suficientemente pequeno, a equacgao (04) nao tem solucdo (k <
0). Do ponto de vista geométrico, isso ocorre quando Q se afasta
do eixo focal. Para duas posicoes especificas Q de sobre a reta
diretriz, tem-se k = 0, de forma que P, = P,. Para os valores de Q
suficientemente préximos do eixo focal, tém-se duas solugdes,
resultando em pontos distintos. A unido de todos os pontos P,
e P,, que mantém a razdo entre as distancias constantes (igual
ao valor de e) é que define o lugar geométrico correspondente.
As situagoes parak > 0e k< 0, com e = 0,9, sdo representadas

respectivamente na Figura 6.

Para o caso em que e = 1, tem-se II:—F =1, e portanto, PF = PQ.
Independentemente da posi¢do de Q sobre a reta diretriz, a so-
lugdo para a Equacdo (04) € tnica, de forma que os pontos P, e
P, sdo coincidentes. Isso pode ser observado ao animar o OVAL.
Neste caso, os pontos P, e P, (de forma coincidente) descrevem
a parabola representada em vermelho na Figura 6. Observa-se
também que todos os pontos desse lugar geométrico estdo no

mesmo semiplano do ponto F.



Figura 6 - Determinacdo do lugar geométrico de uma elipse

a partir do OVAL.

diretriz diretriz
PF 2302

PF_?_, Q
PiQ 2657

PQ 77

PP 120002
Pa} — 133,36

N
Yo R

eixofocal ___---""

eixofocal _ __---""

Fonte: Os Autores (2022).

Ao escolher um valor da excentricidade e > 1, é possivel ob-
servar duas solu¢des para o ponto P, independente da posicao
de Q sobre areta diretriz, de forma que nestes casos, sempre se
temP, # P, formando os dois ramos de uma hipérbole, que ficam

em semiplanos opostos (em relagao a reta diretriz).

A caixa de texto inserida neste OVA, com as razoes entre as
distancias, permite observar que, mesmo que as distancias sejam
diferentes entre os pontos considerados, ao animar o objeto, as
respectivas razdes se mantém constantes e iguais ao valor da
excentricidade escolhida. E possivel, através desse OVA, esta-
belecer uma relagdo entre o valor da excentricidade e o tipo de
conica formada, que também é identificada em uma caixa de texto
especifica, como é o caso da hipérbole (com e = 1,2) que estava
sendo representada no momento do print apresentado na Figura
5. Por fim, é possivel identificar que quanto maior for o valor

da excentricidade, maior sera a curvatura da respectiva conica.
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Para diferenciar as cores das diferentes conicas, basta pro-
gramar as tonalidades de “vermelho”, “verde” e “azul” dos pontos
que tem o rastro habilitado (no caso desse OVA, os pontos P, e
P,). Paraisso, € necessario selecionar estes pontos, acessar suas
propriedades, e em Avancado, definir as respectivas tonalidades
em func¢do do parametro desejado. Como a inten¢do neste OVA
era de alterar a cor em funcao da excentricidade, as tonalidades

foram escolhidas em fungdo do valor de e.

4.2. OVA2 - DEFINICAO DE PARABOLA

0 OVA2 consiste em uma construgao basica e tem a finalidade
de visualizar geometricamente a definicao de uma parabola,
dada a reta diretriz e o foco. Usando o comando de construcao
de uma parabola, do préprio GeoGebra, obteve-se a parabola
definida pela reta diretriz e o foco F. Marcando um ponto qual-
quer P sobre esta parabola, foram destacados os segmentos PF
e PA, em que A é a projecao ortogonal de P sobre a reta diretriz.
A medida destes dois segmentos é destacada em uma caixa de
texto, de forma a chamar atenc¢ao dos estudantes ao fato de que
apesar destes comprimentos variarem ao animar o ponto P (que
tem o rastro habilitado), sempre se mantém a igualdade PF = PA,
definindo desta forma, o lugar geométrico representado pela
parabola. Observa-se que se trata de um caso particular da re-
presentacao feita no OVA1, com e = 1. Elementos como o vértice
e a reta focal também sdo visualizados. Um print da tela desse

objeto é apresentado na Figura 7.



Figura 7 - OVAZ2: Definicdo de pardbola a partir da reta diretriz

e do foco.

Reta focal

FP = PA
9.21 =9.21

»
»
L4
.
.
J
s

Reta diretriz  "p

Fonte: Os Autores (2022).

4.3. OVA3 - PROPRIEDADE REFLETIVA DA PARABOLA

Para visualizar a propriedade refletiva da parabola, foi cons-
truido o OVA3, de forma que ao animar o objeto, todos os raios
que incidem na parabola paralelamente ao seu eixo focal sdo re-
fletidos para o foco. Seguindo as instrugdes disponiveis no objeto,
os estudantes podem alterar a reta diretriz e o foco F. Durante a
interagdo com o OVA, também podem escolher a quantidade de
raios paralelos a seres exibidos na tela, ao alterar o valor de n no
respectivo controle deslizante. Na sua construg¢do foram usados
alguns comandos diferentes em relagdo aos objetos anteriores,
dentre eles, a criacdo de listas. Para tanto, inicialmente foram
escolhidos dois pontos D e E sobre a parabola, simétricos em
relacdo ao eixo focal, de forma que o espelho parabdlico a ser
considerado seja o arco parabdlico definido por estes dois pon-
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tos. Digitando o respectivo comando na caixa de entrada, cria-se
uma lista (lista,) de n + 1 pontos pertencentes ao segmento DE,
de forma que a distancia entre dois pontos consecutivos desta
lista é igual a 2E. Os comandos usados para a cria¢do das listas
podem ser vis&lalizados no Quadro 1.

Quadro 1 - Comandos usados para a criacdo das listas na construcéo do

OVAS.
Lista Comandos
lista, = Sequéncia (E + s (D-E) k 0O n)
lista, = Sequéncia (Perpendicular (Elemento (lista,, k), ditetriz), k, 1,n + 1)
lista, = Sequéncia (Intersecdo (c, Elemento (lista,, k)), k, 1,n + 1)
lista, = Sequéncia (Intersecdo (i, Elemento (lista,, k)), k, 1, n + 1)
lista = Sequéncia (Intersecdo (ditetriz, Elemento (lista,, k)), k, 1, n + 1)

= Sequéncia (Elemento (lista,, k) — t (Elemento (lista,, k) — Elemento
(Iistas, K), k,1,n+1)

lista,

= Sequéncia (Se (Ptoext (Elemento (lista,, k), Elemento (lista,, k),
lista, Elemento (lista,, k)), Segmento (Elemento (lista,, k), Elemento (lista,,
),k 1,n+1)

= Sequéncia (Se (ptoint (Elemento (lista,, k), Elemento (lista,, k),

lista, Elemento (lista,, k)), Vetor (Elemento (lista,, k), Elemento (lista,, k))),
k, 1, n+1)
lista, = Sequéncia (Tangente (Elemento (lista,, k), ¢), k, 1, n + 1)

= Sequéncia (Se (Ptoext (Elemento (lista,, k), Elemento (lista,, k),
lista,, Elemento (lista,, k)), Vetor (Elemento (lista,, k), Reflexdo (Elemento
(lista,, k), Elemento (lista,, k)))), k, 1, n + 1)

Fonte: Os Autores (2022).



Para cada ponto da lista , € tragada a reta perpendicular a
diretriz, contendo o ponto da posi¢do correspondente desta
lista. Nota-se que k é o indice de contagem que varia de 1 até n
+ 1, percorrendo assim todos os pontos da lista, para aplicar o
comando de tragar a reta perpendicular a diretriz, passando pelo
respectivo ponto. Seguindo a mesma logica, obtém-se a lista,,
com os pontos de intersecdo das retas da lista, com a parabola,
através do comando para lista,, onde c € a conica (parabola). Na
sequéncia foi definida uma reta i perpendicular ao eixo focal
para determinar as posi¢des de inicio da proje¢do dos raios. Para
reforcar com os estudantes a ideia de que estes raios provém
do espacgo, emitidos por satélites, no exemplo da aplicacao dos
conceitos abordados em antenas parabolicas, essareta pode ser
tracada de forma a ficar fora da tela de visualizagdo. Isso foi feito,
ao definir os “cantos” da tela, que indicam, independente do zoom
que se dé durante a visualiza¢ao, as coordenadas dos pontos dos
quatro cantos. O comando “canto(K)”, com K = 1,2,3,4, fornece
os pontos inferior esquerdo, inferior direito, superior direito e

superior esquerdo, respectivamente.

A lista, consiste na sequéncia de pontos de intersecdo dareta
I com as retas da lista,, enquanto a lista, ¢ formada pelos respec-
tivos pontos de interse¢édo das retas da lista, com a reta diretriz.
Ja a lista, gera uma sequéncia de pontos que percorrem os seg-
mentos paralelos com origem nos pontos da lista, e extremidade
nos pontos da lista lista,, quando o parametro t, dado em um
controle deslizante, varia de zero a um. Para a construcao das

listas seguintes foi necessaria a criacdo de duas ferramentas no-
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vas para serem usadas neste OVA. O objetivo destas ferramentas
é de identificar para cada valor do parametro t, quais dos pon-
tos da lista, estdo entre a cOnica e a reta I e quais estdo entre a
coOnica e a reta diretriz. Para a criagdo da primeira ferramenta
foram marcados trés pontos 4, B, e C sobre a tela, os segmentos
a=ABe b = AC, para entao criar o valor booleano, que compara
o comprimento destes segmentos, digitando na caixa de entra-
dal = Se(a < b, true,false). Desta forma, foi possivel construir a
ferramenta ponint que a partir da comparacao entre trés pontos
retorna com “verdadeiro” se a distancia entre o primeiro e o se-
gundo é menor do que a distancia entre o primeiro e o terceiro.
Para isso, no menu ferramentas, basta clicar em Criar uma nova
ferramenta. No campo Objetos finais, escolher o valor booleano,
em Objetos iniciais, escolher os trés pontos, na mesma ordem em
que serao usados no OVA, e para finalizar, atribuir um nome a
ferramenta. Também foi possivel inserir uma ajuda, que serviu
paralembrar a ordem em que os pontos deveriam ser colocados
no momento de usar a ferramenta. Assim, a ferramenta ponint
retorna “verdadeiro” se o ponto flutuante (da lista,) esta entre
a parabola e a reta i, ou seja, entre os correspondentes pontos
da lista, e da lista,.

De forma analoga, foi definida a ferramenta que retorna “ver-
dadeiro” se o ponto flutuante (da lista,) esta entre a parabola e
a reta diretriz. Dessa forma, a lista, é formada pela sequéncia
de segmentos com extremidades nos pontos da lista, e da Iista3,
respectivamente, sempre que o ponto correspondente lista, da

estiver entre a parabola e a reta diretriz, isto é, se der “verdadei-



ro” para a ferramenta ponExt. Se o ponto da lista, estiver entre a
parabola e areta i, isto é, se der “verdadeiro” para a ferramenta
ponlint, entdo a lista, retorna o vetor com origem no correspon-
dente ponto da e extremidade no respectivo ponto flutuante da
lista,. Os elementos obtidos na lista, e na lista, estao representados
na cor azul da Figura 8..

Figura 8 - OVA3: Propriedade reflexiva na pardbola.

ditetriz

Fonte: Os Autores (2022).

Para representar os raios refletidos, inicialmente foi criada
a Iistag, contendo as retas tangentes a parabola em cada um
dos pontos da lista,. A partir disso, esses raios sdo obtidos na

sequéncia da lista., representando os vetores com origem nos

10’
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pontos da lista, e extremidade em pontos obtidos pela reflexdo
dos respectivos pontos flutuantes da lista, em relagéo as retas
tangentes da lista,, sempre que a ferramenta ponExt retornar o
valor “verdadeiro”. Estes vetores estdo representados em ver-
melho da Figura 8. Por fim, considerando o objetivo de cada
OVA, pode-se optar por esconder ou exibir cada um dos objetos
construidos, de forma a manter a visualizacao dos elementos que
se queira que os estudantes observem durante a manipulagao.
No caso do OVA3 representado na Figura 8, apenas os elementos
das listas lista,, lista, e lista, , foram exibidos.

4.4. OVA4 - DEFINICAO DE HIPERBOLE

0 OVA4 tem a finalidade de permitir a visualizacdo da defini-
¢do de uma hipérbole, dados os dois focos (F, e F,) e um de seus
vértices (4,). Usando o comando de construgdo de uma hipérbole,
do GeoGebra, obteve-se a respectiva conica. Marcando um ponto
sobre a hipérbole, foram destacados os segmentos PF,PF,eA/A,
em que A, € o segundo vértice. A medida destes trés segmentos
¢ destacada em uma caixa de texto, de forma a chamar atencao
dos estudantes ao fato de que apesar de estes comprimentos
variarem ao animar o ponto P (que tem o rastro habilitado),
sempre se mantém a relagédo |PF, — PF | = A A,, definindo desta
forma, o lugar geométrico representado pela hipérbole ilustrado

na Figura 9.



Figura 9 - OVA4: Definicéo da hipérbole a partir dos dois focos e um de

seus vértices.

» \Reta assintota Heta assintota

9

FiP =16.333 :
PF,=11.0526 '
A;A; = 5.2805

|PF; — F1P| = A1A;
|11.0526 — 16.333| = 5.2805

Fy

Fonte: Os Autores (2022).

Ao ativar o botao Quadrilatero outros elementos podem ser
visualizados neste OVA, como o eixo nio focal, as assintotas e o
quadrilatero cujas diagonais estdo sobre as assintotas.

4.5. OVA5 - PROPRIEDADE REFLETIVA DA HIPERBOLE

Para visualizar uma importante propriedade refletiva da hi-
pérbole, foi construido o OVAS5, de forma que ao animar o objeto,
todos os raios que incidem em um ramo espelhado da hipérbole
(de forma a ter um espelho convexo) direcionado ao foco perten-
cente aregido convexa determinada por este ramo, sdo refletidos
para o outro foco. Seguindo as instrugdes disponiveis no objeto,

os estudantes podem alterar os focos e consequentemente, o eixo
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focal e um dos vértices, além da quantidade de raios a seres exi-
bidos na tela. Na construgdo desse OVA foram usados comandos
e ferramentas semelhantes aos usados no OVA3, dentre eles, a
criacao de listas e de novas ferramentas.

Figura 10 - OVA 5: Propriedade reflexiva na hipérbole.

D Instrugdes PontoV

Fonte: Os Autores (2022).

Apds escolhido o ramo da hipérbole ¢ para representar a
superficie espelhada (no caso, o ramo que passa entre o centro
0 e o foco F,) foram definidos os pontos (L e M) de intersecgdo
desse ramo com os segmentos que compde a margem superior
e inferior da tela de visualizacado, respectivamente, que sao os

segmentos com extremidades nos respectivos cantos. Visando



obter apenas os raios emitidos do lado da “superficie espelhada”
da hipérbole, foi definido o circuncentro 0, do tridngulo LMH,
em que H é o ponto médio entre os cantos direitos da tela. Defi-
niu-se ainda @ = LO; M para em seguida criar a sequéncian + 1
de pontos da lista, que divide o arco de circunferéncia [HM em

arcos congruentes.

Alista, é formada por semirretas com origem em F,, passando
pelos respectivos pontos da lista anterior. Novamente para passar
a ideia de raios emitidos de posi¢des distantes do espaco, defi-
niu-se a origem dos raios incidentes em posicdes fora da tela de
visualizacdo. Estes pontos sdo obtidos na lista,, pela intersec¢do
das semirretas da lista, com a circunferéncia q que contém os
quatro cantos da tela. Ja na lista, sdo definidos os pontos flutuan-
tes que percorrem os segmentos que tém uma extremidade nos
pontos correspondentes da lista, e a outra extremidade no foco

F,, quando o parametro varia de zero até um.

Para assegurar que as proximas etapas considerassem apenas
o ramo escolhido da hipérbole, foi tracada a reta I, perpendicular
ao eixo, passando pelo centro 0 (ponto médio dos dois focos), de
forma que as sequéncias definidas nas lista. e lista,, garantem
que todos os pontos da lista, pertencem ao arco da hipérbole
compreendido entre os pontos L e M e estdo no ramo escolhido,
sendo as respectivas retas tangentes a hipérbole nestes pontos
definidas na lista,. Novamente foi necessaria a construgao de duas
ferramentas, visando verificar a posi¢cdo dos pontos flutuantes da
lista, em relacdo aos pontos correspondentes do ramo da conica

(na lista,) e ao foco F,.
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A lista, é formada pelos vetores (em azul na Figura 10) com
origem nos pontos da lista, e extremidade nos pontos flutuantes
da lista,, sempre que este estiver na regido convexa do plano
definida pelo ramo escolhido, isto é, se a ferramenta “Externo”
retornar o valor “verdadeiro”. Quando a ferramenta “Interno”
retornar o valor “verdadeiro”, o ponto flutuante esta na regiao
convexa do plano delimitada pelo ramo da hipérbole, e entdo, a
lista , é formada pelos segmentos (em azul) com extremidades
nos pontos da lista, e da lista., que sdo pontos pertencentes ao
ramo escolhido. Os prolongamentos destes segmentos até o foco
F, sdo definidos na lista,.. A lista,, fornece a reflexdo dos pontos
flutuantes da lista, sobre as respectivas retas tangentes obtidas
na lista, sempre que a ferramenta “Interno” retornar o valor

“verdadeiro”.

Como a distancia dos pontos da lista., que pertencem ao ramo
da hipérbole ndo sdao equidistantes dos dois focos, foi necessario
criar a ferramenta “razao” que calcula a razao entre a distancia
de cada elemento desta lista até os respectivos focos, conforme
comando dado nalista ,. A lista, , fornece a extremidade do vetor
refletido, considerando o fator multiplicativo calculado na lista
anterior e finalmente, a lista lista,, é formada pelos vetores re-
fletidos (em vermelho na Figura 10), sempre que o respectivo
elemento da lista, for “verdadeiro” para a ferramenta “Interno”.
Os comandos usados para a geracdo de cada uma das listas sao
apresentados no Quadro 2, enquanto que um print de tela do
OVAS5 é mostrado na Figura 10.



Quadro 2 - Comandos usados para a cria¢do das listas na construgo

do OVA5.

Lista Comandos
lista, = Sequéncia (Girar (L, ﬁ, 0,),k,0,n)
lista, = Sequéncia (Semirreta (F _2, Elemento(lista,,k)), k, 1,n + 1)
lista, = Sequéncia (Intersecdo (q, Elemento(lista,, k)), k, 1,n + 1)
lista, = Sequéncia (Elemento (lista,, k) + t (F_.2 — Elemento (lista,, k)), k, 1,

n+1)
lista = Sequéncia (Intersecdo (Elemento (lista,, k),1), k, 1, n + 1)
lista, = Sequéncia (Segmento (Elemento (lista,, k), F.2), k,1,n + 1)
listar, = Sequéncia (Intersecdo (c, Elemento (lista,, k)), k, 1,n + 1)
lista, = Sequéncia (Tangente (Elemento (lista,, k), c), k, 1,n + 1)

= Sequéncia (Se (Externo (Elemento (lista,, k), Elemento (lista,,
lista, k),Elemento (lista,, k)), Vetor (Elemento (lista,, k), Elemento (lista,,
),k 1,n+1)

= Sequéncia (Se (Interno (Elemento (lista,, k), Elemento (lista,, k),
lista,, Elemento (lista., k)), Segmento (Elemento (lista,, k), Elemento (lista.,
),k 1,n+1)

Fonte: Os Autores (2022).

Para destacar o arco compreendido entre os pontos L e M do
ramo escolhido foi usada o comando Lugar geométrico. Para
isso foi definido o segmento h = LM, um ponto F € h (genérico
em h, digitando na caixa de entrada o comando F = ponto(h)) e o
segmento k = FF1. Note que quando F percorre todos os pontos do

segmento h, a interse¢do de com o ramo escolhido da hipérbole,
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percorre todos os pontos do lugar geométrico desejado. Assim,
definindo a intersegdo(c, k, 2) do segmento k com o ramo 2 da
hipérbole, o lugar geométrico desejado é dado pelo comando
LugarGeométrico(G, F), isto é, o lugar geométrico formado por
todos os pontos G quando F assume todos os possiveis pontos
onde ele esta definido, ou seja, do segmento h.

4.6. OVA6 - UMA APLICACAO DAS PROPRIEDADES
REFLEXIVAS DA HIPERBOLE E DA PARABOLA:
TELESCOPIO REFLETOR

0 OVAG foi construido para simular o funcionamento telesco-
pio refletor composto por dois espelhos, um parabélico concavo
e outro hiperbdlico convexo, considerando um dos focos (F,) da
hipérbole coincidente ao foco da parabola, conforme mostrado
na Figura 11. Para sua construcgao, usou-se de forma integrada
as propriedades ja visualizadas no OVA3 e no OVAS5, usando
praticamente os mesmos conceitos e ferramentas discutidos
nestas construgoes. Desta forma, os raios emitidos pelos astros
a serem observados no espaco incidem paralelamente ao eixo
focal (considerando um erro de aproximacao infinitesimal) so-
bre o espelho parabdélico (representados na cor azul no OVA6) e
sdo refletidos (em cor vermelha) para o foco, que também é foco
do espelho hiperbolico. Assim, como os raios incidem sobre o
espelho hiperbdlico em dire¢do ao foco F,, estes sdo refletidos
(com representagéo na cor verde) em dire¢do ao outro foco (F)),
de acordo com a propriedade verificada no OVA5. Como conse-

quéncia, a imagem é formada e pode ser visualizada no foco .



Figura 11 - OVA6: Propriedade reflexiva na hipérbole.

v diretriz ,’)
! t=094 -

" Hipérbole

L]
Y Parabola W

] -

Fonte: Os Autores (2022).

Durante a interagdo dos estudantes com esse OVA, estes podem
alterar os focos, a reta diretriz da parabola e o vértice da hipér-
bole, de forma a obter diferentes tamanhos de espelhos ou mes-
mo distancias focais, permitindo flexibilidade na montagem do
refletor hiperbdlico adequando-o, assim, as necessidades de cada
situacdo a ser observada. Para que o sistema funcione de forma
sincronizada, basta apenas observar a necessidade de coincidir
o foco do espelho hiperbdlico com o foco do espelho parabdlico,

de modo a manter a validade das propriedades mencionadas.
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5. CONSIDERACOES FINAIS

Neste capitulo, foram apresentados alguns OVA, elaborados no
GeoGebra, visando ao ensino de conicas, no Ensino Médio, apre-
sentados a professores de Matematica de um curso de formagao
continuada. A manipulacao dos OVA pelos professores, lhes per-
mitiu uma visdo mais ampla e diferenciada acerca de possibili-
dades de explorar conceitos da Matematica e suas aplicagdes a
partir dos objetos apresentados. Ao analisar as possibilidades,
sugere-se que a intera¢do dos estudantes com os objetos possa
contribuir para a aprendizagem de conceitos matematicos e
para a compreensao de suas propriedades em aplicagcdes para a

projecdo de equipamentos usados em situacdes praticas.

Neste contato com professores do Ensino basico observou-
-se que para muitos, elaborar seus proprios OVA, constitui-se
um grande desafio, principalmente pelo fato de exigir bastante
tempo e dedicacdo para sua concretizagao. Isso se justifica pela
necessidade de dedicagdo de tempo significativo para sua ela-
boragdo, além de exigir habilidades suficientes a articulacdo dos
recursos tecnoldgicos com os conceitos a serem abordados, o que

para alguns ainda é uma grande dificuldade, pois

a apropriacdo dessas tecnologias para fins pedagdgicos requer um
amplo conhecimento de suas especificidades tecnolégicas e comu-
nicacionais e que devem ser aliadas ao conhecimento profundo das
metodologias de ensino e dos processos de aprendizagem. N&o é

possivel pensar que o simples conhecimento da maneira de uso do



suporte (ligar a televisdo ou o video ou saber usar o computador e
navegar na Internet) ja qualifica o professor para a utilizacdo desses
suportes de forma pedagogicamente eficiente em atividades educa-
cionais (KENSKI, 2003, p. 05).

Justifica-se assim a importancia de investimentos para a oferta
de momentos de formagdes continuadas com esse viés, bem como
do desenvolvimento de materiais com instrugdes e exploragao
de ferramentas do préprio software. Foi nesta perspectiva que
se desenvolveu o presente trabalho, ao se mostrar os principais
passos usados para a construcdo de cada um dos OVA apre-
sentados, como a criacao de listas com a sequéncia de objetos,
a representacdo de lugares geométricos e a criagao de novas
ferramentas. Consideradas a importancia e as possibilidades
apontadas pelos professores durante o curso de formagao, mes-
mo com algumas dificuldades, considera-se fundamental que os
professores possam aproveitar seus momentos de planejamento
de atividades docentes para a estruturagdo e desenvolvimento de
materiais dteis a utilizagdo em sua pratica docente, em particular,
usando as ferramentas tecnoldgicas disponibilizada no software
GeoGebra. Assim, acredita-se que o material apresentado neste

capitulo possa contribuir.
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CAPITULO

EXPLORANDO PONTOS NOTAVEIS
DO TRIANGULO

Nilce Fatima Scheffer'®

Gabriela Finn”

1. INTRODUCAO

Esta discussdo a respeito de pontos notaveis do tridngulo esta
direcionada para o Ensino Médio, uma vez que aborda conceitos
de Geometria Analitica relacionados a representacdo, movimen-

tacdo em tela e construgao geométrica no software GeoGebra.

18 Doutora em Educagdo Matematica pela UNESP e Pés-Doutora em Educagdo Mate-
matica pela RUTGERS, EUA. Professora Adjunta da UFFS, dos Cursos de Licenciatura
em Matematica e Pedagogia. Professora permanente do Programa de Pés-Graduagdo
em Educacdo - PPGE, no Campus Chapec6/SC e Professora permanente do Programa
de P6s Graduagdo Profissional em Educagao - PPGPE, no Campus Erechim/RS. Lider do
Grupo de Pesquisa GPTMEM- Grupo de Pesquisa em TIC, Matematica e Educagdo Ma-
tematica. nilce.scheffer@uffs.edu.br. ORCID: https://orcid.org/0000-0001-9199-9750.

19 Mestre em Educacgdo pelo Programa de Pds-Graduagdo em Educagdo - PPGE, no
Campus Chapecd/SC. Membro do Grupo de Pesquisa GPTMEM. gabifinn94 @gmail.
com. ORCID: https://orcid.org/0000-0002-1915-4224.

o|nBupli} op sianpjou sojuod opunuojdx] :9 ojnpdp) GgG|



1x3 @ psinbsay s43us 0R3P|NJ13ID DW( :PI1IDWSID|N SP SS10SS8}0.1d 8P OR3PW.Io] bu siPHBIQ spiBojouda| G|

opsua

Como universidade publica, com a atividade que esta sendo
relatada, buscou-se dar algumas respostas a formacdo continuada
de professores de Matematica no sentido de contribuir em apoio
a pratica pedagoégica. Para caminhar nessa dire¢ao, conside-
ramos fundamental que haja um processo de aproximagao do
ensino tecnoldgico com o ensino de Matematica, acreditamos,
que a extensdo universitaria € um campo para acdes com o0s
professores. Para tanto, comecamos defendendo a importancia
de se transformar o campo da formacao dos professores de Ma-
tematica com o olhar voltado para as aplicagdes tecnoldgicas
em Matematica no Ensino Médio. Em seguida, apresentamos
alguns pressupostos que estruturam a extensdo na formagdo
de professores, na perspectiva de transformacao do ensino, da

universidade e, consequentemente, da sociedade.

Com o proposito de tornar mais concreta essa argumentacgao,
apresentamos algumas experiéncias de extensao desenvolvidas
no ambito do Grupo de Pesquisa em Tecnologias da Informacgao e
Comunicacao, Matematica e Educacao Matematica - GPTMEM, da
Universidade Federal da Fronteira Sul - UFFS. Sdo exemplos de
atividades que ja estavam em andamento, pelo fato de fazerem
parte das demandas reais e concretas desse Grupo de Pesquisa
e dos Cursos de Graduacao e P6s-Graduagdo dessa instituicao, a
que estdo relacionadas as autoras do texto. Este trabalho ocorreu
por meio de uma relacdo dialégica e garantindo a contribui¢do
da universidade e do curso de Licenciatura em Matematica do
Campus Chapec6/SC, na relagdo com professores e com a comu-
nidade escolar no contexto do periodo da pandemia, momento

do desenvolvimento do Projeto e das A¢des de Extensao.



O trabalho com o software GeoGebra, nas atividades que aqui
serdo apresentadas, esteve sempre com o olhar voltado para
questdes como a visualizacdo e a representacao em geometria,
considerando principalmente a relagdo com as tecnologias digi-
tais. Nesse sentido, vale destacar as palavras de Kalef quanto a

visualizacao:

[...] no Brasil, a grande maioria dos cursos de licenciatura e de forma-
cGo continuada de professores de Matematica, além de muitas vezes
passarem ao largo de um bom ensino de geometria euclidiana, ndo
consideram especificamente a habilidade da visualizacdo. Também
deixam de lado as representacdes envolvidas com os conceitos dessa
drea, ndo levando em conta procedimentos didaticos que possibilitem a
andlise e a comparacdo de sistemas axiomaticos diversos, com outras

regras e interpretacdes além da euclidiana (2022, p. 13).

A autora deixa clara a importancia que assume a visualizacao
na formacgdo continuada de professores de Matematica quando
desenvolvem um trabalho com geometria preocupados com
procedimentos didaticos que possam dar conta dos conceitos
geométricos a serem trabalhados, incentivando as interpretagdes

e comparagdes proporcionadas pela geometria.

No caso da Geometria Analitica do Ensino Médio, os conceitos,
ou seja, os objetos, figuras e relacdes contidas na Geometria Eu-
clidiana - plana e espacial - sao analisados e discutidos por meio
de processos algébricos. Assim, alguns dos pontos notaveis do
triangulo sao explorados no estudo apresentado neste capitulo,
com a valorizacdo da visualizacdo que é possivel a partir das

construgdes no GeoGebra.
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Inicialmente, vamos fazer uma breve revisdo sobre o tema e,
depois, apresentaremos e discutiremos as atividades desenvol-
vidas com os professores na Acao de Extensao.

2. UMA BREVE REFLEXAO

Este trabalho objetiva apresentar desafios e perspectivas para
professores de Matematica do Ensino Médio, que fizeram parte
das oficinas ministradas pelas proponentes deste trabalho. O
estudo revelou que ainda nao houve uma discussdao ampla com
docentes sobre a Matematica do Ensino Médio, prevista na Base
Nacional Comum Curricular - BNCC. Os participantes revelaram
também uma preocupag¢ao com a pouca maturidade dos adoles-
centes para com as mudancas propostas ao Ensino Médio e a
aprendizagem Matematica, principalmente quanto a utilizacao

das tecnologias digitais como suporte.

Com esse documento e outras politicas para o Ensino Médio, a
educacdo e a organizacgdo curricular estao pautadas por questdes
socioculturais e epistemolégicas, na busca de, uma formacao
de educandos mais criticos e reflexivos. Desse modo, o Ensino
Médio é uma etapa importante para o desenvolvimento pessoal
e profissional do estudante, pois é uma fase em que o discente
se prepara para entrar numa sociedade competitiva e desigual
(BRASIL, 2006).

A reforma do Ensino Médio, conforme prevista, recomenda
um trabalho de modo interdisciplinar, envolvendo as areas do
conhecimento para a construgao de um processo de ensino e de

aprendizagem condizente com as demandas da sociedade.



No entanto, quando nos voltamos para o ensino de Matema-
tica com tecnologias digitais e objetos de aprendizagem, princi-
palmente em relacdo a Geometria Analitica, ocorre a discussao
quanto a questdes da linguagem simbolica e argumentacdo Ma-
tematica, bem como da representacdo e visualizacdo em tela,
suas contribui¢des e importancia para a construcao geométrica

em Matematica.

Por outro lado, este trabalho considera também a visualiza-
¢do como um aspecto imprescindivel a construgdo geométrica,
valorizando os estudos de Kalef que evidencia a importancia

dessa caminhada no ensino de geometria:

[...] embora a maioria das representacgdes dos objetos geométricos
seja perceptivel visualmente (ou de maneira tatil), € imprescindivel néo
se confundir a habilidade da visualizaco, isto €, a habilidade de se
perceber (mentalmente) o objeto geométrico em sua totalidade, com
a percepcéo sensorial (como Van Hiele considerava) das diferentes

representacdes possiveis desse objeto (2022, p. 19).

A autora deixa claro que ndo podemos confundir ver com os
olhos da mente (visualizar) com ver o objeto (enxergar e ver a
imagem real, visual ou tatil do objeto fisico) por meio do apa-
rato sensorial para a construcdo do objeto geométrico em sua
totalidade.

Ja para Henrique, que inicialmente se refere a origem do termo
visualizagao para, depois, destacar a sua relagdao com os toques

no smartphone:
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Em um contexto mais amplo, o termo “visualizagdo” tem origem no
latim, visuais, que é relativo & vista, que podemos entender como o
ato ou efeito de ver. A palavra “ver”, neste caso, assume ndo s6 os
objetos que estdo diante dos olhos, como um livro impresso ou uma
representacdo grafica na tela do smartphone, mas as imagens men-
tais que conseguimos formar e manipular e é para este sentido que

nossas reflexdes convergem (2022, p. 24).

Consequentemente, para o autor, a direcdo dada a visuali-
zacdo volta-se para a representacdo das imagens mentais que
conseguimos formar a partir da representacao obtida na tela do
smartphone ou do computador, ou seja, para ele as definigdes se
complementam e apontam o papel da visualizacao para a cons-

trucdo e o desenvolvimento conceitual.

Diante da importancia do conhecimento geométrico, Scheffer
(2022, p. 58925), quando se refere a relagdo estabelecida entre o
trabalho algébrico, a argumentacao e a representagdo matemati-
ca, evidencia que os estudantes, quando resolvem problemas, se
apoiam na representac¢do pictorica, com o uso de componentes
imaginarios e de movimentos corporais, de bracos ou dedos em
sala de aula. Assim, o ensino com materiais manipulaveis ou
tecnologias digitais, por exemplo, inclui o uso de métodos de
busca de padroes que estimulam a intui¢do e a imaginacao, os
quais incluem a representagdo e a visualizacdo como aspectos
importantes ao simbolismo matematico, na criagdo e na cons-

trucao geomeétrica.



Essa posicao justifica porque pesquisadores da atividade
cognitiva geométrica, consideram Duval (2004, 2011), pois uma
atividade demandada pela geometria é mais evidente do que em
outros campos da Matematica, deste modo, de acordo com o autor,
os tratamentos devem ocorrer simultaneamente nos registros
figurais e discursivos. Assim, além de promover a analise do
processo de ensino e aprendizagem sob a 6tica da teoria dos Re-
gistros de Representacao Semidtica, a Geometria torna possivel a
analise do objeto matematico. E a visualizacdo é entendida como
uma atividade cognitiva intrinsecamente semiotica e nao apenas
de percepcao, pois proporciona a identificacdo das relacoes entre
unidades figurais de representacdo (DUVAL, 2004).

Ao buscar possibilidades de desenvolvimento profissional
docente, este trabalho focalizou as agdes com instrumentos
digitais, para incentivar mudancgas nos processos pedagogicos
voltados para o ensino de Geometria no Ensino Médio, de modo
a valorizar a representacao e a visualizacdo para proporcionar

momentos de reflexdo matematica.

Ao se referir a utilizacdo de softwares em seu aspecto dina-
mico para a exploragcdo matematica, Soares, Ferner e Mariani
(2018, p. 123), em analise ao trabalho de Duval, destacam que
os tratamentos figurais proporcionados pelos softwares, aliados
aos tratamentos discursivos, podem proporcionar a elaboragao
de demonstracgoes, que se constituem na base da compreensao

em Matematica, particularmente em Geometria.

Neste momento, apresentamos atividades de Geometria Ana-
litica desenvolvidas no software GeoGebra para a exploragao

de pontos notaveis do triangulo, iniciando com a construgao de
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triangulos equilatero, isésceles, escaleno e retangulo, passando
por pontos notaveis de cada tipo de tridngulo, chegando a cons-
trucao do triangulo értico.

2.1. CONSTRUCAO DO TRIANGULO EQUILATERO
DADA A MEDIDA DO LADO

2.1.1. A CONSTRUCAO

A partir da representacdo de um segmento AB, dado na Figura
1, com centros nas extremidades do segmento, em A e B, e raio
com medida AB, construir duas circunferéncias, cujo ponto de
interseccdo entre as duas determina o ponto C, apés, unir os

pontos A4, B e C obtendo assim o triangulo equilatero.

Figura 1 - Triangulo Equilatero.

Fonte: Dados dos autores.



2.1.2. ALGUNS QUESTIONAMENTOS
(i) Quais as principais caracteristicas do triangulo equilatero?

(ii) Quais as principais caracteristicas quanto aos lados e
quanto aos angulos?

(iii) Quais as relacdes entre os angulos internos do triangulo
equilatero?

(iv) Quais as relagdes entre os angulos externos do triangulo
equilatero?

2.1.3. CONCLUSOES

O triangulo equilatero tem trés lados iguais, trés angulos inter-
nos e trés angulos externos iguais. A soma dos angulos internos

é 180 graus e dos angulos externos é 360 graus.

2.2. TRIANGULO ISOSCELES DADOS A BASEE O
LADO

2.2.1. A CONSTRUGCAO

Iniciar a construgdo com a representacdao de um segmento
qualquer AB. A partir desse segmento, com um raio de compri-
mento qualquer, construir duas circunferéncias de centro em
cada uma das extremidades A e B e mesmo raio, e estabelecer
o ponto de interseccdo C das duas circunferéncias, que sera o
vértice comum dos dois lados iguais do triangulo isésceles. A
seguir, representar os lados ao unir os segmentos no mesmo
ponto C, conforme ilustra a Figura 2.

o|nBupli} op sianpjou sojuod opunuojdx] :9 ojnpdp) £9)



1x3 @ psinbsad a43us 0R3P|NJ13UD DW( :PIIDWSID|\ SP S310SS840.1d 8P op3PW.Io] bu sipUBIQ spiBojouda] 9|

opsua

Figura 2 - Triangulo Isésceles.

W

Fonte: Dados dos autores.

2.2.2. ALGUNS QUESTIONAMENTOS
(i) Quais as principais caracteristicas do triangulo isosceles?

(ii) Quais as principais caracteristicas quanto aos lados e

quanto aos angulos?

(iii) Quais as relagdes entre os angulos internos do triangulo

isOsceles?

2.2.3. CONCLUSOES

As principais caracteristicas do triangulo isosceles sdo: dois
lados iguais e dois angulos iguais em relacao a base. Neste caso,
é um tridngulo acutangulo, porque tem trés angulos internos

menores que 90 graus.



2.3. TRIANGULO ISOSCELES DADOS A BASE E A
ALTURA

2.3.1. A CONSTRUGCAO

Parainiciar a construgao, representar um segmento qualquer
P1P2, encontrar o ponto médio do segmento M1, e tragcar uma per-
pendicular ao segmento passando por esse ponto médio (Figura
3). Com o centro da circunferéncia M2 em e um raio qualquer,
tracar uma circunferéncia cujo ponto de interseccdo M2 com a
perpendicular que passa no ponto médio M1, determinar uma
das alturas do triangulo isésceles, aquela em relacdo a base. Esse
ponto serd obtido a partir da unido dos segmentos tracados dos
vértices P1 e P2 com o ponto M2.

Figura 3 - Triangulo Isésceles dados a base e a altura.

M2

4.0

Fonte: Dados dos autores.
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2.3.2. ALGUNS QUESTIONAMENTOS

(i) Quais as principais caracteristicas da altura em relacao a

base do triangulo isdsceles?
(ii) Quais os principais pontos do triangulo por que ela passa?

(iii) O que a altura em relagao a base do triangulo isosceles

determina na figura do triangulo visualizado?

2.3.3. CONCLUSOES

A altura do tridngulo isdsceles é perpendicular a base, pas-
sando pelo ponto médio da mesma e pelo vértice oposto, ponto,
que é formado pelos dois lados iguais do tridngulo. A altura em
relacdo a base do triangulo isésceles, quando tragada, o divide

em dois triangulos retangulos iguais.

2.4. TRIANGULO ESCALENO DADOS OS SEUS LADOS

2.4.1. A CONSTRUCAO

Representar um segmento de 6cm e marcar os extremos P1 e
P2.Em uma das extremidades, construir uma circunferéncia de
raio 5cm para determinar o outro lado do triangulo e, na outra
extremidade do segmento inicial, construir uma circunferéncia
de raio 4,5cm para determinar o ultimo lado do tridngulo e, por
fim, conforme mostra a Figura 4, unir P1, P2 e I, sendo uma das

interseccdes das circunferéncias construidas.



Figura 4 - Trigngulo Escaleno.

Fonte: Dados dos autores.

2.4.2. ALGUNS QUESTIONAMENTOS
(i) Quais as principais caracteristicas do tridngulo escaleno?

(ii) Quais as principais caracteristicas quanto aos lados e
quanto aos angulos?

(iii) Quais as relacdes entre os angulos internos do triangulo

escaleno?

(iv) Quais as relagdes entre os angulos externos do triangulo

escaleno?

2.4.3. CONCLUSOES

As principais caracteristicas do tridngulo escaleno sdo: trés
lados diferentes e trés angulos diferentes. A soma dos seus angulos
internos é 180 graus e a soma dos angulos externos é 360 graus.
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2.5. TRIANGULO RETANGULO DADAS AS MEDIDAS DE
SEUS CATETOS

2.5.1. A CONSTRUCAO

Para a construgdo representar um segmento qualquer AB com
centro em construir uma circunferéncia com raio qualquer, que
representa o outro cateto do tridngulo. Pelo ponto A tracar uma
reta perpendicular ao segmento AB, que interceptara a circun-
feréncia tracada em dois pontos. Chame um deles de C. Assim,
AB é o outro cateto do triangulo retangulo (Figura 5). Por fim,
determinar o outro lado do tridngulo retangulo, BC, ou seja, a

hipotenusa do tridangulo retangulo ABC.

Figura 5 - Triangulo Retangulo.

C

Fonte: Dados dos autores.



2.5.2. ALGUNS QUESTIONAMENTOS
(i) Quais as principais caracteristicas do triangulo retangulo?

(ii) Quais as principais caracteristicas quanto aos lados e

quanto aos angulos?

(iii) Quais as relacdes entre os angulos internos do triangulo
retangulo?

2.5.3. CONCLUSOES

As principais caracteristicas do triangulo retangulo sdo: trés
lados diferentes e trés angulos diferentes; um angulo de 90 graus,
denominado dngulo reto; e outros dois angulos internos que se
complementam, ou seja, somam 90 graus. Os lados do triangulo
que formam o angulo reto, sio chamados de catetos e o lado

maior é chamado de hipotenusa.

2.6. ORTOCENTRO DE UM TRIANGULO E O
TRIANGULO ORTICO

6.2.6.1. A CONSTRUCAO

Iniciar a constru¢do com um triangulo escaleno, como ilustra
a Figura 6. Na sequéncia, construir retas perpendiculares aos
trés lados do triangulo que passam pelo vértice oposto, deter-
minando as trés alturas. Na interseccao dessas alturas, obter o
ortocentro e, a partir da intersec¢do das perpendiculares com
os lados opostos do triangulo, obter o tridngulo 6rtico interno

ao triangulo inicial.
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Figura 6 - Triangulo Ortico.

Fonte: Dados dos autores.

2.6.2. ALGUNS QUESTIONAMENTOS
(i) Quais as principais caracteristicas do tridngulo 6rtico?

(ii) Quais as principais caracteristicas quanto aos lados e

quanto aos angulos?

(iii) Quais as relacdes entre os angulos internos do triangulo

ortico?



2.6.3. CONCLUSOES

As principais caracteristicas do tridngulo drtico sao: trés la-
dos diferentes e trés angulos diferentes, é um triangulo obtido
a partir da unido dos pés dessas alturas, que obtemos um novo
triangulo, justamente por ser obtido a partir da construgdo do

ortocentro, ou seja, da intersec¢ao das alturas.

3. CONSIDERACOES FINAIS

0 estudo aqui apresentado teve como 6tica principal destacar a
valorizacdo da visualizagao no ensino de Geometria com a utiliza-
cdo de recursos das tecnologias digitais. Atividade que fez parte
de um projeto mais amplo de A¢des de Extensdao desenvolvido
com professores da rede publica, priorizando, principalmente,
os recursos do software GeoGebra na exploracdo de um tema de
Geometria Analitica muito pertinente ao Ensino Médio, que é a

exploracdo de pontos notaveis do tridngulo.

O trabalho desenvolvido com os professores, no decorrer das
Acdes de Extensdo, promoveu boas interagdes que geraram uma
produgao individual muito proficua, resultando em mudangas
na pratica docente, em reflexdes quanto a contribuicdes das
tecnologias digitais para as aulas de Matematica e, também, para
a construcao cognitiva em Geometria.

As atividades destacadas exploraram conceitos que inclui-
ram propriedades de tridngulos, pontos notaveis de triangulos
e algumas construgdes no software GeoGebra. Com isso, foram

confirmados aspectos fundamentais a construcao geométrica,
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testes de conjecturas e exploracdo da visualizagdo em tela dina-
mica, potencializando assim, possibilidades de um trabalho de
geometria dinamica na sala de aula do Ensino Médio.

Para finalizar, vale dizer que um trabalho com essas caracteris-
ticas teve por objetivo promover o desenvolvimento profissional
de professores de Matematica que estdo atuando em sala de aula,
incentivando transformacgodes que valorizem assim, a docéncia

em Matematica e aperfeicoem os processos educativos.
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