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Nilza Eigenheer Bertoni

Minha familia deixava uma expectativa implicita quanto as
filhas mulheres serem professoras, mas eu tinha certo desejo de
ser arquiteta: atracao por desenho, formas, artes. Certo dia, |4 pela
72 série, a professora de matematica disse que eu deveria ser pro-
fessora dessa disciplina, mas pareceu-me que eu nada tinha a ver
com isso. O professor do Ensino Médio foi desvelando atracdes, ex-
plicando coisas nas quais eu tinha dificuldade em ver a légica. Mas
a decisdao de estudar Matematica foi de ordem pratica: eu fizera os
cursos “cientifico” e “de magistério” simultaneamente e, ao terminar
o segundo, ganhei o que se chamava “cadeira prémio” - uma vaga
no magistério publico.Se aprovada em vestibular de licenciatura na
faculdade oficial, teria direito a licenca com vencimentos para fazer
o curso. Assim, fui cursar matematica na atual Universidade Estadu-
al Paulista (UNESP), de Rio Claro.

A matematica, apesar de me parecer facil, teve sempre coi-
sas obscuras: a questao do jogo de sinais com numeros relativos;
o ocultamento da distingdo entre o sinal intrinseco do nimero e o
sinal operatorio; o fato de dizerem “a derivada € a (reta) tangente”e
de repente aparecerem derivadas da forma 3x2, 4x3... Mas também
aprendi coisas maravilhosas.Por exemplo, o professor Abraham Blo-
ch deu umaidéia perfeita do que seria uma poténcia com expoente
irracional. Tudo isso influenciou o meu trabalho em Educa¢dao Ma-
tematica décadas depois, no qual minha motivacao maior foi a de
explicitar a l6gica subjacente aos processos, bem como evidenciar
origens e finalidades de conceitos e teorias elaboradas.

Antes de me voltar completamente para a Educacao Matema-
tica, houve periodos de aproximacao e de distanciamento. Durante
os trés anos em que lecionei, procurei encaminhar as criangas para
uma compreensao daquilo que faziam.Ao me formar na universida-
de, em 62, época em que havia certo rumor sobre ensino de mate-
matica, tive vontade de participar do - Grupo de Estudos no Ensino
de Matematica (GEEM), em Sao Paulo, mas fui francamente desesti-
mulada por meus professores da faculdade, com os argumentos de
gue isso eu poderia fazer depois de saber mais matematica, depois
de fazer pés-graduacao. Fui,com bolsas de estudos sucessivas, para
o Instituto de Matematica Pura e Aplicada (IMPA), no Rio de Janeiro,
e para a Universidade de Tlibingen, na Alemanha.

Eu tinha mil outros interesses na vida. A estada na Europa
permitiu-me aprender um pouco mais de matematica e muito do
passado alemao, de impressionantes filmes de propaganda nazista
(e portanto da manipulacdo de opinides) e de discussées dominan-
tes - teoldgicas, filoséficas e socioldgicas, em torno, principalmente,
de Kuhn, Ernst Bloch e Dahrendorf - o que postergava meu envolvi-
mento com o ensino de matematica.



Voltei da Alemanha com mais maturidade e vontade para as-
sumir minha vida profissional. Passei rapidamente pela Universida-
de em Rio Claro e, de repente, cheguei a Brasilia, contratada pela
Universidade de Brasilia (UnB). Ocorreu, entéo, a Idade das Trevas
da minha vida. Eu saira em 64, logo apds o golpe militar, ouvia falar
das coisas no Brasil, mas nao as vivia. Assim, nao podia imaginar um
pais muito diferente daquilo que sempre conhecera. A situacdo de
fiscalizacdo e de repressdo que encontrei era inimaginavel. Come-
cei a comparar o siléncio dos alemaes com meu préprio siléncio e
foi tudo dificil. Fiz da sala de aula 0 meu espaco Unico de expres-
sao, ainda que nele houvesse incursées de “novos alunos” vindos
dos 6rgdos de informacao. Para ndo perder o humor, perguntava se
eram transferidos, de onde haviam vindo, que livro seguiam e ainda
oferecia minha ajuda... Fiz mestrado na UnB e a qualificacdo para o
doutorado em Matematica, tive duas filhas, processos estressantes
e dvidos consumidores do tempo. Nao terminei o doutorado: a pri-
meira tese em que eu trabalhara foi publicada por outro antes de
mim e tive de recomecar outra; meu orientador foi para o exterior e
nao mais retornou ao Brasil.

Foi entdao que me voltei, decididamente, para o ensino. Envol-
vi-me com leituras e coordenei dois projetos: um, apresentado ao
SPEC, que durou cinco anos (foi dessa época a primeira versao de
uma apostila chamada Numeriza¢do) e outro, de reformulacdo da
Licenciatura em Matematica na UnB. De certo modo, fomos pionei-
ros em introduzir uma série de disciplinas que formavam o profes-
sor dentro de uma concepcao de Educagao Matematica. Comecei a
participar do movimento nessa area e fui a primeira dirigente na-
cional da Sociedade Brasileira de Educacao Matematica. Participei
de congressos nacionais e internacionais, escrevi artigos e modulos,
fiz formacado continuada de professores em vdrias escolas e esta-
dos, participei de varios projetos do MEC: Livro Didatico, Parametros
Curriculares Nacionais (3° e 4° ciclos), PROFORMACAO, Projeto GES-
TAR.Um momento especial foi a participacao na equipe de elabora-
¢ao do projeto das licenciaturas da Universidade Aberta do Distrito
Federal (UNAB), um consistente e inédito projeto de formacao de
professores de Matematica, Fisica e Biologia, o qual, infelizmente,
nunca foi implantado.

Dos projetos, e da atuagdo na Licenciatura, foi-se construin-
do um grupo de alunos interessados no ensino de Matematica, ini-
cialmente discipulos e estudiosos da area, que depois continuaram
seus caminhos como profissionais, doutores, pesquisadores (hoje
formando novos discipulos, como o professor Cristiano Muniz) e
com alguns dos quais integro hoje grupo de pesquisa.

Depois de percorrer todo esse caminho, é uma alegria ter co-
legas que prosseguem o trabalho em Educacao Matematica no De-
partamento de Matematica da UnB, como Terezinha ou Tania; ter
ex-alunos que fizeram pés-graduagao e atuam também nessa area,
como Cristiano, Villar e Solange, na Faculdade de Educac¢do da UnB,
e Ana Lucia, na Catolica de Brasilia. Ou ter amigos professores,como
Avelina, que me envolveram de novo em ac¢des junto a SBEM de



Brasilia, quando ela estava praticamente parada. Ou ainda encon-
trar professores que participaram a tempo de alguns cursos comi-
go e vém me contar o que aproveitaram e o que fazem em sala de
aula.

Também me alegro por ter duas filhas, construindo e buscan-
do seus caminhos e por ter dois netos. Isabela, a poucos meses de
completar trés anos, convida-me para sentar no computador, para
“ver umas coisas” e “escrever umas coisas” Tito, com seus onze me-
ses, vem disputar meu colo e o teclado do computador.

Nesse encontro com vocés, penso nas criangas avidas de saber
que vocés encontram a cada ano e no gosto pelo conhecimento em
Educacao Matematica que espreita a muitos de vocés.

Desse modo, tenho certeza de que o caminho continua.
*Muitas dessas reminiscéncias foram retiradas da entrevista que

dei para a tese de doutorado “Vidas e Circunstancias na Educa¢édo Ma-
temdtica’ de Carlos Roberto Vianna, USP-FE, 2000.






Fracdes tem sido um assunto temido, mal compreendido, mal
aprendido.

Mesmo que algumas coisas nem parecam tao dificeis, como
dividir figuras em partes iguais, pintar algumas, escrever um sim-
bolo com um nimero em cima e outro embaixo. J& memorizar as
operagdes entre esses simbolos é mais complicado. A de multipli-
cacao é a mais facil. Os alunos tendem a repetir seu modelo nas
demais — somar e subtrair fazendo as mesmas operagdes nos res-
pectivos numeradores e denominadores. Ndo ousam para a divisao,
mas é onde também funcionaria.

Aprendem sobre fracao equivalente, minimo multiplo co-
mum, maximo divisor comum.

Na verdade, ha muita coisa poluindo e escondendo o cristal
puro que fracdo é: um ndimero. Uma idéia matematica associada a
quantificacao.

Uma idéia que responde a: quantos? quanto? quanto de?, em
perguntas que se referem a coisas do contexto:

- quantas melancias na banca, que apresenta algumas intei-
ras, algumas metades, algumas metades de metades?

- quanto de leite, depois que eu tomo certa parte e meu ir-
mao toma mais outra parte do que sobrou?

- quanto cada um recebe, se forem divididos 5 chocolates
para 4 criangas?

Se aresposta nao é uma quantidade inteira de objetos, entao
ela vai ser dada, correta ou muito aproximada, por um numero fra-
ciondrio. O foco principal é tornar clara para a crianca a existéncia
de situacodes significativas do contexto que demandam a introdu-
¢ao de novos numeros. Numeros tém que funcionar na vida, ndo
s6 em figuras divididas, onde nem adquirem verdadeiramente esse
significado.

Por mais que criancas aprendam os procedimentos da asso-
ciacdao de numeros a figuras divididas e de regras que se diz forne-
cerem o resultado de operacdes, nao ha sombra de duvida de que
nao estao entendendo e elaborando a constru¢ao dos nimeros fra-
cionarios, se ndao souberem responder perguntas como:

- um meio dividido por 2, quanto da?

- bebi metade do litro de leite e minha irma bebeu metade do
que sobrou, quanto ficou do litro?

- dividindo-se 10 cocadas para 6 criangas, quanto cada uma
recebe, se ndo deixarmos sobrar nada?

Nao é possivel que se recorra, a cada momento, a lapis, papel
e regras para dar uma resposta (que nao sabem explicar).

Seria 0 mesmo que, cada vez que perguntassemos aos alu-
nos, mesmo em séries mais avangadas, quanto vale o dobro de 3, a



metade de 10, 5+2, 8 - 4, eles necessitassem desenhar bolinhas para
saber os resultados.

Esses fatos e consideragoes, feitos ao longo de muitos anos de
investigacao, experimentagao e pesquisas, nos levaram a sucessi-
vas propostas para o ensino de fra¢des, cada uma trazendo ganhos
e sugerindo pontos a superar. A ultima, que data de cerca de quatro
ou cinco anos, adensou-se em bases tedricas e praticas, pelo aporte
trazido pela teoria a respeito de formacao de conceitos do psicélo-
go, matematico e educador matematico francés Gerard Vergnaud.

Ap6s décadas de uma metodologia insatisfatéria no ensino
e aprendizagem dos numeros fraciondrios, esperamos que essas
idéias ndao sejam as Unicas nem refratdrias a superagdes, mas que
possam trazer a professores e alunos bons rumos e idéias na cons-
trucao consistente do numero fracionario, possibilitando seu reco-
nhecimento e uso em situagdes do mundo real.

Nilza Eigenheer Bertoni






Consideracoes iniciais




E preciso ensinar as fracoes? Com qual enfoque?

Embora os numeros naturais e os decimais, estudados em
fasciculos anteriores, resolvam a maioria dos problemas do nosso
dia-a-dia, as fracbes, em sua representacao fracionaria (nao deci-
mal) nos ajudam a entender melhor razbes, escalas, porcentagens,
possibilidades - e ainda sao freqlientes nas receitas culinarias. Nos-
sa preocupag¢ao maior é com o conhecimento das fragdes e do con-
ceito de numero fraciondrio, que nao pode ser conseguido sé com
a divisao de figuras geométricas em partes iguais e a memorizagao
das regras operatérias. E preciso encontrar caminhos para levar o
aluno a identificar quantidades fracionarias em seu contexto coti-
diano e a apropriar-se da idéia do numero fraciondrio correspon-
dente, usando-os de modo significativo.

Fracdes tém sido um dos temas mais dificeis no ensino fun-
damental. Avaliagdes e pesquisas atestam o baixo rendimento dos
alunos no assunto. Nos ultimos anos, as pesquisas sobre o ensino e
a aprendizagem desse tema tém detectado iniUmeros problemas e
levantado hipoteses, que, entretanto, ndo abrangem a totalidade da
problematica, nem sao conclusivas. Talvez devido a isso, propostas
de ensino incorporando esses resultados sao apenas incipientes. O
mais comum de se encontrar sao as mesmas propostas de sempre,
que comeg¢am informando as criangas sobre nomes e simbolos de
fracdes, apresentando quadrados, retangulos ou circulos divididos
e parcialmente pintados.

Escrever um fasciculo sobre fragdes &, portanto, um desafio.
Desafio que enfrentamos, entendendo-o como mais uma etapa em
nosso caminhar sobre o assunto, como uma contribuicdo para a
busca e a construcao coletivas de solucao para o problema.

Desde 1985, temos nos debrucado sobre essa questdao. No
projeto “Um novo curriculo de matematica para o 1° grau”, do Sub-
programa Educacao para a Ciéncia - SPEC, (Mat/UnB, MEC/CAPES/
PADCT), nossas pesquisas e experiéncias levantaram muitos aspec-
tos, varios deles ja confirmados por outras pesquisas e recomenda-
dos nos Parametros Curriculares Nacionais — PCN'’s.

Constatamos inicialmente a restrita presenca, em nossa
socio-cultura, de numeros na forma fracionaria. Dominam os nu-
meros em representacao decimal, na midia, nos negdcios, na vida
profissional.

Entretanto, as fragdes iniciais, mais simples, estdo sim pre-
sentes na socio-cultura. Tais nUmeros sao mais adequados a certas
situacoes de quantificacdo e comparacao do que a representacao
decimal. Por exemplo, ao comparamos um terco de pizza com um
quarto, € mais imediato pensar logo na divisao, na parte, e dizer
que 1 quarto € menor do que 1 terco. Nao seria pratico passar paraa
notacao decimal e comparar 0,333... com 0,25. A representacao fra-
ciondria constitui-se ainda em apoio natural para a introducao da
representacao decimal. Por exemplo, para introduzir 0,1, é natural
pensar em 1/10 da unidade. Além disso, a representacao fraciona-
ria é relevante na compreensao mais ampla de numeros racionais,



de proporgoes, calculo algébricos, probabilidade. Nessa ultima, por
exemplo, é comum falar na probabilidade em termos de fragdes: 1
em4, 1 em 7, que levam aos numeros Y4, 1/7.

E preciso ressalvar, contudo, que a abordagem que considera-
mos relevante para o desenvolvimento dos nimeros fraciondrios é
mais conceitual e compreensiva, e ndo de figuras e regras memori-
zadas. A abordagem tradicional, realmente, nao contribui para um
avan¢o na compreensao dos nimeros.

Nas experiéncias realizadas sobre o ensino-aprendizagem das
fracdes, destacamos, entre outros pontos observados:

* a constatacdo de que os simbolos sGo obstdculos a compre-
ensdo inicial do significado das fracées pela crian¢a, o que nos
levou a sugerir um tempo inicial de aprendizagem néo simbdlica
das fragoes.

* a constatagdo de que trabalhar com familias de fracées in-
terrelacionadas, como meio/quarto/oitavo; terco/sexto/nono,
quinto/décimo/vinte avo, permitia que a crianga estabelecesse
relagées e atribuisse significado a operagdes iniciais com esse
numeros. Elas percebiam, por exemplo, que 1 quarto é metade
de 1 meio; que 1 quarto + 1 quarto é igual a 1 meio; que duas
vezes 1 quarto dd 1 meio, que 1 meio dividido por 2 dd 1 quar-
to etc. Um fato significativo foi o raciocinio demonstrado por
uma de nossas criangas, ao se deparar, num jogo, com o desafio:
quanto é 5 tercos menos 1 sexto? Ela foi rdpida: 4 tercos e meio.
Nitidamente, ela apoiava-se na relagéo vivida e construida, de
que o sexto era obtido dividindo-se o terco ao meio; o sexto valia,
portanto, metade do terco. Assim, ao pensar em 5 tercos menos
1 sexto, ela pensava em 5 tercos menos a metade de um deles, o
que daria, portanto, 4 tercos e meio (terco).

Ainda nao constatamos o uso ou recomendacao desses pon-
tos em livros ou propostas curriculares.

* aconstatagdo de que as nogdes de minimo multiplo comum e
de mdximo divisor comum interrompiam e faziam um desvio no
caminho da construg¢do da idéia de fracdo pela crianca, e, além
do mais, ndo eram imprescindiveis aos cdlculos. Dai termos de-
senvolvido os cdlculos sem introduzir esses conceitos.

* a constatagdo de que os algoritmos operatorios desenvolvi-
dos na escola eram de compreensdo quase impossivel para as
criangas, e afastavam-se muito dos algoritmos para as mesmas
operacbes nos numeros naturais. Comparem-se, por exemplo,
os algoritmos tradicionais da soma e da diviséo de fracées, com
os algoritmos da soma e da divisGo entre os numeros naturais.
Sao tdo distintos que as crian¢as ndo chegam a identificar que
o0s novos algoritmos possam significar a mesma idéia de soma,
subtracdo etc desenvolvidas entre os numeros naturais.

Como conseqtiéncia, introduzimos algoritmos, na aparéncia



e na esséncia, mais de acordo com as concepg¢des da crianca. Na
forma, eles se apresentavam verticais para a soma e a subtracdo de
fracOes, e em chave para a divisdao. Exemplificando:

1meio| 2 criangas 1/2 | 2 +1quarto . Va

Tquarto Va

Pelo que sabemos, essa abordagem também nao foi incorpo-
rada aos livros e propostas atuais.

Idéias sobre algoritmos alternativos encontram-se em BER-
TONI, 1986. Essas experiéncias e processos foram, em grande parte,
consubstanciados na apostila Fracoes, de Amato (1988), que inte-
grava a equipe de pesquisa.

Apesar de, na proposta inicial do projeto, termos usado bas-
tante canudos, fichas e jogos, nos desdobramentos pds-projeto,
comecei a observar que, apesar dos éxitos, havia limitagdes da pro-
posta desenvolvida no mesmo. Por exemplo, embora as criangas
gostassem dos jogos de trocas de fichas e formacdo de unidades,
adolescentes manifestavam certo desinteresse e jovens adultos até
estranheza sobre a finalidade daquelas relacdes “entre as tiras”.

Por outro lado, muitos professores consideravam a proposta
trabalhosa, e preferiam o recurso as figuras divididas. Isso levou-nos
a trabalhar durante certo tempo, em capacitacdes, com as tais fi-
guras, desenvolvendo, contudo, mais abstracdes reflexivas a partir
delas. Embora conseguissem respostas a problemas pelo tracado
e divisdo de um retangulo, observamos que, nas interpretagcdes
do resultado em um desenho mais fidedigno a situacao real, sur-
giam frequientes dificuldades. Em problemas referindo-se a um li-
tro de leite (havia 3 de litro de leite e foram bebidos 3/8, quanto
restou?), ainda havia o costumeiro procedimento de divisao de re-
tangulos. Na transposicao para a realidade, a superficie do leite res-
tante aparecia, muitas vezes, como uma linha quebrada (Figura 1).

/-\

Figura 1

Umadificuldade reveladora ocorria quando, propositadamen-
te, introduziamos um elemento irreal em algum problema, como:
4/3 da estrada estao asfaltados... Participantes ndao hesitavam em
tomar um retangulo, alguns deles dois retangulos e prosseguir nas
divisdes. Isso evidenciava que a representacao 4/3 nao tinha um sig-



nificado quantitativo real, apenas conduzia a uma representacao.

Fomos chegando a constatacao de que nem o material ma-
nipulativo anteriormente usado (fichas e canudos), nem as figuras
geométricas associadas a abstracdes reflexivas davam conta de
associar claramente as representagdes fraciondrias a situacdes da
realidade. A proposta comecava tentando uma leitura quantitativa
de materiais representando partes da unidade, que usavamos em
jogos, mas isso nao encontrava ressonancia em situagoées do coti-
diano infantil, ndo tendo a ver com acdes de avaliacao numérica de
partes fracionarias, efetuadas no cotidiano. Nesse caso, a didatica
produzia um anteparo antes de o conceito de quantificador fracio-
nario ser formado, ensinando-lhe uma representacao simbdlica an-
tes de ele saber o que esta sendo representado, ou para qué aque-
la representacao servira. O desenvolvimento que da sequéncia a
esses modelos, na aprendizagem usual dos nimeros fraciondrios,
envolve relagdes e operagdes entre eles, os quais permanecem cen-
trados nos materiais e figuras, criando um universo préprio para a
existéncia das fracdes, desvinculado da realidade.

Essa constatacao levou nosso foco para contextos da realida-
de, gerando um rastreamento de coisas divididas em partes iguais,
ou que requeriam tal divisdao. O foco central da proposta passava da
concretizacao manipulativa a contextualizacao do mundo real.

Finalmente, essa énfase em objetos da realidade conduziu a
situacOes que os envolviam. Nesse ponto, imbricamos com a pro-
posta de Vergnaud para a formacao de um conceito, a qual consi-
dera, como elemento inicial essencial para a formac¢ao de um con-
ceito, a presenca de um conjunto de situacbes em que o sentido
é constituido. Neste caso, o de nimero fraciondario. Bertoni (2008)
acrescenta:

ao constatarmos a relevancia das situacdes para a emergén-
cia de novos numeros, passamos a investigar e experimentar como
ficariam as idéias desse autor no caso especifico da aquisicao do
conceito de numero fracionario.

Seguindo essas idéias, iniciamos, a partir de 2003, a elabora-
¢ao da forma atual de nossa proposta, da qual apresentaremos os
principais elementos e resultados obtidos.

Reflita sobre sua aprendizagem pessoal de fracdes, e, caso
vOCcé ensine esse topico, sobre a aprendizagem das criangas nes-
se assunto. Pense nas dificuldades encontradas, se houve ou néo
compreensao légica dos processos utilizados, tanto por vocé como
pelos alunos. Conte sua percepgao geral a respeito desse proble-
ma.



Ao inicio desse fasciculo, queremos esclarecer em que sen-
tido estaremos usando os varios termos relacionados ao assunto:
inicialmente fracdo e numero fracionario, que serdo utilizados nas
secoes 1 e 2; depois numero racional, que aparecera na secao 3.

O termo fracao tem sido comumente usado tanto para desig-
nar certas partes de um todo, ou de uma unidade, quanto para de-
signar uma representacao numérica dessa parte. Esses usos estao
consagrados e nao procuraremos fugir deles. O préprio contexto
dird quando a fracdo esta designando uma parte da unidade: aqui
temos um quarto de queijo, ali esta meio meldo, ou quando expres-
sa numericamente essa parte: o pedaco correspondente a ¥ de
queijo, a parte correspondente a 2 melao.

Um quarto de queijo
Y4 de queijo
Fracdo como representacdo numérica dessa parte: V4

Algumas fragdes podem ser equivalentes a outras, por repre-
sentarem a mesma parte da unidade. Por exemplo, 2 é equivalente
a 2/4.

Entretanto, no ensino-aprendizagem dessas partes, parece fi-
car meio oculta a intencao de, além de designa-las e representa-las,
chegar a nocdo de nimero fraciondrio, com os quais se podera ope-
rar, que poderao ser comparados com os nimeros naturais e entre
si, e poderdo ser colocados na reta numérica. Essa intencao nao fica
bem consubstanciada. As operacdes com os simbolos numéricos
fracionarios surgem de repente, na forma de regras. Os alunos nédo
compreendem os significados iniciais desses numeros e as relacdes
entre eles, como ocorre quando comegam a perceber o sentido dos
nUmeros naturais. Assim, ndo constroem o conceito de numero fra-
cionario.

Basta entrar em uma classe de 5° ou 6° ano e formular per-
guntas como: quanto é 1 menos 1 quarto? Quanto dd metade de 1
meio? Em 1 litro e meio, quantos quartos de litros cabem?

Nossa intencao é formular uma proposta para esse ensino
com o objetivo de formar o conceito de nimero fracionario. Para
isso, é necessario evidenciar a caracteristica quantificadora essen-
cial dos mesmos. Cada um deles deve ser o substrato comum a to-
das as colecbes quantificaveis por ele.

Em nossa proposta, procuramos a compreensao da entidade
numérica fracionaria anterior a representacao escrita. Centramos
a proposta na constru¢ao de um numero, explicitando a que vem



esse nimero e o que ele quantifica, bem como suas relagées com
0s numeros naturais.

O conceito claramente formado do que esses nimeros quan-
tificam conduz a varias percepgdes:

* de que hd uma ampliagdo do que era suscetivel de ser quan-
tificado. Isto é, sem os fraciondrios, s6 se podia quantificar cole-
¢bes constituidas apenas de objetos inteiros. Com os fraciondrios,
é possivel quantificar colec6es formadas por unidades e partes
delas, oriundas de divisées em partes iguais.

* de que é possivel comparar, em termos das quantidades que
representam, esses numeros entre si e com os numeros naturais;

* do reconhecimento de que os novos nimeros entremeiam-se
entre os numeros naturais;

* do posicionamento dos mesmos na reta numérica;

* do significado das operacgdes entre eles.

Uma vez colocada a intencao de construir o conhecimento
sobre os numeros fracionarios, vamos nos deter um pouco sobre
0 que é feito em muitos livros dos anos iniciais. Constatamos que
o trabalho com fracdes tem consistido, basicamente, na divisao de
figuras em partes iguais, no destaque de algumas e sua nomeacao
- tanto em palavras quanto em simbolos. Em seguida, sao dadas as
regras para as operagoes, a maioria sem explicacao, desvinculadas
das figuras trabalhadas. Esta abordagem tem sido questionada nos
ultimos anos, por exemplo por Nunes, 1997, p.191:

... (no processo de dividir e pintar), as criancas sao informadas
que o numero total de partes é o denominador,entao,o nimero
de partes pintadas é o numerador. Com algumas poucas regras
para calcular, permitem que as criangas transmitam a impressao
de que sabem muito sobre fracdes. Pesquisas demonstraram
que a impressdo de criancas raciocinando com sucesso sobre
fracdes poderia ser falsa.

A par desses questionamentos, constata-se um baixo rendi-
mento atestado pelos alunos na aprendizagem, que se prolonga
até séries mais avancadas. Esses fatos nos levam a indagar se o pro-
cesso usado para o ensino-aprendizagem das fracdes leva a forma-
¢ao do conceito de numero fracionario, ou se fica reduzido a um
manejo de figuras, sua designagdo e representacao.

A fala de Pedro, (Santos, 2006) de uma 42 série (5° ano) expoe
bem o problema. Perguntado sobre o que acha dificil em matema-
tica, responde que acha fragcdao. Ao explicar porqué, diz: Porque a
gente tem que fazer umas coisas I3, ai tem que pintar, ai quando
pinta, ai os resto |a eu ndo sei ndo. Por causa que pinta ai tem que
ficar fazendo um bucado de nimero la do de branco e do pintado.

Note-se que ele fala um bucado de numero (para indicar as
partes em que se dividiu e as que foram pintadas). Para ele, apa-
recem dois nUmeros, um para indicar o total de partes, outro para
indicar as pintadas, mas isso nao lhe parece ser algo como um unico



nuimero, enquanto ente quantificador. Em nossas experiéncias, ao
indagarmos o que é fracdo, sao comuns respostas do tipo é peda-
¢o, é aquele negdcio de dividir figuras, é cortar tiras. Ja a pergunta
fracdo é numero? gera muitas duvidas, mas, com certa freqliéncia,
aparece a resposta sao dois numeros.

Lembramos, ainda, que na literatura de Educacao Matemati-
ca, encontram-se referéncias ao fato de a necessidade da conjun-
¢ao de dois simbolos numéricos para representar a fracao ser um
complicador para seu entendimento. Ohlson (1991), por exemplo,
refere-se a essa dificuldade:

“a complicada semantica das fracdes é, em parte, uma conse-
qiéncia da natureza composta das fracdes. Como ocorre do
significado de 2 combinado com o significado de 3 gerar um
significado para 2/3?"

Assim, elabora-se uma teoria de partes divididas com nomes,
simbolos e regras de operacao. Para os alunos, essa teoria vem
acompanhada de simbolos numéricos aos pares, mas nao fica clara
a construcao de um novo numero, que sirva para quantificar coisas
que os numeros naturais ndo quantificam. Via de regra, o aluno de-
pende das figuras ou das regras (ou de ambas) para dar qualquer
resposta. Por exemplo, formulamos a uma quinta série (6° ano) a
pergunta quanto vale um meio dividido por dois? pedindo que fos-
se pensada e respondida. A resposta mais proxima que surgiu foi: é
metade de um meio. Nao conseguem transpor o que aprenderam
com as figuras divididas para identificar o resultado de uma divisao
simples com uma daquelas fragdes.

- As partes que aparecem e a simbologia associada consti-
tuem numeros?

Outro ponto que se nota é a desarticulacao entre a aprendiza-
gem de “fracdes” e a dos numeros naturais, desenvolvida anterior-
mente. Na maioria dos livros didaticos, os capitulos sao distintos.
Isso acentua a impressao de que os naturais eram numeros, mas as
fracdes sao outra coisa. O mais comum é que comecem por intro-
duzir partes menores do que a unidade, e as outras, maiores que a
unidade, sao introduzidas como fragdes improprias. A necessidade
de fazer uso de mais do que uma unidade para representa-las re-
presenta certo obstaculo cognitivo para o aluno. As regras de ope-
racoes, além de nao serem razoavelmente explicadas pelas figuras
introduzidas, parecem constituir um universo em si, totalmente
desvinculado do que eram as operagdes entre numeros naturais.

Pelas razbes expostas, temos enfatizado a questao da cons-
trucdo do numero fracionario (Bertoni, 2008).

Assim, a proposta é mostrar como a necessidade de novos
numeros, ou seja, quantificadores para novas situagdes, surge no
bojo de situagdes, misturados aos nimeros naturais. Uma situacao
muito simples para isso é quando propomos a divisao de 3 laranjas
para duas criangas. Os alunos ndo tém duvida em responder que
dd uma e meia para cada um. Observe-se que uma divisao entre



ndmeros naturais gerou o aparecimento de um quantificador para
o resultado, em uma forma que mistura um ndmero natural - 1 - a
um quantificador que ndo é um numero natural - meio. Sendo o
resultado de uma divisao, e expressando uma quantidade, a nogao
de numero fica subjacente, embora ainda nao explicitada. Outros
exemplos serdo vistos neste texto.

Podemos imaginar as fracoes 2., 2/4, 3/6, 4/8, ..45/90 etc
como diferentes, num certo sentido, mas equivalentes. Todas repre-
sentam uma mesma quantidade (de uma mesma unidade). Portan-
to, a todas deve ser associado um mesmo numero. O que complica
é que nao temos um simbolo diferente para distinguir o nimero
fraciondrio associado a essa classe. Ele se confunde com o simbo-
lo de qualquer fracdo da classe, embora muitas vezes seja usada a
fracdo que tem o menor numerador e o menor denominador (no
caso, 2).

Logo vocé vera que o numero fracionario a/b pode ser visto
como o resultado da divisao de a por b, onde a e b sao numeros
naturais.

Neste modulo, estudaremos uma parte dos nimeros racio-
nais, a saber, os nimeros racionais positivos, que podem ser cha-
mados de numeros fracionarios. Eles sdao o objeto de estudo das
secoes 1 e 2. Uma idéia mais completa do conjunto dos nimeros
racionais sera vista na secao 3.

Resumindo

Fracao: representa tanto certas partes da unidade quanto o
registro numérico associado a essas partes

Numero fraciondrio: E o niimero, Unico (embora com varias
representagdes) associado a toda uma classe de fragdes equivalen-
tes.

Pode ser identificado com um nimero racional positivo.

As secbes 1 e 2 sdo voltadas para a sala de aula. Elas fazem
consideragdes e sugestdes aos professores, a respeito de como con-
seguir uma boa e possivel compreensao das fragdes e dos nimeros
fracionarios, por seus alunos.

Na Secao 1, procuraremos fundamentar as linhas gerais nor-
teadoras da proposta que vamos delinear para o ensino e a apren-
dizagem das fragdes, com base na proposta de Vergnaud. Desen-
volveremos idéias sobre a construcao, pelo aluno, do significado
do numero fracionario e de suas relagées. Também apresentaremos
idéias centrais para a introducao da simbologia associada a esses
numeros.



Na Secao 2, nos deteremos um pouco nas bases atuais da
Educacao Matematica, para nos ocuparmos, depois, da construgao
das idéias de operacdes entre as fracdes — um inicio de calculo
com numeros fracionarios. Esse calculo sera desenvolvido de modo
contextualizado e significativo, sem regras ou excesso de formalis-
mo, desenvolvendo a inventividade dos processos de resolucao, a
capacidade de estabelecer relacbes, de fazer hipoteses e testa-las,
de experimentar e comprovar, levando os alunos a desenvolver
problemas e processos aos quais possam atribuir significados, e a
saber interpreta-los.

A Secao 3 visa desenvolver uma melhor compreensao dos
conhecimentos do professor sobre fragcdes. Ele serd o mediador
desse conhecimento para a crianga, devera saber atender as exi-
géncias cognitivas e vivenciais do aluno, devera saber refletir e opi-
nar sobre o curriculo. Para isso, € importante que ele préprio tenha
um conhecimento claro do assunto. Nao se trata de repetir regras
que ele decorou anteriormente. O processo pelo qual possibilitare-
mos um melhor conhecimento dos nimeros racionais positivos ao
professor esta calcado nos mesmos principios do processo que ele
desenvolverd com seus alunos, de modo mais aprofundado. Esse
processo levara em conta a contextualizacao e a atribuicao de sig-
nificado, ndo tera um carater algoritmico ou formal, e desenvolve-
ra processos de resolucao alternativos, que envolvam raciocinio,
capacidade de estabelecer relagbes, de fazer hipéteses e testa-las,
de experimentar e comprovar, de interpretar problemas. No entan-
to, chegaremos também a explicitar a |6gica de alguns algoritmos
formais.









A construcao do significado de

fracao e do numero fracionario

Objetivos:

- sintetizar problemas e dificuldades quanto ao ensino e a aprendizagem dos numeros fra-
cionarios, refletindo sobre eles;

- apresentar os eixos sustentadores da proposta a ser apresentada para o ensino e a apren-
dizagem de fracoes;

- introduzir uma proposta de construcao do conceito de nimero fracionario pela crianca;
- apresentar uma proposta de introducao da representacao numeérica associada as fra-
coes.



Professor e professora,

Até o momento, contamos a vocé sobre o caminho prévio
percorrido por néds, a respeito da aprendizagem das fracdes, e men-
cionamos varios problemas cognitivos, didaticos e pedagogicos
que tém afetado o ensino e a aprendizagem das fragdes e dos nu-
meros fracionarios.

E apds esse caminhar, em que procuramos exercitar continua
e critica observacao e buscar sempre novas leituras, que chegamos
ao momento atual, com a disposicao de enfrentar o desafio de por
em livro algo que reflita a soma de experiéncias, leituras e inferén-
cias conseguidas até o momento, e de estimular os leitores a pros-
seguir nesse caminhar.

A pouca presenga desses nUmeros em nossa cultura, o que
resulta na pouca ou nenhuma vivéncia dos alunos com eles. Nao
obstante, esses numeros tém grande importancia na matematica,
relacionando-se a razdes, raciocinio proporcional, ao calculo algé-
brico, a probabilidades etc.

O baixo rendimento apresentado pelos alunos, nas provas
escolares e nas provas de avaliacao nacional, tanto na compreen-
sao desses numeros quanto nos calculos com os mesmos. Quando
sabem efetuar os célculos, aprendidos de forma memorizada, ndo
sabem para qué usa-los. Desse modo, é comum encontrar alunos
que ficam bloqueados frente a perguntas como:

* quanto vale 3/2 de 25,007

« com 22 ¥ litros, quantos frascos de 1 %2 litros poderemos en-
cher?

O nado entendimento do significado e da légica subjacente
aos tépicos desse tema. Em geral, professores e alunos tém dificul-
dade em responder a questdes como:

« resolva mentalmente: quanto dd 2 dividido por % ?
 por que a diviséo de fracdes se faz daquele jeito estranho?

* por que se usa o mmc? por que ele é usado na soma e na sub-
tracdo e ndo na divisdo e na multiplicacéo?

Propostas curriculares estaduais muito extensas sobre o tema,
que se refletem nos conteudos de muitos livros didaticos. Presume-
se que os alunos possam adquirir competéncias de compreender
esses numeros, estabelecer relacbes, operar com eles e resolver
problemas durante dois bimestres — um no 4° ano e outro no 5°
ano. Visa-se a formacao do aluno-calculadora — ndao importando o
que ele entenda ou nao, mas bastando que consiga realizar qual-
quer operagdao com 0s numeros naturais, fracionarios, decimais.



Nao se enfatiza nem mesmo como usar essas operacdes, ou Como
combina-las, na resolucao de problemas.

Ha varias pesquisas que confirmam o ensino/aprendizagem
inadequados das fragoes.

Mack, uma pesquisadora norte-americana citada por Nunes e
Bryant (1997), p. 213, verificou, entre alunos de 62 série, que a com-
preensao de situacdes que envolviam fragdes fora da escola nao se
articulava com as representagdes simbdlicas aprendidas na escola.
Prop6s o problema: “suponha que vocé tem duas pizzas do mes-
mo tamanho e vocé corta uma delas em 6 pedacos de tamanho
igual, e vocé corta a outra em 8 pedacos de tamanho igual. Se vocé
recebe um pedaco de cada pizza, de qual vocé ganha mais?” De-
pois, uma nova pergunta: “que fracao é maior, 1/6 ou 1/8?" Mack
observou que, na primeira pergunta, nao houve dificuldade; mas,
na segunda, com excec¢ao de 1 aluno, todos disseram que 1/8 era
maior porque 8 é um numero maior. Mack trabalhou com esses
alunos movendo-se dos problemas apresentados simbolicamente
para as situagoes de contextos familiares e vice-versa, e notou que
os estudantes comecaram a relacionar simbolos e procedimentos
escolares de fragdes ao seu conhecimento informal. Nunes e Bryant
(1997), p.213, indagam-se se essa lacuna nao poderia ser evitada
por meio de uma aprendizagem escolar que estabelecesse essas
conexdes, e aventam a hipdtese da causa do problema ser o uso
escolar de procedimento de dupla contagem para a aprendiza-
gem de fragcdes — o qual consiste em, num todo dividido em par-
tes iguais com algumas delas destacadas, contar o niumero total de
partes (por exemplo, 8), contar o nimero de partes pintadas (por
exemplo, 5) e escrever 5/8 , sem entender o significado deste novo
tipo de numero.

Nunes e Bryant (1997), citam também, na pagina 193, as pes-
quisas de Campos et allii (1995), evidenciando que esse modo de
introduzir fracdes pode causar erro. Nas pesquisas de Campos, fo-
ram apresentadas trés figuras, para que alunos de 52série reconhe-
cessem as fracdes associadas a cada caso.

N\

Os alunos deram respostas corretas para os dois primeiros
retangulos. No terceiro retangulo, 56% dos alunos escolheram 1/7
como a fracao correspondente; 12% escolheram 2/8 e 4% indica-
ram tanto % como 2/8.

Essa abordagem para o ensino/aprendizagem das fracoes
nao se coaduna com uma educacgao que visa a formacao do cidadao
autdnomo e critico, e a sua insercao ativa na sociedade. Autonomia
e criticismo nao serao atingidos por esquemas de dependéncia ao
professor, desvinculados de um pensar consciente. Por sua vez, a
atuacao ativa num mercado de trabalho que requer capacidade de
resolver problemas, avaliar situacdes, propor solucdes e ter versa-



tilidade para novas funcées, nao pode ser alcancada apenas pelo
exercicio de um fazer mecanico, sem pensamento préprio e sem
questionamento. Felizmente os Parametros Curriculares Nacionais
apontam para novos rumos — nas séries iniciais, os conteudos rela-
tivos aos numeros fracionarios foram diminuidos, havendo tempo
suficiente para uma introducao bem fundamentada a eles.

A proposta que desenvolveremos sobre o ensino e a aprendi-
zagem do conceito de numeros fraciondrios, centra-se em:

1 - A nocao de conceito matematico de Vergnaud.

2 - O desenvolvimento histérico da nocao de fracao vivido
pela humanidade (incluindo fragdes unitarias).

3 - Reservar um longo tempo (educacao infantil, 12, 22 e 32
séries) a construcdo das primeiras fracoes.

4 - A dispensa da simbologia, por um longo tempo inicial.
5 - A construcao do numero fraciondrio.

6 - A multiplicidade de aspectos do conceito de fracao.

A seqguir, explicaremos um pouco cada um dos eixos.

Vergnaud afirma que, para estudar e entender como os con-
ceitos matematicos desenvolvem-se nas mentes dos alunos, por
meio de suas experiéncias dentro e fora da escola, precisamos con-
siderar trés fatores: o conjunto de situagdes que tornam o conceito
util e significativo; o conjunto de invariantes envolvidos nos esque-
mas usados pelos alunos para lidar com diferentes aspectos da-
quelas situagdes, invariantes esses que se traduzem principalmente
por conceitos em acdo e teoremas em acao; e, como terceiro fator,
0 conjunto das representagdes simbolicas, linglistica, grafica ou
gestual que possam ser usadas para representar situagoes e proce-
dimentos. Ou seja, para desenvolver a construcao desse conceito é
necessario:

* explorar um conjunto de situagdes que tornam o conceito util
e significativo;

 desenvolver e mediar os esquemas apresentados pelos alunos
nas agobes sobre essas situagoes;

+ desenvolverou estimula o desenvolvimento de representacbes
lingdliisticas e ndo lingdiisticas que permitem representar simboli-
camente o conceito, suas propriedades, as situagées as quais ele
se aplica.



Caracterizar um amplo conjunto de situacbes em que esse
conceito possa ser Util ao estudante é intrinseco ao proprio desen-
volvimento do conceito.

Destacamos nesse desenvolvimento:

* 0 modo provdvel como os homens chegaram as fragées: Tro-
pfke (1980), em sua Histdéria da Matemdtica Elementar, faz uma
descricdo inicial do aparecimento histérico das fracées a qual,
numa tradug¢do adaptada, diz o sequinte: “A tarefa de dividir k
objetos em n partes (por exemplo dividir 7 pdes por 10 pessoas)
apareceu, na prdtica, seguramente antes de qualquer costume
escrito. Talvez se tenha inicialmente dividido cada um dos obje-
tos em 10 partes — desse modo obtinha-se a “fracéao tronco” 1/10,
que podia ser considerada, de certo modo, como uma nova uni-
dade, e entdo reunia-se 7 dessas novas unidades. A fragéo geral
7/10 é assim, por um lado, entendida como o resultado da divi-
sdo 7:10; por outro, como reunido de 7 unidades 1/10”

+ o fato dos povos antigos, principalmente os egipcios, terem se
apoiado fortemente nas fracées “tronco; ou unitdrias (com nu-
merador 1),

A crianca necessita de um tempo maior, em termos de apre-
ensdo cognitiva e de experiéncias vividas, para a construcao desse
conceito.

Aventamos a hipotese, a partir de experiéncias que realiza-
mos, de que o tempo dedicado a esses nUmeros, nas propostas es-
colares, é insuficiente.

De fato, na aprendizagem dos nimeros naturais, sao neces-
sarios varios anos para a sedimentacao da compreensao de alguns
numeros iniciais desse conjunto. Embora essa aprendizagem se ini-
cie por volta de 1 ano e meio, muitas criangas chegam aos 6 ou sete
anos sabendo apenas identificar, nomear e comparar quantidades
até 6 ou 8 (ndo estamos nos referindo a sua capacidade de reci-
tar, oralmente, a sequiiéncia numérica até nimeros bem maiores, ou
mesmo de saber ler simbolos como 100 ou 1000). Se isso ocorre
com os numeros naturais, que povoam nossa socio-cultura e com
0s quais a crianga entra em contacto diariamente, por que deveria
ser diferente com os nimeros fracionarios, pouco presentes no coti-
diano, e com 0s quais a crian¢a pouco ou nenhum contacto teve?

As propostas escolares nao tém levado em conta esse fato.
Basta olhar os livros escolares para se ver que, apos a introducao
da metade (quase sempre de um numero) feita em alguma série
anterior, nenhuma mencao é feita a qualquer outra fracao, até o ini-
cio do estudo desses numeros, geralmente no quarto ano. Pode-se
notar entao, ja na primeira e segunda paginas, uma boa quantida-
de de informacgdes: varios desses novos numeros sao apresentados,
acompanhados da simbologia correspondente; é comum ainda se-



rem introduzidas terminologias como fracao, numerador e denomi-
nador, fracdo propria, improépria, mista etc.

A escola propde que, em poucas paginas (e dias), os alunos
aprendam:

* 0s homes um meio, um terco, um quarto, um quinto, um sexto,
um sétimo, um oitavo, um nono e um décimo — além dos fami-
gerados “avos”

* a se referir a mais do que uma dessas partes: dois meios, dois
tercos, trés quartos, quatro quintos etc.

* os simbolos para esses termos: 1/2, 1/3, 1/4, 1/5, 1/6, 1/7, 1/8,
1/9,1/10.0u 2/2, 2/3, 3/4, 4/5.

* alguma terminologia relacionada: numerador, denominador,
fracdes préprias, improprias, mistas, aparentes etc.

Ha necessidade da compreensao dessas quantidades ser feita
antes da introdugao dos simbolos associados. Essa é outra hipétese
que fizemos - de que a introducao prematura dos simbolos fracio-
narios é um obstaculo a construcao da idéia desse nimero.

Essa hipotese apoia-se em varios fatores:

Nossas observacdes feitas no Laboratério de Ensino de Mate-
matica, na Universidade de Brasilia. Um dos momentos relevantes
dessa observagao ocorreu quando trabalhdvamos com um grupo
de alunos de 22 série (atual 3° ano). Era usual desenvolvermos os
conhecimentos com as criancas antes que elas os tivessem visto
na escola. Trabalhdvamos com nocdes iniciais de fracdes e opera-
¢Oes intuitivas ligadas a situacdes do cotidiano. Por ser um cami-
nho mais natural para a comunicagao, nos restringiamos ao uso da
linguagem verbal e a escritas correspondentes, como:“1 inteiro — 1
quarto = 3 quartos”. O grupo reagia muito bem e nao demonstrava
dificuldade. As férias chegaram e suspendemos temporariamente
os trabalhos. As aulas na escola das criancas recomecaram antes e,
cerca de um més apds esse inicio, elas voltaram ao Laboratério. Foi
impressionante constatar o estrago cognitivo que essas semanas
na escola causaram as criancgas. Elas haviam iniciado 13 a aprendi-
zagem de fracdes, associada a simbologia e a nomenclatura. O des-
conhecimento que mostravam e a confusao que faziam eram mui-
to grandes, e s6 lentamente elas resgataram coisas que ja haviam
compreendido, e admiravam-se de descobrir alguma conexao en-
tre aquilo, que era claro para elas, e o complexo universo simbolico
visto na escola.

Desde entdo, nossas propostas foram no sentido de traba-
Ihar-se, de um a dois bimestres iniciais do ensino de fragdes, sem
introducdo da simbologia, (Bertoni(1994)). Amato (1988), também
propde que a simbologia seja apresentada lentamente.

Outro motivo para se adiar a introdugdo dos simbolos fra-
cionarios é a complexidade apresentada por essa simbologia. Ohl-



son (1991), menciona que:

“a complicada semantica das fracdes é, em parte, uma conse-
gliéncia da natureza composta das fragcdes. Como ocorre do signifi-
cado de 2 combinado com o significado de 3 gerar um significado
para 2/3?"

Essa decisao encontra respaldo em Moro (2005, p.45), segun-
doaqual:

No ensino, é essencial seguir as notacdes espontaneas das
criangas para, a partir delas, provocar-lhes a producao de nota¢oes
mais avancadas, sempre em relacao a interpretacao das proprias
criangas e trabalhando-se, primeiro, com os quantificadores de sua
linguagem natural.

As propostas usualmente desenvolvidas para o ensino de fra-
¢Oes parecem estar somente ligadas a figuras divididas e nomea-
¢ao de partes consideradas. O sentido de numero, associado a uma
quantificacdo necessaria e passivel de ser colocado na reta numéri-
ca, fica oculto. A proposta que desenvolvemos centra a aprendiza-
gem das fragcdes na construcao de um numero, explicitando a que
vem esse numero e o que ele quantifica, bem como suas relagcdes
com 0s numeros naturais.

Ohlsson p. 54/55, menciona que Kieren identifica cinco idéias
associadas ao numero fraciondrio como basicas, a saber: parte-to-
do, quociente, medida, razao e operador, que desenvolveremos ao
longo do fasciculo. As idéias de parte-todo, quociente e razao fa-
zem parte dos conteudos do segundo ciclo, nos PCN’s.

Ao fazer uma proposta para a aprendizagem das fragcdes e nu-
meros fracionarios, estaremos levando em conta os eixos norteado-
res mencionados.

Assim, vamos apresentar situagées que fagam surgir, em va-
rios contextos do cotidiano, quantidades fracionarias, observar e
estimular esquemas proprios dos alunos frente a essas situagdes e
desenvolver representacdes para expressar os resultados, no princi-
pio em formas espontaneas dos alunos.



Pesquisando situagdes do contexto que induzem a quantida-
des fracionarias, nds as classificamos em trés tipos principais:

Situa¢oes de quantificacao que envolvem uma contagem
ampliada, requerendo novos niumeros além dos naturais

Um funciondrio deve contar quanto de melancia existe na
banca. Quanto ele deve dizer que ha?

As criangas percebem que ha 3 melancias inteiras, duas me-
tades, um quarto (ou metade de metade). Estimuladas, conseguem
simplificar para 4 melancias e 1 quarto.

A resposta € uma quantidade. Algo que lembra numero. Vem
misturado com numeros naturais. Além de ser uma situacao que
provoca a consideracdo de quantidades fraciondrias, induz a nocao
de numero - 4 e meio - que serd um quantificador para a colecao,
ou o resultado de uma contagem ampliada. Usamos o termo am-
pliada significando uma contagem que extrapolou os nimeros na-
turais.

A vantagem dessas contagens é que as partes fracionarias
aparecem junto com as inteiras, fazendo uma juncao dos numeros
fracionarios aos numeros naturais. E bem diferente de quando se
trabalha somente com a divisao de um inteiro. Mesmo as fragdes 5
quartos, que requerem que se tome pelo menos dois inteiros, cau-
sam estranheza.

Situacoes de divisao entre dois nimeros naturais, em con-
textos que demandam a divisao do resto

Em Bertoni, 2008, apresentamos a seguinte situagao:

Dividir 10 cocadas para 6 criancas. Uma solucdo possivel:
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Dar um doce a cada um; partir os 4 doces que sobram ao meio,
dar uma metade a cada um; partir as duas metades restantes em 3
partes cada uma, dar um pedaco a cada um.



A identificacdo das partes, com nomeacao e representacao,
fica associada a uma situacao de quantificacao articulada ao con-
texto. Cada crianca recebe doces, aprende a dizer e representar
quanto recebeu. Muitas manifestam-se inicialmente dizendo que
receberam uma cocada, mais meia cocada, mais um pedacinho
que, instigadas, especificam ser a metade dividida em 3. E uma
oportunidade para a introducao do conceito de sexto.

Tomar uma vara que sabemos ter 1,5 m de comprimento (mas
os alunos desconhecem isso). Pedir que, com sua fita do tamanho
de 1 metro, verifiquem o comprimento da vara. Eles verdao que ela
tem 1 metro mais 1 pedago. Questionar se conseguem explicar me-
Ihor que pedaco é esse. Procurando um modo de resolver, eles ve-
rao que esse pedaco vale meio metro.

Quando efetuamos uma medida e nao obtemos um nimero
natural, entao sobra uma parte, que nossos instrumentos avaliam
como uma parte fracionaria (embora, na verdade, possa ser uma
medida nao fraciondria, dada por um ndmero irracional).

Ao construirem a nogdo dessas primeiras quantidades e de
seus nomes, os alunos estardo abrindo caminhos para a compre-
ensdo da idéia dos primeiros numeros fracionarios, ainda que nao
saibam registra-los.

Lembretes:
Professores,

Se querem levar as criangas a aprender os primeiros numeros
fracionarios, estejam atentos a:

* propor situagoes significativas que demandem o surgimento
ou a consideracgdo de quantidades fraciondrias.

* esperar por, estimular e mediar a agdo das criangas frente a
tais situacgoes, socializando os esquemas e conhecimentos ma-
nifestados.

* ndo enfatizar o trabalho apenas com uma unidade a ser sub-
dividida, perdendo a rela¢éo dos novos numeros com os nume-
ros naturais jd conhecidos.

« fazer as criancas observarem os casos em que todas as par-
tes obtidas valem o mesmo tanto (metades de melancias, os pe-
dacinhos da cocada, resultantes das metades divididas em trés
partes.

« fazer perceberem que as partes podem aparecer numa ordem
aleatdria. Por exemplo: pedacos de metade, em sequida décimos,
depois quartos, quintos, oitavos, conforme aparecam em situa-
¢oes prdticas.



* acada nova parte, ou fragdo, surgida em uma situacdo, insis-
tir:

* quantos daqueles precisamos para voltar a ter a coisa toda
(formagdo do todo). Essa compreensdo, de quantas fracées
iguais a certa fracdo dada sdo necessdrias para fazer o todo,
serd util ao longo de toda aprendizagem com fragdes — ela per-
mite identificar de que fragao se trata.

« tirando uma delas, quantas sobram na coisa que foi dividida?
Ou: dividindo um objeto em 4 partes iguais, e tirando 1 quarto,
quantos quartos sobram?

* sejd temos uma, quantas precisamos juntar para poder mon-
tar a coisa inteira? (complemento).

Isso sera iniciado nas ultimas séries da Educacao Infantil e no
primeiro ano, nos quais explora-se a nocao de metade ou outra
parte que apareca naturalmente.

Essas no¢coes devem ampliar-se no 20 e 3° anos, nao numa
seqliéncia linear, mas aproveitando as situacées nas quais essas
partes e 0s numeros correspondentes surgirem, Ou mesmo pProvo-
cando essas situacoes, de modo gradativo.

Numero fracionario como relacao parte-todo e como di-
visao
Repare que qualquer nimero fracionario pode ser visto asso-

ciado a relagao parte-todo ou como resultado de uma divisao. Por
exemplo, considerando o numero 5 sétimos.

1) 5 sétimos pode ser visto como o nimero que indica a quan-
tidade correspondente a 5 partes tiradas de um todo dividido em 7
partes iguais 5 sétimos
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2) 5 sétimos é também o resultado da divisao de 5 objetos
para 7 pessoas.




Ha varias maneiras de resolver. Uma, que as criangas costu-
mam pedir, é que se divida cada um deles em 7, dando, de cada um,
um pedaco a cada crianca.

& 1 1 1 7
Ana Beto Cléo DaviEli Fafa Gigi
0 1 1 1 1 1 7
Ana Beto Cléo DaviEli Fafa Gigi
| 1 1 1 1T 79
Ana Beto Cléo DaviEli Fafa Gigi
O 1 1 1 17
Ana Beto Cléo DaviEli Fafa Gigi
0/ 1 1 1 1 17

Ana Beto Cléo DaviEli Fafa Gigi

Repare: Todos os pedacos sao sétimos. Ana recebe 1 sétimo
de cada doce, ao todo recebe 5 pedagos de 1sétimo.

Cada crianca recebe igualmente 5 pedacos de 1sétimo do

doce. de 1 ; )
(Portanto: 5 + 7 = 2de 5 oy, como poderdo escrever mais

5
tarde5+ 7= 7).

Educacao infantil e 1° ano

As situacoes de divisao do sanduiche, da laranja ou do doce
em duas partes iguais ocorrem naturalmente, e vamos chama-las,
de modo natural, de metades do sanduiche, da laranja, do doce.
A metade pode surgir, também, em situagdées-problema, como na
divisdao de trés laranjas para duas criancas ou de duas laranjas para
4 criangas. Pode-se usar também a palavra meio ou meia.

Esteja atento a usar as palavras envolvidas nao apenas no sen-
tido de nome de uma parte ou pedaco, mas também como quan-
tificador daquela parte. Uma estratégia é perguntar, apés divisoes,
nao por o que ganhou (nome da parte) mas por quanto da laranja
ganhou (enfatizando a relacao de quantidade).

Outras situacdes (que nao devem ocorrer sé num bimestre,
mas devem voltar sempre, ao longo do ano).

- dividir igualmente o conteudo de um copo cheio em dois
copos, para dar suco a duas criancgas, resultando em meio copo para



cada uma. Enfatizar diferentes quantidades de liquido que se pode
formar: um ou mais copos, meio copo, dois copos e meio etc.

- Explorar a metade do rosto, do corpo, do banco, do tampo
da mesa.

- Ao fazer uma dobradura, ensinar o que significa“dobrar uma
folha ao meio”. Mostrar que, ao fazer isso, obtemos duas metades
iguais da folha. Se pegamos uma metade, ainda sobra outra. Se reu-
nimos as duas metades, voltamos a ter a coisa inteira (no¢des de
complemento e de formacao do inteiro). Pode

Pode ocorrer de duas criangas dividirem a folha ao meio de
modos diferentes, como:

Nesse caso, trabalhar para que percebam que os pedacgos di-
ferentes valem o mesmo tanto,

- Num jogo, explorar metade do caminho.

- Na divisao de 2 laranjas (ou outra coisa) para 4 criancas, ex-
plorar bem a situacao, ressaltando o fato de dar meia laranja a cada
um.

Aqui fica clara a idéia de fracdo como resultado de uma di-
visdo, em um contexto bem claro. Vemos que a metade pode ser
obtida pela divisao de 2 por 4 (ou 3 por 6 etc).

Fracdo e numero fraciondrio como resultado de uma divisao

2+4 =1 meio 3+6=1meio.

Professor, mesmo nessa fase inicial, vocé deve observar que,
nos procedimentos descritos, estdo subentendidas:

* idéia de fragdo e numero fraciondrio como relag¢éo parte-to-
do:alaranja apresenta-se dividida em duas partes iguais. Desta-
cando-se uma delas, serd chamada de 1 meio.



* a idéia de fracdo e numero fraciondrio como resultado de
uma divisdo: 2 dividido por 4 dd metade ou meia coisa. Mesmo
na obten¢ao da fracdo unitdria hd uma diviséo: 1 dividido por 2
dd metade ou meia coisa.

« também é interessante explorar concretamente: o metro intei-
ro, a metade do metro; o litro inteiro, a metade do litro. Por
exemplo: pegar uma fita do tamanho de um metro e dobra-la
ao meio; pegar um frasco onde caiba um litro, enché-lo de
agua, dividir em duas partes iguais. Fazer perguntas que tor-
nem a situacao significativa: qual de vocés mede mais do que
um metro? O passo de cada um, é maior ou menor que meio
metro? Quem consegue beber meio litro de suco ou dgua um
dia? A quantidade de refrigerante na lata é mais ou menos
que meio litro? Essas atividades envolvem medidas. E muito
comum  apare- ; cerem fragbes, quando efetuamos medi-
das. 2

Sobre o registro

Apesar de nao haver intencao de introduzir o registro 2 nessa
fase, pode ocorrer das criangas verem em algum lugar essa repre-
sentacao e lerem, talvez, “um dois”. O papel do professor é informar,
sem maior énfase, sobre o significado daquela escrita numérica,
dizendo, por exemplo: “ai esta escrito um meio. Quer dizer meta-
de. E 0 1 separado do 2 por um risco”. Somente nesse caso, de apa-
recimento do simbolo em algum lugar que chame a atencao das
criangas, o simbolo sera informado. Nao é necessario pedir que as
criangas escrevam.

Nessa fase — Educacao Infantil e 12 série - caso surja alguma
coisa dividida num outro nimero de partes iguais, pode-se infor-
mar no momento o nome de cada parte. Por exemplo: algum doce
repartido em quatro partes — um quarto - uma jarra de um litro que
apareca graduada em décimos — um décimo - etc. Nao é necessario
repetir e voltar a esses termos, a ndo ser que a situagao se renove.

Propondo situagées
Exemplo da formacao de conceitos segundo Vergnaud

Lembrando que o primeiro constituinte da formacao de um
conceito segundo Vergnaud é um conjunto de situagdes que tor-
nem o conceito (a surgir) util e significativo, a constatacao de me-
tades ndo deve ser feita somente em situacdes estaticas, mas deve
ser provocada por situagoes:

* Maria cortou uma laranja para dividi-la bem certinho
entre si e uma colega. Quanto de laranja cada uma rece-
beu?

Estimular o pensamento de cada aluno, bem como qualquer
tipo de expressao da resposta: falada, escrita, desenhada.

Com isso, estaremos desenvolvendo o segundo e o terceiro
componentes da forma¢do de um conceito segundo Vergnaud: a
atuacao livre dos alunos na qual manifesta-se a producao de es-



quemas proprios, e a informacao ou criacao de representacdes da
situacdo, na forma verbal, de desenhos ou outras.

Lembrar que, nessa fase, as criancas tém necessidade de re-
gistrar todas as partes obtidas na divisao (e ndo apenas dizer o que
coube a uma elas, para ser generalizado para as demais). Exemplos
de expressao das respostas, em trés registros verbalizados e um em
desenho:

Eu ganhei meia laranja. A Débora ganhou meia laranja.

Uma laranja === Metade para mim e metade para minha
amiga.

Meia laranja
Uma laranja

Meia laranja

Se, no primeiro ano, a chave da divisdo ja foi introduzida, é
comum que representem o resultado por:

1laranja | 2 criangas

0 "

Se, em vez de uma laranja para duas criangas tiverem uma
laranja para 4 criancas, fazem desenhos (da laranja real, ndo de um
quadrado ou um retangulo), dizem que“deu menor”,“sé deu um pe-
dacinho” e, perguntados sobre quanto deu da laranja, expressam-

se por “deu a metade dividida em 2" ou “deu metade da metade”.

E uma boa oportunidade para dizer que essa quantidade tem
um nome: 1 quarto. (Pode-se até explicar que muitas casas de mo-
radia sao feitas divididas em quatro partes iguais: sala, cozinha, ba-
nheiro e um quarto, e fazer relagcdo com o nome).

As acoes dos alunos conduzem-nos ao conceito de metade
da metade e a um conhecimento: se dividir o objeto em mais ve-
zes, obtém-se uma parte menor. Ou, como costumam dizer: quanto
mais divide, menor fica.

As criangas chegam a exemplos do que Vergnaud chama de



conceito em acao (a nogao de metade da metade e, possivelmente,
seunome) e teorema em acgao - a propriedade de que quanto mais
divide, menor fica. Sdo conhecimentos invariantes, validos em qual-
quer situacao — a metade da metade corresponde sempre a divisao
do objeto em 4 partes iguais, e, qualquer que seja o objeto, quanto
mais for dividido, menor sera a parte obtida.

Ndéo é necessdrio ensinar a resolver a situagdo proposta. S6 dei-
xar as criangas pensarem, fazerem hipdteses, apresentarem respostas
de um grupo a outro e repensarem... até se certificarem de uma solu-
¢ao a que podem chegar sozinhas. A resposta esta associada a uma
divisao — de 9 anos em duas partes iguais — a qual, embora eles nao
saibam fazer formalmente, podem calcular com os conhecimentos
prévios.

2°e 3°anos

Nessa fase, as criangas devem continuar a aprender e a com-
preender os primeiros niumeros fracionarios. De modo andlogo a
aprendizagem dos primeiros numeros naturais, isso pode se esten-
der por varios anos - talvez cerca de dois anos, para que as criancgas
construam bem esse entendimento.

Ainda estaremos dando énfase as fracdes unitdrias, a quantas
de cada uma formam a unidade. Se a situacao faz referéncia a varios
pedacos de uma mesma fragcdo unitaria, diremos: dois pedacos de 1
terco, 3 pedacos de 1 quarto.

Como dissemos, essa exploragao nao deve ocorrer linearmen-
te (1 meio - 1 terco — 1 quarto - 1 quinto etc) ou s6 em um espaco
de tempo do 20 ano e em outro do 30, mas deve voltar sempre, ao
longo desses dois anos.

Situac¢Oes para continuar a introducao de niumeros fracio-
narios
Os seguintes problemas devem ser resolvidos sem regras e

sem nomes das fracdes. Gradativamente, o nivel de complexidade
pode aumentar.

1 - Tia Lucy tinha 5 doces para dividir igualmente entre 4 sobri-
nhos. Como ela poderia fazer essa divisdo?

2 - Quatro criangcas compraram 3 barras de chocolate e querem
dividi-las igualmente entre eles. Como eles podem fazer isso?

3- A mae dividiu um bolo igualmente para dar aos 4 filhos. Mas
chegaram 4 amigos, que também queriam comer o bolo. Como a mde
poderia fazer?

4 — Quantas metades de litro cabem em um litro e meio? ? E
quantos quartos de litro cabem em um litro e meio?

5- A mde dividiu um doce em 8 partes iguais. Joelmir, Maria e
Glducia vieram e comeram tudo. Joelmir comeu metade do doce. Ma-
ria comeu uma das partes cortadas. Quantas partes do bolo Glducia
comeu?

6 - Uma professora tinha 10 alunos. Ela dividiu uma goiabada
em 10 pedacos, para dar um pedaco a cada aluno. Mas trés alunos
ndo quiseram. Dois deles eram irmdos e deram seus pedacos para um

-

Celina estava fazendo
9 anos. O pai dela lembrou
que metade da vida ela ha-
via morado com seus avos.
Quanto tempo Celina ficou
com os avos?



primo, o outro deu seu pedaco para um amigo. No lanche, os colegas
comeram os pedagos que ganharam.

Quantos alunos comeram goiabada?

Quantos alunos comeram mais do que um pedaco? Quantos
pedacos eles comeram:?

Quantos alunos comeram sé um pedago?

Deixe as criancas resolverem e discutirem os problemas aci-
ma, do jeito que quiserem. Pode ser sé pensando ou desenhando.
Lembre-se que elas ainda ndo aprenderam nenhuma conta com as
fracoes. Na Situacao 3, provavelmente as criancas chegarao a idéia
de dividir cada um dos 4 pedacos iniciais ao meio, dobrando o nu-
mero de pedacos. Pode-se informar que o nome de cada pedaco é
relacionado com o nimero de partes em que o bolo foi dividido :
oito — oitavo. Também perceberao que, dividindo mais, os pe-
dacos ficardo menores.

Esquemas, conceitos em acao, teoremas em ac¢ao - Desen-
volvimento e énfase

Na acao das criangas, surgem iniUmeros conhecimentos que
devem ser destacados e valorizados. E importante notar que eles
surgem em situagoes significativas para os alunos, nao em situa-
¢Oes abstratas em que se impde a divisao de um retangulo em par-
tes iguais, sem que a crianca saiba para que faz aquilo.

Exemplos de conhecimentos

Na situacao 1, o surgimento da parte fraciondria resultante da
divisao de 1 por 4 (cujo nome pode ser introduzido ou refor¢cado),
e ainda a expressao do resultado da divisao total como um nimero
expresso como um natural mais um nimero indicando parte fra-
cionaria menor que a unidade: 1 e Tquarto (Nao ha necessidade da
escrita simbolica).

Na situacao 2, ha geralmente dois tipos de solug¢des:

A - Dividir cada barra em 4, dar um pedaco a cada crianca.
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Cada crianca recebe 3 pedacos de 1 quarto.

B — Podem comecar dividindo duas barras ao meio e dando
metade a cada um.

Depois dividem a ultima barra em 4 e dao um pedaco a cada
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Cada crianca recebe uma metade mais 1 quarto.

Investigando se a quantia recebida é a mesma no caso A ou
no caso B, chegarao a uma equivaléncia em agao, percebendo que
1 metade vale o mesmo que 2 pedacos de 1 quarto.

Na situacao 3, percebem o que podera se tornar um teorema
em ac¢ao —"“se dividem no dobro de partes, cada uma ficara reduzida
a metade”. O teorema em ac¢ao nao diz respeito a uma a¢ao exclu-
siva, mas sim a validacao de uma série de agées com o intuito de
produzir um certo resultado. E preciso que ele perceba o que ocorre
em situacdes semelhantes (como, por exemplo, se havia 5 pedacos
e 10 criancas, era necessario dividir cada um ao meio, resultando
em mais pedagos menores que os anteriores).

Esse conhecimento intuitivo, constatado na pratica, dara su-
porte l6gico, mais tarde, a um resultado importante sobre niumeros
fracionarios: “multiplicando-se o denominador de uma fragao por 2,
ela fica reduzida a metade do seu tamanho”. Ou: 1/10 vale metade
de 1/5.

Da mesma forma, os esquemas usados pelas criancas para re-
solver as outras situacdes gerarao conhecimentos sobre os nume-
ros fracionarios.

Situac¢oes do cotidiano para reforcar a idéia dos nimeros
fracionarios

Além das situagdes-problema que sdo propostas, o professor
deve estar atento a situacdes que ocorrem no cotidiano e permitem
reforcar a idéia dos numeros fracionarios introduzidos:

Para reforcar a nog¢éo de um quarto:

Aproveitar a divisao de um sanduiche, uma laranja ou um
doce em quatro partes iguais. Dizer o nome de cada uma: um quar-
to. Fazer notarem de quantos quartos precisamos para formar uma
coisa inteira.

- Para refor¢ar a nog¢do de 1 oitavo - Brincando com a pizza



Se alguém contar que comeu pizza, perguntar se viu como

ela estava dividida. Poderao fazer um desenho. Pode ocorrer de fa-
zerem uma sequéncia de fatias justapostas e desiguais.

Continuar o questionamento - se sabem em quantas partes

ela vem dividida, como o cozinheiro do bar ou a mae fazem para
dividir a pizza.

dida:

Fazer uma pizza de massa de modelar e mostrar como é divi-

* Marcar mais ou menos o lugar do centro

* Fazer um corte reto, de um lado ao outro, passando pelo cen-
tro e dividindo a pizza. Questionar sobre o que se obteve (duas
metades)

A partir do centro, fazer um corte perpendicular ao anterior.
Como a palavra perpendicular néo serd usada, marcar o lugar
do corte com auxilio do canto reto de uma folha de papel. Ou
mostrar com a médo como os dois cortes devem ficar.

* Questionar: o que temos agora? Se falarem trés pedacos, per-
guntar se alguém sabe o nome daqueles pedacos. Se falarem 3
metades, mostrar estranheza: Mas uma pizza pode ter 3 meta-
des? Duas metades ndo formam a pizza inteira?

O objetivo é leva-los a falar: uma metade e dois pedacos me-

nores, ou mesmo: uma metade e duas metades da metade (quar-
tos, caso alguém se lembre).

* Prolongar o traco que estd s6 pela metade.

Questionar se agora temos pedacos iguais, € quantos sao.

Informar (novamente) o nome: 1 quarto de pizza. E quantos

quartos precisamos para formar a pizza inteira? (formacgao do todo
a partir da fracao). E se tiramos um quarto, com quantos ficamos?
(complemento da fracao no todo).



Se os alunos estiverem satisfeitos, parar por aqui. Se disserem
que a pizza nao esta completamente cortada, mostrar como pode-
mos imaginar o meio de cada quarto:

A partir desses tracinhos, fazer cortes que passem pelo meio
da pizza:

Pronto! A pizza esta dividida em 8 partes iguais, igual a da pi-
zzaria. Cada pedaco desses chama-se 1 oitavo. Um oitavo é metade
de um quarto.

A nocao de quarto e oitavo deve ser reforcada nos dias poste-
riores. Por exemplo, as criancas podem cortar massas redondas, na
escola ou em casa, em 8 partes: comecando pelas metades, depois
obtendo os quartos e oitavos. Outras idéias:

- Explorar meia hora e um quarto de hora. Chamar a atencao
para o fato do ponteiro maior dar uma volta completa no mostra-
dor, entre uma hora exata e a seguinte. Questionar: e quando pas-
sar meia hora, quanto ele andara (meia volta no mostrador). E onde
0 ponteiro estaria, quando passar 1 quarto de hora?

- Como dividir uma folha de papel em 4 partes iguais? (Ha
varios modos).

- Questionar sobre as varias maneiras de se obter um quarto
de torta:

— A

Explorar: Tirando-se um quarto, quantos quartos sobram na
torta? (complemento da fracao no todo)

Voltar sempre a uma questao basica:

- Quantos quartos sao necessarios para formar a torta inteira?
(relacdo entre a fracdo e o todo). Lembre-se: ao perceber quantas
fracdes iguais a certa fragao dada sao necessarias para fazer o todo,
o aluno podera identificar de que fracdo se trata.

-Verificar quanto é: 1 quarto do lapis; 1 quarto dos alunos da
classe.

- Mostrar pedacos cortados numa coisa inteira e perguntar se
vale mais ou menos que 1 quarto.



Também se pode mostrar um pedaco isolado, contando que
se possa imaginar o todo de onde foi tirado (fatia de queijo, de pi-
zza, de bolo redondo). As criangas devem internalizar que 1 quarto
€ 0 nome que se da ao pedaco obtido pela divisao do objeto em
4 partes iguais e que quatro quartos juntos, de uma mesma coisa,
formam essa coisa inteira (formacao do inteiro). Portanto, deverdo
imaginar se 4 pedacos daquele que esta sendo mostrado formam
0 queijo, ou a pizza. Se ndao formarem, é porque o pedaco é menor
que 1 quarto.

Uma idéia para introduzir a no¢ao de um quinto:

Integrando com aula de Histdria, contar que, quando o Brasil
era colonia de Portugal, os reis de 1a exigiam que 1 quinto do ouro
produzido nas minas do Brasil fosse enviado a Portugal. A embar-
cacao que levava esse ouro era chamada Nau dos Quintos. Explicar
como era calculado 1 quinto.

Mostrar que 1 copo comum vale 1 quinto de um litro. Enchen-
do 5 copos e despejando numa jarra, conseguiremos formar 1 litro..
Um litro pode ser dividido em 5 copos iguais.

- Para introduzir a no¢dao de um décimo:

Mostrar o que significa um décimo de um bolo, de 1 litro, do
metro, de 1 real (10 centavos), do peso préprio (algumas atividades
sao mais adaptadas a 32 série).

Y7777
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- 1 bolo dividido em 10 partes iguais
Cada parte chama-se 1 décimo
(Fragao como relacao parte-todo)

- Para obter-se o décimo do litro, dividir antes um litro em 5
copos iguais (comuns, tipo americano). Dividindo cada um deles
em duas partes, teremos 10 partes iguais a meio copo. Cada meio
copo vale 1 décimo do litro.

Outras fracées (mais adequadas ao 5° ano)

Para reforcar a idéia de sextos e oitavos, podemos usar tam-
bém o que chamamos pratos ou caixas sextavados, ou oitavados. A
parte acentuada representa 1 sexto da caixa.



- Cortar caixas de uma duzia de ovos em duas, trés, quatro e
seis partes iguais e verificar quanto vale meia duzia, 1 terco de du-
zia, 1 quarto e 1 sexto de duzia.

- Observar as janelas da sala e ver se elas estao divididas em
partes iguais. Se isso ocorrer, ver que nomes tém as partes que apa-
recem: meio, terco, oitavo etc.

- Quantos meses tem 1 ano? E meio ano? 1 terco do ano? Um
sexto do ano? Caso os alunos manifestarem curiosidade a respeito
de certas fracdes unitdrias, o termo podera ser informado:

Aluno: - E se eu divido em 12, como se chama cada pedago?

Professor: - Combina com 1 oitavo, chama-se 1 doze-avo.

Consideracoes sobre a constru¢ao do sentido numérico

O objetivo 3 da Secao 1 foi de Introducdo de uma proposta de
construcao do conceito de numero fraciondrio pela crianga. Antes
de passarmos ao objetivo 4, sobre a construcao de representacoes
para esses conceitos, pensaremos um pouco mais sobre a idéia de
numero fraciondario envolvida nessa proposta.

Durante as etapas sugeridas, a crianca constréi a compreen-
sao das fracoes e aprende a identifica-las. Em algumas situacoes,
percebe que o resultado expressa uma quantidade e esta ligado a
idéia de numero, em outras, pensa nas fragdes mais como partes
concretas de algum objeto. Quanto mais isoladas e restritas a um
Unico objeto, mais isso ocorre. Quanto mais aparecem associadas
aos numeros naturais e a situagcdes de quantificacao, maior serd o
status de niUmero que terao. Por exemplo, ao falamos de uma estra-
da que mede 27 Y4 quildbmetros, a percepcao de nimero fracionario
fica clara.

Do mesmo modo que, para a construcao da nogao de um nu-
mero natural - 3, por exemplo - é necessario que a crianca perceba
algo comum quando pega cole¢des com 3 elementos, também para
a construcao de um numero fraciondrio — 1/3, por exemplo, é ne-
cessario que a crianca perceba algo comum quando vé 1/3 da folha
de papel, 1/3 do bolo, 1/3 da duzia de ovos. Essa percepgao do algo
comum - que conduz a abstracdao da no¢ao do nimero associado
aquelas situacdes — é mais facil nos naturais do que nas fragdes. Isso
porque, nos numeros naturais, a correspondéncia biunivoca entre
as colegdes é mais visivel, traduzida por expressées como “o0 mesmo
tanto”. Ela aprende a ver, com poucos anos, se ha o mesmo tanto de
garrafas e de tampas, ou se existe 0 mesmo tanto de cachorros e
de criancas num desenho, aprende também a ver pequenas quan-



tidades de bolinhas e a pegar o mesmo tanto de pecas de um jogo.
A correspondéncia se da entre conjuntos discretos. Nas fracoes, o
processo correspondente é o de perceber que “representam a mes-
ma parte” de um todo. A correspondéncia pode ser entre uma par-
te continua de um todo e uma parte continua de outro todo (1/3
da maca e 1/3 do bolo) ou entre uma parte continua de um todo
e uma parte discreta de outro todo (1/3 do bolo e 1/3 da duzia de
ovos). A dificuldade maior na abstracéo é facilmente vista em jogos
andlogos, nos nimeros naturais e nos fracionarios. Por exemplo,
nos numeros naturais pode-se trabalhar com um dominé de juntar
a peca que tem o mesmo tanto (quantidades até 3, 4, ..10 ou 12,
conforme a idade). As figuras sao diferentes, em forma e em tama-
nho. As criancas nao tém dificuldade em juntar uma parte que tem
um sol bem grande com outra parte que tem uma pequena mos-
ca, nem em juntar 2 garrafas com dois graos de milho. O dominé
correspondente para fracdes, em que a crianc¢a deverd juntar pecas
que expressam “a mesma parte” do todo, oferece maior dificuldade.
Ela podera juntar, por exemplo, 1/3 de queijo redondo com 1/3 de
chocolate (o tamanho original do chocolate fica evidenciado pelo
invélucro) ou com uma caixa de ovos com 4 ovos.

E necessario um trabalho do professor para estimular essa
associacao. Para Cotosk, V. (1998), a percepcao da relacao entre a
parte tomada e o todo, interpretada, “reiteradamente, em variados
contextos concretos € que vai, a nosso ver, engendrar a percep¢ao de
p/q como algo independente das concretudes consideradas. Quando
dividimos uma duzia de laranjas em quatro partes iguais e tomamos
trés dessas partes, ficamos com 9 laranjas. Mas o que vai instigar a con-
cep¢do de 3/4 como um niimero ndo é o0 9 em si, mas a por¢do da duzia
que o 9 representa. Essa é que é a novidade a ser trabalhada como um
desafio a percepg¢do da crianga: 3/4 de um segmento deve ser enfa-
tizado ndo s6 como o segmento resultante da operagdo de dividir o
totalem 4 partes e tomar 3 delas, mas também e principalmente como
a porgdo do todo que esse segmento menor representa. Isto exige um
olhar simultdneo para o segmento menor e o todo.”

A contagem é outro procedimento usual nos nimeros natu-
rais que pode ter um analogo para os numeros fracionarios, contri-
buindo para dar um sentido de nimero as fragdes. Como exemplo,
o processo de contar de 2 em 2, percebendo a formacao de quan-
tidades inteiras. Expressando essas seqiiéncias os alunos percebem
a ordenacgao e conseguem fazer comparagdes entre numeros — di-
gamos, entre 2 e 3 %2 - num outro nivel, independentemente de te-
rem que visualizar representagdes concretas para cada um

Professor ou professora: Pegue um livro de 32série e abra no
inicio do capitulo de fracdes. Observe as duas primeiras paginas
desse capitulo

a) Anote todas as fracdes que estao sendo mencionadas
nessas duas paginas e os simbolos introduzidos para elas. Anote
também toda a nomenclatura especifica de fracdes que foi intro-



duzida.

b) Pesquise no livro se o autor havia explorado anteriormente
qualquer das coisas anotadas.

¢) Vocé considera que, s6 com o trabalho dessas duas pagi-
nas, a crianga construira realmente, de maneira sélida, a idéia das
fracbes que estao sendo exploradas?

d) E se o aluno ja tivesse passado por um longo periodo de fa-
miliaridade e exploracao dessas fracdes, como descrevemos acima,
sua aprendizagem daquelas duas folhas poderia ser diferente? .

Observacao: Junte o xerox das duas paginas a resolucao da
Atividade.

Fra¢6es unitarias

Os alunos referem-se com facilidade as fragdes unitarias e é
natural que aprendam a representar inicialmente tais niUmeros.

Usando essa representacao mais extensa, eles conseguirao
expressar suas estratégias e resultados com maior seguranca:

Eu comi trés pedacos de % do bolo e ainda sobraram dois
pedacos de %
Se eu tenho 5 pedacgos de % da pizza, preciso de mais 3 pe-

dacos desses para formar uma pizza inteira.

1 ..
Essa fase de nomear tantos de + ,tantos de g €éimportante

para a aquisicao de maior facilidade no reconhecimento, formacao
de imagens mentais e raciocinio com relacao as fragoes.

Também surgirao expressdées como:

mais 2 de ]T formam uma coisa inteira.

N|—

Se o aluno tiver clareza sobre o significado de cada uma des-
sas fracOes, sabendo usar seus nomes para designar partes que
aparecem no cotidiano, entdao a introducao de alguns simbolos -
comecando pelos que designam fragdes unitarias - ndo sera mais
um obstaculo a sua compreensao.

Assim mesmo, cuidados deverao ser tomados. Um bom inicio

1
serd introduzir o registro numérico 2 .Nao é dificil acha-lo, princi-
palmente em receitas culinarias.



Pudim de Pao

Ingredientes:

1 xicara de cubinhos de pao de forma

1 ovo

1 colher (de sopa) de manteiga ou margarina derretida
1/2 de xicara de passas

2 colheres (de sopa) de aglicar mascavo

1/2 colher (de cha) de canela em pé

1 xicara de leiteh

Modo de Preparar:

Aqueca o forno em temperatura moderada .

Coloque os cubinhos de pao numa forma refrataria com capa-
cidade para 2 e 1/2 xicaras. Bata o ovo ligeiramente com um garfo,
junte a manteiga, o leite, 0 aglcar mascavo, a canela e as passas.
Despeje sobre os cubinhos de pao. Asse até que, enflando uma faca
entre a borda e o meio, esta saia limpa.

Sirva morno. Para 2 pessoas.

1
O aluno devera familiarizar-se com o uso do simbolo 3 , por

cerca de um més. Deverao observar manchetes de jornais ou outro
material que contenha essa representacao. Depois disso, poderao

1 1 .
conhecer 7 = 1quartoe g =1 oitavo.

Nesse ponto, eles comecam a fazer inferéncias.

Percebem que, quando pegavam 1 quarto, haviam dividido a
unidade em 4 partes iguais — e 0 4 estd aparecendo na representa-
¢ao do 1 quarto.

Percebem que, quando pegavam 1 oitavo, haviam dividido a
unidade em 8 partes iguais — e o0 8 esta aparecendo na representa-
¢do do 1 oitavo.

Comecam a fazer suposicdes, a achar que, na escrita do 1 dé-
cimo, devera aparecer 1 em cima e 10 embaixo. Esses raciocinios
devem ser encorajados. A generalizagdao deve vir da parte dos alu-
nos, segundo o ritmo de sua aprendizagem. Ao fazerem essa gene-
ralizacdo, os alunos estardao percebendo uma funcao histérica do
denominador, comprovada pela prépria etimologia da palavra:

Denominador - o que denomina, da nome a fracao.

Entretanto, é importante notar que tal denominacao origina-
se de um fato matematico — o numero de partes em que um objeto
inteiro foi dividido.

Desse modo, apds cerca de mais um més, os alunos estarao



familiarizados com as representacdes das fracdes unitarias, ndo
tendo dificuldade em Ié-las:

1 1

21 1 1 1 1 1 1 1
2 4 8 5 10 3 6 9 7

Se os denominadores sao maiores que 10, teremos a termino-

logia avo ou avos. Mas a representagao nao causa maior problema:
1

se um todo foi dividido em 15 partes, represento por 715 e leio 1
quinze-avo.

Da fragcdo unitaria ao numerador qualquer

Essa fase prepara e facilita a representacao de multiplos pe-
dacos de uma mesma fracdo unitaria, sobre a qual os alunos podem
manifestar certa curiosidade. Eles podem pensar: 2 de 4 sdo 2 quar-
tos, tem um jeito de escrever isso?

Teremos uma passagem, de natureza simbdlico-representa-
cional:

Modo de escrever por extenso = Pode ser substituido por

1 3
3deg 8

1 2
2deg 5

Com esse desenvolvimento, € comum os alunos conservarem

o costume deler 3 como 3 de 1
8 8"
Isso nao tem importancia, pois trata-se de uma interpretagao
correta, que faz mais sentido para o aluno. Aos poucos, ele adquire
a terminologia correta.

Esse modo de descrever, usando fracdes unitarias, € um pou-
co mais facil do que aquele que a escola ensina, pois ndo exige a
coordenacao simultanea de dois niumeros - o que indica em quan-
tas partes foi dividido e o que indica quantas foram tomadas - para
compor um terceiro. Apds essa fase, em que o aluno descreve, por
extenso, quantas fracdes unitdrias esta vendo, temos um préoximo
passo de natureza verbal.

Ao longo da Historia, diversas culturas representaram fragcdes
de varios modos. Pesquise na Internet sobre alguns modos que
existiram, principalmente entre os maias e 0s egipcios.

Quantidades fracionarias que envolvem mais do que uma
unidade

Os alunos ja sabem que, com 4 quartos, formam 1 unidade. O
professor pode questionar quantas unidades formam com 9 quar-
tos, e se ainda sobra algum quarto.



Os alunos deverao pensar, discutir entre si e concluir, sozi-
nhos, que com 9 quartos da para formar duas unidades e ainda so-
bra 1 quarto.

Se tiverem uma quantidade como 27 doze avos, o professor
ou professora deverd questionar: e com esses doze avos, quantas
coisas inteiras da para formar?

Levar os alunos a perceberem que precisam juntar de doze
em doze, para ir formando as unidades. Perceberao logo que, jun-
tando 12, formam uma unidade, e, juntando mais 12, formam outra
unidade, e até ai ja gastaram 24 doze avos. Ainda sobram 3, que
nao da para formar uma unidade. Entenderao que 27 doze avos é o
mesmo que 2 unidades e 3 doze avos.

Mais tarde, ou com nimeros maiores, eles poderao usar a di-
visao para saber quantos grupos de 12 pedag¢os conseguem fazer.
Saberdo que o resto significa o numero de pedacos (doze avos) que
sobram.

Um problema com muitas pizzas e muitas pessoas

24 pessoas foram juntas a uma pizzaria e pediram 18 pizzas.
Nao ha uma mesa onde possam sentar todas juntas. Como distri-
buir as pessoas e as pizzas em mesas menores, de modo que todos
possam comer igualmente? (Adaptado de Streefland, mencionado
em Nunes e Bryant (1997), p. 214).

O texto comenta que os alunos podem tentar arranjos dife-
rentes: se eles usarem duas mesas, serao 12 criangas e 9 pizzas em
cada; se usarem 3 mesas, 8 criancas e 6 pizzas em cada; caso usem
4 mesas, terao 6 criangas em cada e precisarao cortar algumas das
pizzas pela metade e ter 4 pizzas e meia em cada mesa.

Nesse problema, aparece a idéia de razao:
9pizzas para 12 criangas é o mesmo que

6 pizzas para 8 criang¢as, que é o mesmo que

4 e meia pizzas para 6 criangas, que é 0 mesmo que
3 pizzas para 4 crian¢as, que é 0 mesmo que

1 pizza e meia para 2 criangas, que é 0 mesmo que
........... de pizza para 1 crianga.

Como dividir uma pizza e meia por 2? Tente, mas sem usar
contas decoradas.

Observe que, em qualquer caso, foram 3 quartos de pizza



para cada pessoa. Comildes, nao é?

Comentario aos professores

(Y
No problema, temos uma relacdo entre o nimero de pizzase o 2y
o nimero de pessoas.

18 para 24
9 para 12
6 para 8

3 para 4

Costuma-se chamar essa relacao de razao. A razao inicial era
18 para 24. Nas divisdes entre as mesas, essa razao nao mudou, em-
bora tenha sido expressa por outros numeros. Por que sabemos
que nao mudou? Podemos argumentar que 3 pizzas para 4 pessoas
€ 0 mesmo que 6 pizzas para 8 pessoas, ou 9 para 12 etc

Mas como podemos ter certeza que essas razdes nao muda-
ram?

Lembram-se que, ao final, concluimos que seriam 3 de pizza
para cada pessoa? Pois é. Essa fracao estd associada com todas as
razOes descritas. Vejam de que modo: dividindo-se os dois nume-
ros que apareciam em cada razao, um pelo outro, da sempre essa
mesma fracao.

18+24 =9+ 12 =6+8=3+4=3

Essa fracdo significa o sequinte: em qualquer das razdes, o nu-
mero de pizzas é igual a 3 do niumero de pessoas.

Razbes nao sao um assunto muito simples, mas problemas
que as envolvem podem e devem ser trabalhados com as criancas.
Voltaremos ao tema na Secao 3.

Todos os problemas ja apresentados conduzem a estratégias
préprias das criancas. Alguns deles nao pedem, propositadamente,
uma informagao numérica, que pode bloquear o raciocinio. Em vez
disso, perguntam pela maneira como a situagao pode ser resolvida,
0 que estimula muito mais a crianga a pensar.

Observacao: Junte o xerox das duas paginas a resolucao da
Atividade.






Introduzindo as idéias de ope-

racoes com os nhumeros fracio-

narios nas séries inicias do en-

sino fundamental

Objetivos:

- apresentar novas tendéncias curriculares;

- apresentar as propostas dos PCN’s, referentes ao ensino e a aprendizagem de numeros
racionais na forma fracionaria;

- introduzir calculos com fragées, centrados em situacoées-problema associadas ao contex-
to cotidiano, que possibilitem ao aluno consolidar a idéia de fracao, de nimero fracionario
e de suas relagdes.



Nao ha como perder de vista que este fasciculo destina-se a
formacao basica, em nivel superior, de professores das séries iniciais.
Do ponto de vista de capacita-los para o ensino e a aprendizagem
dos numeros fracionarios, é preciso refletir sobre o que é relevante
a esse processo - quais sao as tendéncias gerais em Educacao Ma-
tematica, em particular sobre os nimeros fraciondrios, e no que se
fundamentam; quais sdo as diretrizes a respeito desse ensino, nos
PCN’s; e qual a linha de desenvolvimento do ensino e aprendiza-
gem desse topico que adotaremos.

Mudancas na concep¢ao de educagao matematica tém cau-
sado alteragdes nos curriculos de matematica de varios paises, que
passaram a privilegiar a competéncia na inventividade de proces-
sos de resolucao, mais do que na apresentacao de resultados. Isso
diz respeito, diretamente, a construcao significativa das operacdes
e de estratégias para resolvé-las. A criagcao de processos revela o
raciocinio, a capacidade criativa de estabelecer relagdes, fazer hipo-
teses e testa-las, experimentar e comprovar. A apresentacao do re-
sultado, muitas vezes, relaciona-se ao dominio de uma técnica para
resolver aquele problema especifico. A prioridade para a criacdo de
processos relaciona-se diretamente com a preparagao para a vida
profissional no mercado atual.

Em Romberg, (1995) p. 94, encontramos, em capitulo de au-
toria de Jan de Lange: “Durante experimentos na Holanda ao longo
da ultima década, ficou claro que a matematica no novo curriculo
é nao-algoritmica, tem multiplas solucdes, envolve incerteza e ne-
cessidade de interpretacao”. O que significa que ficaram para tras: a
énfase nos processos operatdrios mecanicos, os problemas sempre
com solugdes Unicas, a infalibilidade dos calculos e a crenca total
nas técnicas e nos resultados, onde se dispensava qualquer inter-
pretacgao.

Por outro lado, o contexto da vida real passou a ter um papel
especial nas novas tendéncias de educagao matematica, seja na re-
solucao de problemas, ou como ponto de partida para o desenvol-
vimento de idéias e conceitos matematicos.

Em nosso pais, essas idéias permeiam os Parametros Curricu-
lares Nacionais, que devem nortear as propostas curriculares esta-
duais e locais. Destacamos de 1a algumas frases relevantes, relacio-
nadas ao ensino e a aprendizagem das fragdes. Constam entre os
objetivos do 2° Ciclo do Ensino Fundamental:

- Construir o significado do nimero racional e de suas repre-
sentagoes (fracionaria e decimal), a partir de seus diferentes usos no
contexto social

Sob o titulo Conteudos de Matematica para o Segundo Ciclo



temos:

- Neste ciclo, sao apresentadas ao aluno situagdes-problema
cujas solu¢des nao se encontram no campo dos numeros naturais,
possibilitando, assim, que eles se aproximem da nocao de numero
racional, pela compreensao de alguns de seus significados (quo-
ciente, parte-todo, razao) e de suas representacodes, fraciondria e
decimal (pagina 83).

No item Contelidos Conceituais e Procedimentais, do mesmo
ciclo, temos:

Leitura, escrita, comparacao e ordenacao de representacoes
fracionarias de uso freqliente (pagina 86).

Nas Operag¢des com Numeros Naturais e Racionais aparece
um item referente a adicdao e subtracao de numeros racionais na
forma decimal, sem o item correspondente para a representacao
fraciondria. Também no item Orienta¢des Didaticas sobre as Opera-
¢6es com Numeros Racionais (paginas 124/125), ndao ha referéncia
ao calculo de racionais na forma fracionaria.

Em sintese, de acordo com os PCN’s, o desenvolvimento de
fracOes até a 4a série deve centrar-se nas idéias associadas ao nu-
mero fracionario, e na leitura, escrita, comparacao e ordenacdo de
representacdes fraciondrias de uso freqliente.

Ao nosso ver, nao ha como dissociar essas competéncias da
resolucao informal de situacdes-problema, por meio de operagoes
intuitivas com esses nimeros.

Se vocé da aulas na 42 série, responda vocé mesmo. Se nao da,
peca a um colega que esteja lecionando nessa série, para responder
as questoes:

a - Vocé conhece o programa sugerido pelos PCNs para o
tema numeros fracionarios (ou racionais positivos), até a 42 série?

b - Os capitulos sobre esse assunto (fracdes e niUmeros fracio-
narios), no livro que vocé adota ou toma como referéncia, estao de
acordo com o que é proposto nos PCNs? Cite os pontos de conver-
géncia e os de divergéncia. Mencione o nome do livro, do autor e
ano de publicagao.

c - O programa que vocé desenvolve sobre esse assunto em
sala de aula esta de acordo com os PCNs? Cite os pontos de conver-
géncia e os de divergéncia.

As consideragdes introdutérias que fizemos, baseadas tanto
em estudos internacionais quanto nacionais, sustentam a linha de
desenvolvimento que adotaremos no ensino e aprendizagem do
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calculo inicial com fragdes.

A proposta que desenvolveremos relativa ao ensino e apren-
dizagem do calculo com fragdes, centra-se nas seguintes caracte-
risticas:

* Inicio sem algoritmos usuais e com pouca notagdo
formal;Insercdo num contexto de realidade;

+ Desenvolvendo a inventividade dos processos de resolu¢éo;

+ Desenvolvendo o raciocinio, a capacidade de estabelecer re-
lacées, de fazer hipdteses e testd-las, de experimentar e compro-
var;

« Desenvolver problemas e processos aos quais os alunos pos-
sam atribuir significados;

* Interpretando problemas e processos;

» Explorando problemas com mudltiplas solu¢bes ou sem solu-
¢oes.

Professor e Professora

Vocés verao, por meio de situagdes e atividades, como o cal-
culo operatério com fragdes pode ser introduzido, respeitando as
caracteristicas que citamos, fundamentadas nas concepg¢odes atuais
de educacao matematica e nas tendéncias curriculares atuais.

Familias de fracoes

Apresentaremos as operacdes, inicialmente, concentradas
em familias de fragoes:

Meios - quartos — oitavos
Tercos - sextos — doze avos
Quintos — décimos - vinte avos

Em cada uma das familias, as operacdes evidenciam as re-
lacdes entre as fracdes correspondentes, possibilitando ao aluno
consolidar a idéia de fracdes, de nimeros fraciondrios e de suas re-
lagoes.

Apo6s o trabalho com familias, apresentaremos consideragdes
mais gerais sobre as operacdes, mas ainda de modo nao algorit-
mico, num contexto significativo para o aluno, e desenvolvendo a
inventividade dos processos de resolucao.

Se vocé resolver essas atividades, ou aplica-las a seus alunos,
estard descobrindo que ha muitas maneiras de ver as fragdes e os
numeros fracionarios e podera constatar, também, varios modos de
pensar que os alunos tém.

Observacao: Como os nuimeros fracionarios ja foram intro-
duzidos em situacdes significativas e contextuais,poderemos re-
presenta-los aqui de modo mais abstrato, por figuras geométricas
divididas, tendo em vista uma revisao rapida de relagbes. A parte



desse fasciculo referente a familias de fracdes foi adaptada de PRO-
FORMACAO (1998

~
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Meios, quartos e oitavos

Veja que ha modos diferentes de se obter meios, ou metades
de uma folha, conforme o jeito que se corta:

Quando temos metades, dividindo-se cada uma ao meio, a
folha fica dividida em 4 partes iguais — 4 quartos.

Também hd varios modos de se dividir uma folha em 4 partes
iguais. Em qualquer um desses casos, obtém-se quartos da folha.
Um quarto da primeira folha vale o mesmo que um quarto da se-
gunda ou da terceira, embora parecam diferentes:

Dividindo-se cada quarto ao meio, a folha fica dividida em 8
partes iguais — 8 oitavos. Veja que também ha varios modos de cor-
tar oitavos da folha. Todos eles valem igualmente. O que se gasta
de papel em um deles, é 0 mesmo que se gasta em qualquer dos
outros. Se for um chocolate, tanto faz vocé comer um pedaco da
primeira barra, ou da segunda, ou da terceira:

Veja que fizemos varias divisdes com a folha de papel:

1 folha + 2 partes iguais = 15
Meia folha + 2 partes iguais = ]T

1 quarto de folha + 2 partes iguais = 1§

Usando apenas seu conhecimento das fracdes meio, quarto e
oitavo, e sem usar regras para operagoes, coloque os resultados:



1/2 cocada | 2 partes 3/4de doce |3 criangas 6/8 de bolo | 2

1 1
Duas metades formam 1 inteiro (ou uma unidade): 5 + 5 =1

. 1 1 1
Dois quartos formam uma metade: 27173

.. 1 1 1
Dois oitavos formam 1 quarto: 3 + 3 = 7

Com multiplicagbes, podemos escrever essas somas assim:

2xl:1 2xl=
2 4

1 1
2X— = —
8 4

1
2

A exploracao da familia meio-quarto-oitavo, centrada em
divisdes sucessivas, evidencia a propriedade de que “quanto mais
dividimos certa coisa, menor fica” Ou seja, ela propicia a compre-
ensao da relacao inversa entre o nimero de partes e seu tamanho.

Dessa maneira, a crianga passa a reconhecer prontamente que 1/8
€ menor do que ¥4 porque “dividiu em mais partes”.

Esse é um aspecto pouco explorado na escola. Poucos alunos
conseguem perceber que as fragdes (como partes de uma unidade)
podem ser vistas como resultados de divisdes de um certo nimero
de unidades em partes iguais:

2=2=+5 3=3=+7
7

5

Portanto, o numero fraciondrio 2/5 expressa o resultado da di-
vis@o do numero natural 2 pelo nimero natural 5. Também se pode
expressar o resultado dessa divisao na forma decimal: 2 = 5=04.

Os dois resultados : 2/5 e 0,4 sao iguais. Sao a representacao
fracionaria e a representacao decimal de um mesmo numero racio-
nal.

Ter¢os, sextos e doze-avos

Também é interessante, em certo momento, trabalhar de
modo conjunto com esses trés tipos de fracoes.

Se dividirmos uma unidade em 3 partes iguais, ou de mesmo

1
valor, cada uma recebe o nome de 1 terco e é representada por 3 .



1 terco 1 tergo 1 terco

Também poderiamos ter dividido horizontalmente, obtendo
tiras fininhas. Valeria o0 mesmo que o terco representado na figura
apresentada.

Veja outra maneira curiosa de se dividir uma folha em trés ter-
COs.

Primeiro marcamos o terco da direita. O que sobra vale, por-
tanto, 2 tercos. Dividindo-o ao meio, como quisermos, aparecem
dois pedacos de 1 terco, que valem tanto quanto o primeiro terco.

1 terco

1 terco
1 terco

Vamos prosseguir nas divisdes. Pegue o terco da esquerda e
divida-o ao meio.

E agora? Quantos desses pedagos sao necessarios para encher
a figura? Como sao dois pedacgos para cada terco, serao necessarios
6 para a unidade toda. Quando seis pedagos iguais formam a coisa
toda, cada um chama-se 1 sexto. Vocé viu que 1 sexto é metade de
1 terco.

1 sexto 1 sexto 1 sexto
1 sexto 1 sexto 1 sexto

Podemos tomar algumas dessas partes. Por exemplo:

A parte colorida representa 2 sextos da figura.

Outro modo de dividirmos os ter¢cos ao meio:

Cada triangulo desse vale 1 sexto da figura

Continuando a dividir ... Se dividirmos 1/6 ao meio:

Veja que precisaremos 2 pedacinhos para cobrir 1 sexto, por-
tanto 12 para encher toda a figura. Por isso a metade do sexto cha-
ma-se 1 doze-avo.

Dividindo-se todos os sextos ao meio teremos 12 partes, cada

1
uma chamada 1 doze avo e representada por 75 .
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b) Se ja tenho 2/3, quantos sextos preciso para formar 1 intei-
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1/3 | 2 partes 6/6 | 3 criancas 9/12 | 3 criangas

Explicacoes claras para o professor, mas obscuras para o
aluno

Repetidas vezes, temos visto alunos formularem duvidas que
o(a) professor(a) responde prontamente mas os alunos permane-
cem sem entender. Por exemplo, um aluno queria saber se:

-“tomando um pedaco igual a 1/7, e dividindo essa fracdo ao
meio, a nova fracao obtida sera igual a 1/14?”

O professor disse algo como E claro que sim. Em seguida de-
senhou prontamente no quadro uma unidade dividida em sete
partes, dividiu todas ao meio, com um Unico risco, e disse: viram?
Ficamos com quatorze avos.

As criangas ficam paradas, olhando, sem reagir. Claramente
nao compreendem o que foi feito. Em parte, porque sé queriam
saber se 1/7 (apenas um sétimo) dividido ao meio dava 1/14. Nao
queriam tomar 7 sétimos e, muito menos, dividir todos ao meio. De
repente apareceu uma unidade toda, cheia de sétimos e com mui-
tos quatorze avos. Nao entenderam.

Outra observacao: dizer é claro que sim gera certa reacao no
aluno - porqué ele préprio nao viu algo tao facil? Evitara fazer no-
vas hipoteses ou perguntas.

Ressaltamos, novamente, que o estudo das “familias” realca a
relacao inversa entre o numero de partes em que a unidade é divi-
dida e o tamanho de cada parte.

Quintos, décimos e vinte-avos

Como nos casos anteriores, dedicar alguns dias ao trabalho
com essas fracdes fard os alunos perceberem melhor as relaces
entre elas.

Dividindo-se uma unidade em 5 partes iguais, ou de mes-



mo valor, cada uma recebe o nome de 1 quinto e é representada

1
por 5 . Se tenho quintos, juntando 5 deles, formo a unidade. Divi-

dindo-se cada quinto ao meio, a unidade fica dividida em 10 partes

1
iguais, cada uma chamada 1 décimo e representada por 10 .
1 quinto 1 quinto 1 quinto 1 quinto 1 quinto

1 décimo 1 décimo 1 décimo 1 décimo 1 décimo
1 décimo 1 décimo 1 décimo 1 décimo 1 décimo

Juntando-se 10 décimos, sera formada a unidade toda.

Dividindo-se cada décimo ao meio, a unidade ficara dividida
em 20 partes iguais, cada uma denominada 1 vinte avo.

E importante que esses esquemas de representacdes tenham
sido precedidos de manipulacdes mais concretas. Ja sugerimos, na
Secao 1, mostrar que um litro de dgua pode ser dividido em 5 copos
de dgua (do tipo comum, ou americano), e depois dividir a agua de
cada um dos 5 copos em duas partes iguais. Desse modo vamos
obter, ao todo, dez meio copos. Isso permite dizer que:

a) Cada copo comum corresponde a fragcao de litro.
b) Meio copo comum corresponde a fracdao do litro.

Fazendo operag¢oes envolvendo quintos, décimos e vinte
avos

a) O bolo esta dividido em 2 metades. Uma metade esta divi-
dida em 5 fatias iguais. Cada fatia vale 1 .......... do bolo.

(Repatre: 5 fatias formam metade do bolo, 10 fatias formam o
bolo todo. Logo cada fatia vale 1 décimo).

b)1 e 2 Al e 4 d) 9
s 10 s 10 ~ 10
2 e 4 2 e8 3
10 10 10

Repare que em c) obteremos 3 e 12/10, o que podera ser

escrito4 e 2/10.
e) 1inteiro f) 2 g)1+2=
10 5
2 X
10 3

....................................................

Cite algumas vantagens e desvantagens do trabalho com fa-
milias de fragoes.




Resolvidas por métodos proprios e registros livres, fundamenta-
das na compreensdo das quantidades fraciondrias e de suas relagées.

As situagdes e problemas propostos devem considerar o cam-
po conceitual aditivo-subtrativo, do mesmo modo como foi feito
com os numeros naturais. Essas atividades visam consolidar a idéia
de fracbes e numeros fracionarios, por meio de seu uso em situa-
¢oes do cotidiano, que exigirdo reflexao sobre o significado das par-
tes que aparecem nas situacdes e dos numeros associados a elas.

Nao hd um modo de se “ensinar” a resolver essas atividades.
Elas deverdo ser apresentadas aos alunos para que as resolvam por
estratégias préprias, calcadas em sua compreensao do numero fra-
cionario. Os registros também devem ser livres, usando palavras,
desenhos, esquemas, com ou sem simbolos numéricos.

Situacoes ligadas ao campo aditivo-subtrativo
1 - Para fazer um leite batido, foram misturados:
Meio litro de leite

1 quarto de litro de suco de laranja

1 quarto de litro de suco de acerola

Quantos litros de leite batido foram feitos?

Solucao 1 (mental) Solucao 2 Solucao 3

1 quarto + 1 quarto é 1 quarto + 1 meio + Va + 2 +
igual a metade (ou meio) 1quarto metade Va_ A

Meio + meio dd um Metade 1 (inteiro) 2/4="% 1
litro todo

Vocé consegue imaginar mais uma solucao, diferente da usu-
al?

Repare: Esse problema envolve uma situagdo associada a idéia
de combinar dois estados para obter um terceiro, mais comumente
identificada como agédo de “juntar”. (Na verdade, combinamos 3 esta-
dos para achar um quarto).

2 - A mae dividiu o bolo inteiro em 10 fatias iguais. Depois
do lanche sobrou meio bolo. Quantos décimos do bolo foram co-
midos?

Meio bolo, a parte que sobrou, ainda tem 5 fatias. A outra me-
tade, que foi comida, também tinha 5 fatias (ou 5 décimos). Portan-



to foram comidos 5 décimos.

Outras solugodes:

10 décimos — meio bolo 1 — 10 décimos - (quantia inicial)
E) décimos -5 décimojs Y. — 5 décimos (quantia final)
'
5 décimos 1%} 5 décimos

Repare: Essa é uma situagao ligada a idéia de transformacao.

Trata-se de uma situacao em que a quantidade inicial é co-
nhecida, percebe-se que certa quantidade foi perdida (sem dizer
seu valor) e informa-se o estado final. A pergunta busca saber qual
a alteracao havida, entre os estados inicial e final.

Outra situacao ligada a idéia de transformacao:

3 - Debaixo do guardanapo havia um pedaco de pizza. Colo-
caram mais meia pizza sob o guardanapo e, ao tirarem o guardana-
po, encontraram um total de 3 quartos de pizza. Quanto de pizza
havia inicialmente no prato?

? Colocaram mais E ficou um total
Havia um pedaco de pizza ... meia pizza ... de 3 quartos de pizza ...

Quanto de pizza havia no prato?
E facil perceber que havia % de pizza no prato.
Esse resultado pode ser calculado lembrando-se que

Quantia inicial = Total final - O que foi colocado.

—
3 quartos - 3 quartos - ou 3/4 -
1 _meio. 2 quartos 2/4

1 quarto 1/4

Repare: Temos a idéia de transformacéo ou alteracdo de um
estado inicial : a partir de uma quantidade inicial desconhecida, in-
forma-se certa quantia que foi ganha e o resultado final. Pergunta-se
pelo valor da quantidade inicial.

4 - Bebi um litro e meio de agua e meu irmao bebeu meio litro
mais do que eu.

a) Quanto ele bebeu?

b) Vocé sabe representar essa conta usando nomes de fra-
¢oes?

¢) Vocé sabe representar essa conta usando simbolos de fra-
¢Oes?



Solugdes:

a) Por calculo mental, o aluno logo percebe que meio litro a
mais do que 1 litro e meio dao 2 litros.

b) 1 litro e meio + Meio litro =2 litros ou 1 litro e meio +

meio litro
1 litro + 1 litro = 2 litros
c lel+1=2 lel
2 2 2
+
1
2
1 el
2

Nas contas representadas verticalmente, podemos verificar
registros espontaneos dos alunos, bastante inventivos.

Note-se também que o aluno ainda podera escrever 1 e %2, ao

1
invés de 1 2, pois a primeira representacao tem maior significado
do que a segunda.

O professor ou professora podera apenas observar que tam-

un,

bém se escrever sem o “e”: ou seja, pondo-se o 1 e o % juntos:
(1 2 ),issojasignifica 1 e .

Observe: £ uma situacdo ligada a idéia de comparacéo. Co-
nhecida uma quantidade, procura-se outra que vale um tanto a
mais ou a menos do que essa.

Outras situacdes ligadas a idéia de comparacao seriam: co-
nhecidas duas quantidades, pergunta-se quanto uma vale a mais
ou a menos do que a outra. Ou pergunta-se quanto falta a menor,
para igualar-se a maior.

5 - Diogo mediu sua altura no fim do primeiro semestre e viu

1
que tinha crescido 2 2 cm. No decorrer do segundo semestre ele

1
cresceu mais 1 2 cm.

O que aconteceu com a altura de Diogo nesse ano?

O aluno devera somar, de alguma das maneiras ja mostradas,
ou de outro modo diferente, 2 e meio centimetros com 1 e meio
centimetro. Deverd responder que a altura aumentou 4 cm, ou que
Diogo ficou 4 cm mais alto, ou que cresceu 4 cm.

Trata-se de uma situagbes que supde a compreens@o de mais de
uma transformacgao O que se pergunta é sobre o efeito conjunto des-
sas transformacgées. NGo se informa o estado inicial nem se pergunta
pelo estado final.

Do mesmo modo como ocorrem com 0s numeros naturais,
esses exemplos, envolvendo numeros fraciondrios, mostram a va-
riedade de situagdes aditivas e subtrativas a serem exploradas, ao



longo de vdrias séries. Resolvidas inicialmente por estratégias pes-
soais, elas devem gradativamente ser associadas, com compreen-
sao, aos algoritmos de soma e subtracao que as resolvem.

Apesar dos PCN’s nao proporem, entre os conteudos das
séries iniciais, operagdes com os numeros na forma fracionaria, as
situacdes aditivas e subtrativas apresentadas tém significado para
os alunos, podem ser entendidas e contribuem para aumentar sua
compreensao das fragcoes.

- Resolvidas por métodos préprios e registros livres, funda-
mentadas na compreensao das quantidades fracionarias e de suas
relacdes

Multiplicacao de um numero natural por um namero fra-
cionario
Do mesmo modo como ocorre com a soma e a subtracao, al-

guma situagdes multiplicativas e de divisao poderao ser trabalha-
das, nessa fase de escolaridade.

Um exemplo é o de tomar-se um certo numero (natural) de
vezes uma determinada fracdo, o que leva a uma soma de parcelas
repetidas.

Multiplicacoes no cotidiano

- Na casa de Luis, eles cozinham 1 %2 xicara de arroz por dia.
Durante uma semana, quanto de arroz gastarao?

Os alunos podem imaginar a seguinte situagao:
2afeira | 32feira | 42feira | 52feira  6afeira Sdbado Domingo
1% 1% 1% 1% 1% 1% 1%

Precisam, portanto, somar sete vezes a quantia 1 %2. Poderao
fazer isso de varios modos, chegando ao resultado 10 %2 . Por exem-

plo:
2’e3 3 xicaras

4 e5s 3 xicaras 9 xicaras

Sexta e Sdbado 3 xicaras

Mais 1 2 xicara do Domingo, sao 10 %2 xicaras.

E importante relacionar esse processo com o que os alunos ja
aprenderam nos numeros naturais. Assim, a professora pode per-
guntar:

Quantas vezes somamos a fracdo 12 ?
Como podemos representar isso?
Os alunos devem lembrar-se da escrita matematica:

7x1%=1% 4+ 1% + 1V + 1% + 1% + 1V + 1% =
10 2



- Augusto assistiu trés filmes na TV, cada um com duracao de
1 Ya de hora (1 hora e V4 de hora) cada um. Quanto tempo ele ficou
vendo filmes?

a) Resolva do modo que vocé quiser

b) Vocé é capaz de representar essa situacao com uma multi-
plicacao?

Em a) poderao surgir solu¢bes do tipo: 1 + 1 + 1 =3
Vat+Va+Va = Y

Total: 3+ 3 (ou 3 3%)
Ou entao:
1Ya
1 Va
1%
3 3/4
b)3 x 1% =3 3
Professores

Talvez vocés estejam pensando que essa operacao poderia

ser resolvida, de modo “mais facil”, como: 3 x 1 ¥4 =3 x % = %:

3%
Convidamos vocé a refletir sobre:
- Aprendendo multiplicacao por esse processo usual e meca-

nico, vocé acha que o aluno percebe que o resultado obtido corres-
ponde a 3 vezes a quantidade 1 3 ?

- Aprendendo apenas desse modo, decorado, o aluno tera
capacidade de raciocinar e descobrir outros modos de fazer esse
calculo?



- Uma atividade que ajuda a perceber a multiplicagdao de um
numero natural por uma fracao é a contagem, tendo por unidade
de contagem aquela fragcao. Por exemplo: contar de 2 em 2 . As
criangas vao dizendo, cada uma na sua vez:

Um meio — dois meios — trés meios — 4 meios -

Isso elas fazem quase sem pensar. Mas podemos combinar
que, se os meios formarem coisas inteiras, deverao dizer o nimero
das unidades formadas:

Um meio -1 (inteiro)-Temeio - 2 - 2emeio - 3-..

Contextualizando, elas poderdao contar “de meia em meia
hora”:

Meia hora — 1 hora — uma e meia - duas horas — duas e meia
—trés horas - ...

(Comandar essa contagem movendo os ponteiros de um re-
l6gio).

- Os alunos estarao preparados para fazer uma atividades da
qual também gostam: preencher, sozinhos, a “tabuada do 2" Al-
guns dos fatos sao:

1x% =
2x% =
3x% =
4xVh =

Muitos alunos ja colocardao 2 x 2= 1; 4 x 2 = 2; e também 3
xVa=1%.

Mas outros alunos escreverao: 2 x 2 =2/2; 4x% =4/2; 3 x
5 =3/2.

Cabe aos professores ressaltarem que todas as respostas es-
tao corretas. Mas ndao devem perder a oportunidade de coletivizar
as varias respostas, pedindo a alguns alunos que digam como pen-
saram, estimulando perguntas etc.

Outra coisa interessante a trabalhar serd a analogia com a
mesma tabuada, mas passando a representar as quantidades com
numeros decimais:

1x05=0,5

2x0,5=1

3x05=1,5 (ndo ler automaticamente 1 virgula 5, mas sim um e meio)
4x05=2

- Para uma melhor atribuicao de significado a multiplicacao
de um numero natural por uma fracdo, o professor podera propor
questdes como:

3 vezes 1 oitavo .... sao 3 pedacos de 1 oitavo. Quanto isso da?
(3 oitavos)



7 vezes 1 nono ... sao 7 pedacos de 1 nono. Quanto isso da?
(7 nonos)

Os alunos nao tém dificuldade em escrever resultados das
multiplicacées 3 x 1/8 ou 7 x 1/9.

Escrevendo, os alunos terao oportunidade de perceber regu-
laridades nessas multiplicagoes.

3x1=3
8 8
7x1=7
9 9

Eles poderao perceber que, nessas multiplicacdes, basta fazer
as multiplicacbes

3x1=3; 7x1=7 eescrever as fracdes, conservando o de-
nominador.

- Como um desafio, o professor podera propor:

1
119x 12=

O resultado dara 119/12. Os alunos sabem que, dividindo 119
por 12, saberao quantos grupos de 12 pedacgos (e portanto quantas
unidades) conseguem fazer:

119 12

-108 9
11

Com 119 doze avos deu para formar 9 grupos de doze doze
avos. Cada grupo forma 1 unidade. Sobraram 11 doze avos. Entao

19 911
73 éomesmoque9d 5

Professor e Professora

Apesar de, na Seg¢do 1, jd termos sugerido o trabalho com fragcées
maiores do que a unidade, ele néGo deve ficar restrito aquele unico mo-
mento. A construgdo das relagées entre frages é um processo longo, e
devemos constantemente estar buscando a compreensdo dos alunos
para as mesmas.

Observe que descartamos totalmente o processo apresentado
na escola, no qual o professor “ensina” que, para transformar fracoes
impréprias em numeros mistos, ou para “extrair os inteiros’, basta divi-
dir o numerador pelo denominador e escrever o quociente, seguido de
uma fragcdo onde o denominador é o mesmo anterior, e o numerador
deve ser o resto da divisao feita. E devido a inimeras regras como essa,
onde o aluno néo vé Iégica nem sentido, que a aprendizagem das fra-
¢oes tem tido tdo poucos resultados e tantos problemas.



O aluno podera também perceber regularidade e fazer infe-
réncias relativas a multiplicacdo de um nimero natural por uma fra-
¢ao qualquer.

8x 4 =7

Conforme nocdo anteriormente construida, trés quartos sao
3 pedacos de % ... se eu pegar 8 vezes esses 3 pedacos, quantos
pedacos terei?

%+ + 3%+ %+ %+ %+ %+ %

Serao 24 pedacos de Y. Registrando:

3 24
8 x 4 = 4
(quantas unidades se pode formar com 24 quartos? recisamos
de 4 quartos para formar cada uma, logo formaremos 24 ~ 4 =6
unidades (sem sobrar nada,).

Também aqui o aluno percebera, com compreensao, uma re-
gularidade:

3x2=6
9 9
7x2 =14
8 8

Eles poderao perceber e entender que, nessas multiplicacoes,
basta fazer as multiplicacbes 3 x 2 =6; 7 x 2 = 14, e escrever as
fracbes, como acima.

- Uma divisao que os alunos ja podem compreender é dividir
por 2 uma quantidade par de uma mesma fracao. Por exemplo:

8 sextos +— 2
4 quintos + 2
6 décimos = 2

Interpretando como 8 pedacos de 1 sexto, para serem dividi-
dos igualmente entre duas criancas, os alunos logo percebem que
cada crianca ficard com 4 pedacos de 1 sexto, ou 4/6

8 sextos + 2= 4 sextos (se damos 4 sextos a cada uma, gastamos 8 sextos)
4 quintos =+ 2= 2 quintos (se damos 2 quintos a cada uma, gastamos 4 quintos)
6 décimos =+ 2= 3 tercos (se damos 3 tercos a cada uma, gastamos 6 tercos)

Outra situacao de divisao que os alunos ja estarao aptos a
compreender é a divisdo de uma fracdo unitaria por 2.

Isso porque ja terao pleno entendimento de que:



As explicacdes iniciais dos alunos revelam conhecimentos
pontuais bem sedimentados. Dizem: E claro que % dividido por 2 dd
Y4, porque s é metade de ¥5!

Podemos procurar por uma reflexao maior, lembrando que,
quando temos Y3, jd tinhamos dividido a coisa inteira por 2, e se ainda
dividimos o meio por 2, serao necessarios 4 pedacos para formar o
todo. Portanto o nome é 1 quarto.

Também aqui o professor podera fazer desafios:

Vocés sabem quanto é 21—5+ 2=7

Vale o mesmo raciocinio: Tinhamos uma fracao (1/25) e pre-
cisavamos de 25 iguais a ela para formar o inteiro. Se a dividirmos
ao meio, precisaremos de 50 desses novos pedacos para formar o
inteiro:

Expressando de outra maneira: Metade de 1/25 é igual a 1/50.

Olhando para tras

Revendo o que foi feito na Secdo 2, vemos que exploramos
alguns calculos basicos com fragcdbes compreensiveis para o aluno,
até a 42 série, associados a situacdes cotidianas. Ha, segquramente,
outras coisas que ainda poderiam ser desenvolvidas e compreen-
didas.

Mas também ha um espaco de opc¢édo do professor, ou da es-
cola: tendo em vista que as propostas dos Parametros Curriculares
Nacionais sugerem menos do que aqui desenvolvemos, cabe a cada
professor, conhecendo a realidade da sua escola e as necessidades
dos seus alunos, ser um ativo participante na definicao do plano de
ensino da escola. Se o plano ja esta definido, ele deve ser um ativo
conhecedor e debatedor do mesmo, sabendo propor mudancgas,
conforme necessario.









Revendo os conhecimentos do

professor sobre nimeros ra-

cionais

Objetivos:

- identificar os numeros fracionarios com os niimeros racionais positivos;

- usar e interpretar os niumeros fracionarios como profissionais e como cidadaos;

- ter maiores recursos para perceber a dificuldade cognitiva dos alunos na aprendizagem
desses topicos, podendo decidir sobre a adequacao de sua inclusao no plano de ensino;

- atender, com maior conhecimento, as demandas de seus alunos.



Professores,

Na Secao 2 desenvolvemos apenas aspectos das fracoes ade-
quados a aprendizagem e compreensao de alunos até a 42 série ou
5° ano do Ensino Fundamental.

Esta secdo visa ampliar a visao de vocés sobre esses tdpicos,
incluindo o conceito de niumero racional, para que possam:

- usar e interpretar esses nimeros como profissionais e como
cidadaos

- por meio do aprofundamento de varios aspectos relaciona-
dos a esses numeros, ter maiores recursos para perceber a dificulda-
de cognitiva dos alunos na aprendizagem desses tépicos, podendo
decidir sobre a adequacdo de sua inclusao no plano de ensino

- atender, com maior conhecimento, as demandas de seus
alunos.

No desenvolvimento que faremos nesta secao, estaremos,
como antes, em busca da compreensao e atribuicao de significa-
dos. Vamos estudar melhor equivaléncias e operacdes com nume-
ros racionais, relacionar as representacdes racional e decimal de um
numero, compreender razdes, porcentagens, proporcoes - assuntos
importantes para ajudar negdécios e para ficar bem informado.

Terminologia a ser usada

Nesta secao, revisaremos alguns termos que vocés ja devem
conhecer.

Numerador e denominador — sdo 0os numeros naturais que fi-
cam acima e abaixo do traco horizontal, na representacao usual de
uma fracdo. Temos ainda:

- na fracdo pensada como uma relagao parte-todo, o deno-
minador é o nimero que indica em quantas partes a unidades foi
dividida. Ele denomina a fracao: quartos, oitavos etc. O numerador
indica quantas partes dessas foram tomadas - ele numera as partes
tomadas.

- na fracao pensada como o resultado da divisao de dois nu-
meros naturais, o numerador é o dividendo e o denominador é o
divisor:

2 + 3 = 2
dividendo divisor 3
Fragdes proprias, improprias e aparentes

Fracbes proprias: sao aquelas que representam quantidades
menores do que uma unidade. Exemplos: 2, %4, 1/3, 3% etc

Fracbes imprdprias: sdao aquelas que representam quantida-
des maiores do que uma unidade. Exemplos: 3/2, 5/4, 6/4, 18/5 etc.

Fracoes aparentes: sdo as que representam um numero exato



de unidades. Podem ser identificadas com nimeros naturais. Exem-
plos: 6/6 (iguala 1), 20/5 (igual a4), 100/20 (igual a 5).

Fra¢o6es mistas ou nimeros mistos:

Sao aquelas em que as unidades inteiras aparecem separadas

da parte fracionaria (que € menor que a unidade). Exemplos: 2 % )

A fracdo mista é sempre maior do que a unidade e pode sem-
pre ser escrita na forma de uma fracao improépria. Para isto, basta
verificar quantos tercos existem no total. Cada unidade tem 3 ter-
¢os, logo, nas 2 unidades, existem 2x3=6 tercos, mais o terco que
esta indicado, dara um total de 7 tercos. Ou seja:

1 7
23 =73

(J& mencionamos que, na fracao mista, esta implicita a pala-

vra “e”", ou o sinal “+”: o niumero acima deve ser lido como 2 “e” um
terco, e pensado como 2 + 1/3).

Um ponto que ficamos de retomar nesta secao é a denomina-
¢do numeros racionais. Qual a relagao deles com os numeros fra-
cionarios?

Numeros racionais

Os numeros fracionarios, com os quais temos trabalhado, po-
dem ser identificados com parte do conjunto dos nimeros racio-
nais, isto é, com os numeros racionais positivos. O conjunto todo
dos nimeros racionais inclui outros numeros, que sao os nimeros
racionais negativos. E como se o conjunto dos nimeros racionais
fosse formado pelos numeros fracionarios, reunidos com o que po-
deriamos chamar seus opostos (para imaginar o que poderia sig-
nificar o oposto de um numero fracionario, pense na situacao: “a
temperatura atual é de — %2 grau”). Veja um esquema que nos da
certa visualizacao do conjunto dos nimeros racionais e a parte des-
se conjunto identificada com os numeros fracionarios.



Conjunto dos nimeros racionais - uma representacao

A direita do zero estdo os nimeros fracionarios, a esquerda o
que chamamos de opostos desses nimeros fracionarios:
Numeros racionais positivos
(nimeros fracionarios)

..-1/8

-1/7

-2/7

-3/7

-1/6

-1/5 -1/4 -1/3 -1/2 -1/ o 11 12 1/3 1/4 1/5 16 1/7 1/8

-2/5 -2/3 -2/1 2/1 2/3 2/5 2/7 3/8..

-3/5 -3/4 -3/2 -3/1 3/1  3/2 3/4 3/5 3/7

Essa é uma representacao do conjunto dos nimeros racio-
nais, mas nao € a unica. Por exemplo, cada um dos nimeros acima,
que esta escrito na representacao fracionaria, poderia ser escrito na
representacao decimal.

Sabemos que os nimeros racionais positivos (fracionarios)
podem expressar resultados das divisdes de dois niUmeros naturais.
De modo mais geral, podemos dizer que numeros racionais expres-
sam resultados de divisdes de dois numeros inteiros. Portanto, nu-
meros racionais sao aqueles que podem ser expressos como

a = b, onde a e b sdo inteiros, e b # 0. Os resultados dessas

divisdes podem ser escritos na forma a/b (representacao fraciona-
ria) ou na forma decimal.

Mas veja uma diferenca:

O nUimero 2/5, visto como um numero fracionario, é associa-
do as fragcdes equivalentes a 2/5 e representa o resultado da divisao
de 2 por 5,de 4 por 10 etc.

O mesmo numero 2/5, visto como um numero racional positi-
Vo, representa o resultado das divisdes acima e também representa
o resultado das divisdes de certos numeros inteiros negativos: -2
por -5, -4 por -10 etc.

Resumindo

Fragao : representa tanto uma parte da unidade quanto o regis-
tro numérico associado a essa parte.

Numero fraciondrio: E o nimero, tnico (embora com vdrias re-
presentacdes) associado a toda uma classe de fracdes equivalentes.
Expressa o resultado da divisdo de dois niimeros naturais. E um nime-
ro positivo.

Numero racional: sdo os nimeros que expressam resultados das
divisbes de dois nimeros inteiros (o segundo ndo nulo).

Os resultados dessas divisbes também podem aparecer na re-
presentacdo decimal.

Os numeros racionais podem ser positivos, negativos ou nulo.



Inversos e opostos

No quadro dos niumeros racionais, usamos o termo oposto.
Todo numero racional tem um oposto. O oposto de a/b é o numero
—a/b. Por exemplo, o oposto de 2/5 é — 2/5; o oposto de - V2 é - (-12)
= 1/2. Além disso, todo numero racional tem um inverso. Um nu-
mero multiplicado pelo seu inverso da 1. O inverso de a/b é b/a. O
inversode 5é 1/5. O inversode -3/7 é -7/3.

Observacgao: Muitas das idéias e situagdes apresentadas a sequir
constam em PROFORMACAO (2000).

Fra¢oes equivalentes

Provavelmente vocés sabem que, multiplicando o numerador
e o denominador de uma fracao por um mesmo numero, obtemos
uma fracao equivalente a inicial.

Por exemplo, partindo de % .

2 Multiplique por2 — 4

4 Multiplique por2 _ 8

As fragcoes 2/4 e 4/8 sao equivalentes. Vejam o que ocorre:

Quando se multiplica o denominador por 2, passa-se de quar-
tos para oitavos, isto é, para pedacos menores

Para nao alterar a quantidade inicial, é preciso pegar mais pe-
dacos (o dobro) de oitavos. E 0 que ocorre quando se multiplica o
numerador: pega-se mais partes.

---- (quartos) — ——8—— (oitavos)

(dois) - 4 (quatro)
8

LSS

Outra maneira de verificar a equivaléncia é pela “multiplica-
¢ao em cruz”

24, 2x8=4x4
4 "8

Explique com suas palavras porque, multiplicando-se o nu-
merador e o denominador de um nimero fracionario por um mes-
mo numero, obtemos uma fracao equivalente a fracao dada.




Podemos marcar os niumeros naturais sobre uma semi-reta,
igualmente espacados.

0 1 2 3

Também podemos marcar fragdes sobre esta semi-reta:

0 %) 1 1% 2 2% 3

Se marcarmos décimos nesta semi-reta, teremos:

0 5/10 (ou '2)

Para marcar centésimos, teriamos que dividir cada pedacinho
acima em 10 partes; e, para marcar milésimos, dividir novamente
cada um em 10 partes. Os pontos ficariam bem perto uns dos ou-
tros. Temos a impressao que as fracées cobrem, ou enchem a semi-
reta, mas isso nao é verdade.

Também podemos representar nimeros racionais negativos
na reta numeérica:

-1 -1 -2 0 V2 1 1% 2 22 3

Representacoes decimais das fracoes

Dada uma fracao, podemos obter a representacao decimal
da mesma por dois processos. Procurem entender a l6gica de cada
um:

a) escrevendo a fracdo como outra equivalente, com deno-
minador poténcia de 10, e passando-a para a forma com virgula.
Exemplo:

2 (x4) —= 8 Temos 8 centésimos, o que pode ser escrito 0,08
25 (x4) =—= 100

b) Dividindo-se o numerador pelo denominador. Exemplo:

2 25

200 0,08
0

Veja: ja sabiamos que 2/25 = 2 + 25. Por outro lado, fazen-
do a divisdao com a representacao decimal, obtemos 2 + 25 =0,08.
Como os resultados de uma mesma divisao devem ser iguais, tere-
mos 2/25 =0,08.

Nesse caso, a divisao decimal teve resto zero. Dizemos que a



fracdo tem representacdo decimal exata - o numero de casas deci-
mais apos a virgula é finito.

Agora veja o que ocorre quando procuramos a representacao
decimal da fracdo 1/3. Fazendo a divisdao com decimais:

10 | 3 Os pontinhos indicam que podemos sempre
0.333 colocar mais um no algarismos 3 no resulta-
777 do.

Obtemos 1 + 3= 3 = 0,333... Adivisdao nao da exata, o resto

nunca se anula. O quociente tem uma parte que se repete infinita-
mente (o algarismo 3), chamado periodo da representacao decimal.
Ao fazer célculos, sé trabalhamos com um numero finito de casa
decimais, ou seja, com um valor aproximado de 0,333....

Observe:

Quando dividimos o numerador de uma fracao (ou nimero
fracionario) pelo denominador, para achar sua representagao deci-
mal, ocorre uma das duas coisas abaixo:

1) O resto é nulo. A representacdo decimal da fracao é finita
ou exata.

2) O resto nunca se anula. O quociente tem um numero infi-
nito de casas decimais, que se repetem apos certo ponto. Dizemos
que a fragao tem uma representacao decimal infinita periédica.

Portanto, s6 ha duas formas para a representacao decimal de
uma fragao:

exata infinita periddica
(numero finito de casas deci- (numero infinito de casa deci-
mais) mais, com periodo)

1) Procure a representacdo decimal e o periodo das fracoes.
Se quiser, use a calculadora.

a)21/111 b) 12/17

2) Assinale os niUmeros que sao representacdes decimais de
nuameros fracionarios:

b) 22,14
€) 131,27272727............

d) 3,40440444044440444440............ (a lei de formacao
se mantém infinitamente)




Importante

Vocé aprendeu a passar da forma fraciondria para a forma de-
cimal. Mas como seria o contrario: passar da forma decimal para a
forma fracionaria ?

Se vocé partir de uma representacdo decimal finita ou exata
de uma fracao, isso sera facil:
859 859  12.859

12,859 =12+ =12 =
1000 1000 1000

Se vocé tiver uma representacao decimal infinita periddica,
serd um pouco mais complicado passa-la para a forma fraciondria,
pois para entender isto precisara usar equacdes. Apenas para dar
uma idéia:

1) Imagine que vocé quer saber a forma fracionaria de
0,77777.... Como vocé nao conhece essa fracdao, pode chama-la de
X:

x=0,7777.... (1)

Podemos fazer muitas mudancas nessa equacao, de modo
que as novas equagoes terao ainda a mesma solucao x. Algum ma-
tematico descobriu que uma mudanca util para descobrir a forma
fraciondria é multiplicar a equacao por 10:

10x=7,777..... (2)

Descobriu também que, em seguida, devemos subtrair a
equacao (1) da equacao (2):

10x=7,777...
...x=0,777..
....9x=7,000...

Temos 9x = 7, e podemos concluir que x = 7/9.

Sera verdade? Faca a divisao de 7 por 9 (pode ser na calcula-
dora) e comprove o resultado.

2) Se a representacao decimal tiver um periodo com 2 algaris-
mos, multiplique por 100 e faca de modo parecido ao anterior. Para
descobrir a representacdo fracionaria de 0,383838...:

x=0,383838....

100 x = 38, 383838.....

100x - x = 38,383838...- 0,3838....
99x =38

x = 38/99. Novamente, faca a divisao e comprove!



Somas e subtra¢ées de numeros racionais positivos

Para somar numeros racionais do mesmo tipo, isto é, de mes-
ma denominacao - por exemplo, quartos com quartos - basta con-
tar o total de pedacos que temos: 2 pedagos de 1 quarto mais 3
pedacos de 1 quarto dao 5 pedagos de 1 quarto.

Essa idéia, de tao facil compreensao, é ensinada sob a forma
de uma regra:

“Para somar duas fracées de mesmo denominador, conserva-
mos o denominador e somamos os numeradores”, reduzindo-se as-
sim a soma a uma manipulacao de simbolos numéricos, o que es-
conde sua clara interpretacao e dificulta a aprendizagem. O aluno
vicia em procurar jeitos de mexer com os numeros - por exemplo,
somar numeradores e denominadores entre si. Como se fosse ma-
gica: junta-se duas quantidades de quartos, e, apos a juncao, elas
viram oitavos.

O mesmo raciocinio légico deve ocorrer nas subtracoes:
para fazer 6 décimos menos 2 décimos, basta retirar 2 décimos dos
6, ficando com 4 décimos.

A idéia é tao simples que, quando os numeros nao sao do
mesmo tipo, devemos tratar de substitui-los por outros equivalen-
tes a cada um deles, com denominadores iguais entre si, para entao
soma-los ou subtrai-los.

Em alguns casos, podemos facilmente escrever um dos nu-
meros com o mesmo denominador do outro. No exemplo abaixo,
substituimos %2 por 2/4:

1T 1 2 1
—_t — == 4+ —
2 4 4 4

Ha somas em que torna-se necessario mudarmos ambos de-
nominadores . Veja:

1 1
_+_
2 3

Nao podemos expressar 1 meio em termos de tercos, nem ex-
pressar 1 terco em termos de metades. Vamos dividir tanto a meta-
de quanto a terca parte, transformando as duas em sextos:

3 2 5

1 1
_+_
2 3 6 6 6



1 1 . .
Um modo de transformar 5 e 3 em sextos é o seguinte:

Verifique por quanto Multiplique o 1 (x3)
? o 2 foi multiplicado pelo mesmo 1 3
--- para obter 6 numero — -
6 (foi por 3) 5 6
Verifique por quanto Multiplique o 1 (x2)
? o 3 foi multiplicado pelo mesmo 1 2
- para obter 6 numero — -
6 (foi por 2) 3 6

Vocé pode questionar como o denominador 6 foi encontra-
do. Ele tinha que ser um multiplo dos dois denominadores (para
poder multiplicar cada denominador por algum nimero e obter 6).
A maneira mais simples de obter esse nimero multiplo dos dois
denominadores é fazendo o produto de ambos.

Mais um exemplo de soma de fracoes

2 3
Somar4g com9 4.

5 3
Trabalhe inicialmente com as partes 6 e 4 . O produto dos

denominadores é 24.Vamos transformar g e 4 em fracdes equi-

valentes, com denominador 24.

220 (gai6-4 5x4=20)
6 24
318 o4i4-6 3x6=18)
4 24

Agora vamos trabalhar juntando as partes inteiras:

2

3 _420
S 1

9= =9—
4 24

38 14 38 /24 =24/24 + 14/24 =1 + 14/24.

13—=14— —>»
24 24 Juntamos esse 1 ao 13, formando 14.

Observacoes:

« Ndo usamos o menor multiplo comum dos denominadores
(também chamado minimo multiplo comum e representado por
m.m.c.), que é 12, mas usamos o produto dos denominadores (24),
que é um multiplo comum de ambos, embora nao seja o menor.
Isso torna o processo mais curto.



A (. . . 5 3
« Nao é necessario transformar as fragoes mistas, como4— e 9— em

5 3
fracbes improprias (isto é, maiores que a unidade): 4—= 2 e 9— =39/4.

Podemos somar as partes inteiras separadamente.

 Faca as contas horizontal ou verticalmente, como achar melhor.
Usando trocas na subtracao
: 1
Numa festa da escola havia uma lata de sorvete com 3 2 kg

4
de sorvete. Na primeira hora o pessoal ja havia consumido 2 5 kg.

Quanto ainda restava?

Vamos resolvé-la de modo semelhante ao da adicao.

1

2 10
2258

5 _10

5 8
De 70 ndo podemos tirar 70 , e ficar com uma fracdo. Deve-

mos tomar uma unidade das 3 que temos (em 35/10) e troca-la por

10 décimos. Juntamos com os 5 que ja tinhamos e ficamos com 15
décimos:

5 15
— 92—
10 10
AL
10
)8
10
7
ﬁ Portanto ainda restam T kg de sorvete.

Mesma operacao, com decimais:

Outro modo de resolver seria com o uso da representacao
decimal.

3—=3— =35 2—=2%=2,8 3,5-28=07



Se vocé quiser usar uma calculadora, deve saber que ela nao
faz operacdes com fragcdes. Vocé precisa antes expressar as fracoes
na representacao decimal, como fizemos acima.

Comparando numeros racionais positivos

Usando fragbes equivalentes, podemos também comparar fra-

3 2
¢oes e numeros fracionarios. Transformando 5 e 3 nas fracdes
equivalentes 9/15 e 10/15, conclui-se facilmente que a maior entre
as duas é 2/3.

10
15

2
3

Situacoes multiplicativas e de divisoes

Além de entender processos multiplicativos de nameros fra-
cionarios, ou racionais positivos, um ponto importante é o de inter-
pretar essa multiplicacao, compreendendo que é possivel utiliza-la
para o cdlculo de fracdo de uma quantidade. Nesse sentido, o nu-
mero fraciondrio é visto como um operador.

Entendendo o significado da multiplicacdo de numeros
racionais

Ja vimos, na se¢ao 2, como a multiplicacdo de um nime-
ro natural por um numero fraciondrio pode ser interpretada como
uma soma de parcelas repetidas. Esse tipo de multiplicagcdo aparece,
com freqliéncia, no aumento ou reducao de uma receita culinaria,
em ampliagdes ou redugdes de gravuras. Chegamos a evidenciar
que, na multiplicacao de um natural por uma fracao, basta multipli-
car os numeradores e conservar o denominador.

Sabemos que um processo analogo é usado também quan-
do as duas fragdes tém denominadores diferentes de 1. Podemos
questionar - por que multiplicar os numeradores e os denomina-
dores leva ao resultado da multiplicacao?

Uma idéia sobre a logica do processo geral de multiplica-
cao das fragoes

1
Quando calculamos 3x 2 , desejamos saber quanto vale 3

1
vezes a quantidade 2 .

De modo mais geral:

2 1
Quando multiplicamos 3 x 2, procuramos saber: quanto

vale 2 tercosde 2 ?

Podemos fazer em duas etapas: primeiro achamos 1 terco de
meio; e depois multiplicamos por 2, para calcular 2 tercos de meio.

- Para achar 1 terco de meio, dividimos a metade em trés par-



tes iguais:

meio
1/3 de meio

Precisamos de 6 dessas novas partes para formar a unidade
(3 em cada metade). Portanto, ao dividir a metade em trés partes,

1 1
obtemos ter¢os da metade, e sextos da unidade: ? +3= g .Nessa

passagem, o denominador foi multiplicado por 3.

1
Ou seja, a divisao da metade ( 2 ) em 3 partes iguais pode ser
feita multiplicando o denominador 2 por 3.

1 1 1
Temos — de — = —.
3 2 6

1
Como haviamos planejado, tendo o valorde 1 tercode 2, de-

1 2
vemos multiplica-lo por 2. Teremos 2x 2 = ¢ .

(M (2)

2 1 2 1
Repare: — x — = — de —
3 2 3 2

= 2x( del)= 2xl E da
2 6 6
unidade.

Em (1), foi como se tivéssemos multiplicado os denominadores

Em (2), foi como se tivéssemos multiplicado os numeradores.

2 1 2 1
Resumindo: —de — - — x— = E

= X =
2737276
_2

2 1
Vendo por outro angulo o resultado 3 de Py

—
173 2/3 de %

Observe que, para se obter 2/3 da metade, ela foi dividida em
3 partes e foram tomadas duas. A parte amarela corresponde, por-
tanto, a 2/3 da metade.

Em relacao a unidade toda, vemos que sao necessarios 6 pe-
dacinhos amarelos para preenché-la. Esses pedacinhos represen-

tam, portanto, sextos da unidade. 2 deles correspondem a 2/6 da
unidade.

Embora esse recurso a esquemas feitos com divisées de quadra-



dos tenha certo poder de esclarecimento, principalmente se estamos
acostumados aos padroes tradicionais de ensino, discordamos de que
esse recurso seja usado de modo constante e quase unico. Isso porque
tais prdticas levam o aluno a atuar, momentaneamente, com base
numa comprovacdo local e visual, impedindo a abstragdo e constru-
¢do mental de relacbes entre esses numeros.

Esses sao fatos importantes:

2 1 2 1
Do mesmo modo que, multiplicando = X > obtivemos = de PY teremos:

2 2
Multiplicando F x 12,00, o resultado corresponde a = de 12,00.

1 1
Multiplicando % X1 = o resultado corresponde a % de 1 =

Sempre que vocé quiser achar fracdo de outra fracdao ou de certa quantidade,

basta multiplicar uma pela outra.

. S S - 2 .
Podemos dizer que, na multiplicacdo, a fracdo 3 opera sobre a quantia 12,00,

resultando numa quantia que vale 2/3 de 12,00.

, 3 . 1 .
Também 1 ao ser multiplicado por 1 E operasobre esse numero, resultando em

1
outro que vale 3 de 1—.

Calculando fracao de uma quantidade

Calcular 2 tercos de 1 litro e meio.

1
Pode-se dividir 1 7 litros por 3 e obter ...... (faca mentalmente),

depois multiplicar por 2 e obter ...... Ou fazer uma multiplicacdo:

2 1 2 3
—XT—-=— X -=-- .
37 2 372

Usando decimais

Para ver quanto da 6/15 de R$500,00, vocé viu que pode mul-
tiplicar esses dois numeros. Para fazer na calculadora, vocé pode
expressar 6/15 na forma decimal e multiplicar este nimero decimal
por 500,00. Vocé vai ter:

6/15=6+15=04
0.4 x 500,00 = 200,00.
Relacionando multiplicacao e divisao

Na questao apresentada anteriormente, da multiplicacao de
2/3 por ';, queremos ressaltar certas imbricacées havidas, entre
multiplicacao e divisao.

1
Primeiro, o fato de que a divisao de 2 em 3 partes iguais



pode ser feita multiplicando o denominador 2 por 3 (2 x 3 = 6), ob-

1
tendo-se o resultado G -

de X

1,
3 2

1 1
Em linguagem matematica: 5 +3 = By

1

3
1

Em outras palavras: Dividir uma fracao ( 2') por 3 equivale a multi-

1
plica-la por 3.

Divisao como partilha e como medida

Assim como ocorria com a divisao de niUmeros naturais, tam-
bém a divisdo de numeros fracionarios, ou racionais positivos, esta
associada a situacdes de partilha e de medida. Na partilha, temos
a divisao equitativa; na medida, temos a formacao de grupos ou
porcdes de tamanho pré-determinado. Um ponto a ressaltar é que
a divisdo como partilha nem sempre sera possivel com fragdes; mas
a divisao como formacdo de grupos de tamanho fixado (medida)
serd sempre aplicavel. Realizaremos as divisdes de modos variados,
dando prioridade ao entendimento, e chegaremos a alguns algorit-
mos sistematizados, percebendo a légica subjacente.

Partilha

Na divisao como partilha, uma quantidade é dividida igual-
mente num certo numero de partes. Ao final vemos com quanto
cada parte ficou.

1
Por exemplo, se dividimos 4 de bolo em duas partes iguais,
1 6 .
sabemos que cada parte valera g de bolo.Ousetemos g de pizza

2
para dividir entre 3 pessoas, cada uma recebera g de pizza.
Formacao de grupos ou porgoes

Se pensamos na divisdao 2+ % , fica dificil imaginar uma situ-

1
acao de partilha para essa divisao. Como vamos dividir 2 para 2

pessoa, ou para meia parte?

Mas a divisdao tem também outra interpretacao: de formar
grupos, ou, quando estamos trabalhando com divisdo de fracoes,
formar pacotes, porcdes ou partes.

Essa outra interpretacao vai nos ajudar a ver o que significa

1 . .
2 +5 . Nesse caso, temos 2 unidades e procuramos formar por¢es

de 2 unidade. Um exemplo: imagine duas macas, separe-as em pe-
dacos de metades, e veja depois quantos pedagos conseguiu for-
mar. Com sua imagina¢ao, um desenho ou manipulando concreta-

1
mente, vocé consegue ver que aparecem 4 pedacos de 2° maca.

o=



Escrevemos: 2 +% =4,

Isso tem uma interpretacao como medida: Em 2 magas cabem
4 pedacos de 2 maca. Veja outro exemplo:

8 2

0 10

Com 8 décimos do bolo formamos 4 por¢des de 2 décimos cada uma.

Ou: 2 cabem 4 vezes em i
10 10

Na verdade, para saber o resultado, basta vocé dividir seus 8
pedacos por 2. E como se vocé estivesse fazendo uma divisao de
numeros naturais: com 8 pedacos, formar grupos de 2. Vocé resolve
fazendo 8 + 2 = 4. Nesse caso, a divisao de fracdes pode ser reduzida
a uma divisao de numeros naturais:

8 2
— + — =8+2=4
10 10
Nao mudaria nada se vocé estivesse outro tipo de pedacos,
menores ou maiores, cujo nome fosse dado por outro denomina-
dor. Digamos que fossem 8/100 + 2/100. Novamente vocé teria 8

pedacos para separar em grupos de 2. Formaria 4 grupos:
8 2

100 100

O raciocinio feito permite afirmar que isso vale em geral: se
temos m pedacos de certo tipo, para agrupar em n pedagos do mes-
mo tipo, conseguiremos formar m + n grupos. Ou seja, para dividir
dois numeros fracionarios de mesmo tipo (mesmo denominador),
basta dividir os numeradores, na ordem em que aparecem.

Mas a divisao dos numeradores pode nao ser um nimero na-
tural. Veja:

1 1
1

Para usar o processo desenvolvido, devemos escrever a fragao
mista na forma de fracao imprépria, e expressar ambas fracdes

com denominadores iguais.

1 1 9 1 9 2 .
-+ —= =+ — = =+ = Prosseguindo:

8 4 8 4 8 8

9 2 n . .9 1
s +§ =9+2 Vocé sabe que o resultado dessa divisao é 5= 45
Interpretacao

. 1 1 . 1
A divisao 1 3 + 2 pode ser pensada como medida: separar 1 3 em

1 . . 1 1
pedacos de 7 ou seja, verificar quantas vezes 2 cabeem 1 3



, 1
Poderiamos ter calculado mentalmente? Sabemos que 2 cabe 4

vezesem 1.

1 1 1,
Mas quantas vezes 2 cabe em §? Nenhuma vez, porque 2 éo
1 L gas .
dobro de 3 Isso nos da idéias. Sendo o dobro, s6 metade dele
. 1 . 1 . 1
caberd. Em outras palavras, 2 cabe meia vez em r. Concluindo, 2

. 1
cabe 4 vezes e meia em 1§ .

Verificando a propriedade geral

O processo de divisao de numeros fraciondrios que desenvol-
vemos vale em geral e pode ser comprovado por uma multiplica-
¢ao:

. . . 2
Devemos ter quociente x divisor = dividendo. De fato, 4 x 0

8

10

O processo usual para dividir fracoes

Na maioria dos livros didaticos, encontramos que, para se di-
vidir fragdes, devemos multiplicar a primeira pelo inverso da segun-
da.

. 6
Assim: — +3 =
5

Uma idéia sobre a légica do processo usual da divisao de nu-
meros fracionarios

A lbgica desse processo assenta-se sobre uma propriedade
da divisao, que ja valia nos numeros naturais:

Em qualquer divisao, multiplicando-se o dividendo e o divisor
por um mesmo numero, o quociente nao se altera (embora o resto
figue multiplicado pelo mesmo ndimero). Exemplificando;

7+2=3 (resto 1)

Multiplicando ambos os termos por 2: 14 +4=3 (resto 2)

Multiplicando ambos os termos por 3: 21 +6 =3 (resto 3)

Vamos usar essa propriedade para dividir nimeros fraciona-
rios:

5

Como podemos multiplicar os dois nUmeros por um mesmo



numero, sem alterar o resultado, vamos ser espertos e escolher um

numero que facilite nossos célculos. Esse nimero é o inverso do
divisor:

6 +3= (Exl) +(3x 1y _ (Ex—) 1=2%
5 5 5 5

Veja na forma fracionaria:

6 6X1
6 i o
5 3 1

3%

,,,/L[I'

Pesquise, na Internet, informacdes sociais ou geograficas rele-
vantes expressas por nimeros na forma fracionaria.

Inverso de um numero racional

No quadro acima, usamos o termo inverso do divisor. Todo
numero racional tem um inverso. Um nimero multiplicado por seu
inverso da 1. O inverso de a/b é b/a. O inverso de 5 é 1/5.

Ja observamos que dividir um nimero por 2 é o mesmo que
I 1
multiplica-lo por 2 .

1
Isso é verdade porque 2 e 2 sdo inversos um do outro. Vale

em geral: dividir um nimero por a/b é o mesmo que multiplica-lo
por b/a. Por exemplo:

10-1+=20.1_59
5 5 5
10x 5 =50

Esse fato pode ser aplicado em problemas interessantes.
Se 3/2 de uma quantidade vale 18, qual é essa quantidade?

Usando s6 divisdes e multiplicacdes de numeros naturais, te-
riamos:

3 meios de uma quantia valem 18. Dividindo 18 por 3, temos
1 meio da quantia.

- 1 meio da quantiavale 18 +3=6
- Se 1 meio da quantia vale 6, a quantia toda é 12.
Pensando em nuimeros fraciondrios:

3
2 de certa quantidade é igual a 18. Portanto:

3

2 X (essa quantidade) = 18.



Numa multiplicacdo, o produto (18) dividido por um dos fato-

3
res (2 ) éigual ao outro fator:

18 + % ="quantidade”

Mas dividir por 3/2 da o mesmo que multiplicar pelo seu in-
verso 2/3:

—_—

8x % = “quantidade”

(oY)

?6 =12 = “quantidade”

Relacionando numeros racionais positivos a razéo e porcenta-
gem

Situacao 1

Em certo problema visto na Secao 1, apareceu uma relagao
constante entre numero de pizzas e numero de pessoas. Podemos
pensar em razao e propor¢ao.

Tinhamos inicialmente 18 pizzas para 24 pessoas, € isSo nos
da uma razao, associada a fracdo 18/24 = 3. O total de pizzas cor-
responde a 3 do total de pessoas.

Quando o problema propds varias distribuicdes das pessoas e
das pizzas num certo numero de mesas, esta relacao, ou esta razao,
permaneceu constante:

9 para 12 . Fracao: 9/12 = 34. As pizzas correspondem a 3% do
numero de pessoas.

6 para 8 Fracao: 6/8 = 3. As pizzas correspondem a 3 do
numero de pessoas

3 para 4 Fracao: 3. As pizzas correspondem a 3% do numero
de pessoas

Quando, em certa situacao, ha uma razao que se mantém
constante, podemos falar em proporcionalidade. Temos:

Os numeradores expressam 0os humeros de pizzas; os deno-
minadores expressam os numeros de pessoas. Dizemos que, em
todas as distribuicoes feitas, o nUmero de pizzas é proporcional ao
numero de pessoas — a razao pizzas/pessoas é constante.

Situacao 2

Numa escola, com 4 classes, as relacées entre 0 numero de
alunas e o numero de alunos, em cada classe, sao:

14 para 16; 18 para 12; 10 para 20 ; 25 para 15.



As fracOes associadas séo:
“_7 .18 _3

.10
16 8 12 2 ' 20

w

1. 2
2 '

>
3

(9, ]

Em cada sala, ha uma razao diferente entre o nimero de me-
ninas e o de meninos.

Pensando nas diversas salas, nao ha proporcionalidade entre
o numero de alunas e o niumero de alunos.

Situacao 3

Numa classe de 40 alunos, a relacao entre o numero de alu-
nos que preferem suco de laranja e os que preferem outros sucos
é de 5 para 3. Quantos alunos preferem suco de laranja e quantos
preferem outros sucos?

-Vocé pode fazer por tentativas, até obter uma relagao que dé
o total de alunos:

5para3 (total 8)
10 para6 (total 16)
15para9 (total 24)
20 para 12 (total 32)
25 para 15 (total 40)

E isso: 25 alunos preferem suco de laranja e 15 preferem ou-
tros sucos.

- Serd que poderia ser resolvido de outro modo? Veja:

Como a relagao é de 5 para 3, o nimero de alunos que prefe-
rem suco de laranja é igual a 5/3 dos demais alunos.

A classe ficou dividida em dois grupos:

5 tercos dos demais alunos Demais alunos

Podemos pensar os demais alunos divididos em 3 partes, e os
que preferem suco de laranja correspondendo a 5 partes dessas.

Dessa forma a sala fica dividida em 8 partes: 5 partes prefe-
rem suco de laranja, 3 partes preferem outros sucos.

40+8=5
5 x 5 =25 (preferem suco de laranja)
3 x5 =15 (preferem outros sucos)

-Também podemos pensar que, em cada 8 alunos, 5 preferem
suco de laranja. Como queremos a mesma razao no total da classe,



5 X
devemos ter 8 ~ 40 -Logo8x=5.40,0useja, 8x=200ex = 25.

Porcentagem

Muitas vezes, para ter uma visao melhor do que uma razao
significa, costuma-se expressa-la em relacdao a 100, ou com deno-
minador 100.

Fazer isso facilita a comparacdo de razdes. Veja a situacao:
Situacao 4

Numa comunidade A, de 25 criancas em idade escolar, 6 ndo
vao a escola, e numa comunidade B, de 20 criancas em idade esco-
lar, 5 ndo vao a escola.

Na comunidade A, a relacao é de 6 para 25, ou de 6/25.
Na comunidade B, a relacao é de 5 para 20, igual a 5/20.

Nao é tao evidente perceber qual comunidade esta em me-
Ihor situagao.

Mas se escrevermos essas fragdes com denominador 100, te-
remos:

6 _ 2
25 100
5 .25
20 100

Ou seja, a comunidade A esta em melhor situacao, porque ela
tem 24/100 das criangas em idade escolar fora da escola, enquanto
a comunidade B tem 25/100 das criancas em idade escolar fora da
escola.

Nesses casos também usamos a expressao por cento. A re-
lagdo 6 em 25 é o mesmo que 24 em 100. Em ambas relagdes, as
criancas fora da escola representam 24 por cento das criangcas em
idade escolar.

Porcentagens sao importantes em varias situacdes: no calcu-
lo de descontos, em aumentos percentuais etc.

Situacao 5

Vocé olhou dois modelos de televisor. Um custa R$320,00, e
o outro RS 340,00. Vocé esta gostando mais do modelo mais caro,
mas, na hora de fazer a compra, o vendedor disse quais seriam os
descontos: o de R$320,00 sairia por R$ 280,00 e o de R$340,00 sairia
por R$ 305,00. Ai vocé fica indeciso, porque de repente o desconto
no mais barato é melhor que o do outro, e isso o torna mais com-
petitivo.

Para decidir, € bom vocé saber quais os percentuais de des-
conto em cada um:

No primeiro caso, o desconto foi de 40,00 em 320,00.

No segundo caso, foi de 35,00 em 340.



—— Verifique por quanto 8 foi multiplicado para se obter 100.

Para fazer isso, divida 100 por 8: 100+8=12,5.
Multiplique o numerador pelo mesmo nimero.
1x12,5 _ 12,5

1 No televisor mais barato, o desconto foi de 12,5%.
8 8x12,5 100

- 7= % Verifique por quanto 68 foi multiplicado para se obter 100.

8¢
8

Para fazer isso, divida 100 por 68 : 100 + 68 = 1,47
Multiplique o numerador pelo mesmo numero.

7 - /X147 = 10,2 No televisor mais caro, o desconto foi de 10,29%.

68  68x1,47 100

Agora é com vocé: o modelo em que vocé estava pensando,
além de mais caro, terd um desconto relativamente menor. Vocé de-
cide se ainda assim vai compra-lo.

Pesquise

Faca um levantamento, na sua escola, do que tem sido efe-
tivamente mudado com referéncia ao ensino de fragdes: plano de
ensino, topicos efetivamente desenvolvidos em sala de aula, meto-
dologia, o espaco de manifestacdo e argumentacao concedido ao
aluno etc.

% Reflita

Q Como passar de uma posicao de professor tradicional de ma-
tematica, que tudo ensina numa forma pronta, para a de um profes-
sor atualizado, que da tempo para a producao infantil e considera
essa producdao como parte do processo de ensino e aprendizagem?
Este fasciculo contribuiu para isso? Como?

Discuta (com o seu monitor e com os tutores da drea)

A validade de procurar fazer uma introducdo as fracdes, sem
uso da simbologia.

A validade de procurar construir, nas séries iniciais, algorit-
mos operatérios para os numeros fraciondrios mais préximos dos
processos infantis.
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