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Secdo 2

Construcdo do conhecimento matematico em ag¢éo: modelos
matematicos, fungdes lineares e exponenciais, juros e valor esperado

Observe que a reta que representa a funcdo no gréfico toca o eixo horizontal em
86, que € 0 ano que De Moivre propds como 0 ano em que a populacdo considerada se
tornaria zero.

Se propuséssemos 110 como a idade maxima, a reta da funcdo tocaria o eixo
horizontal em 110 (vocé sabe explicar por qué?).

Observe também que a reta da fungéo esta tocando o eixo vertical em 100.000,
que € o numero de bebés da nossa populacéo, todos nascidos no dia O.

Se tivéssemos escolhido considerar uma populacdo de 200.000 bebés, a reta da
funcdo tocaria o eixo vertical em 200.000, j& que este seria 0 nUmero de sobreviventes
no dia O.

Generalizando, a reta da funcdo, nesse modelo, sempre iré tocar o eixo vertical no
ndmero de pessoas inicial da populacdo considerada, e o eixo horizontal na idade que
estipularmos como se ninguém sobrevivesse até ela. Se chamarmos o numero inicial da
populacdo de N, e a idade na qual a populacdo zera de i, teremos a situacao represen-
tada no gréfico 3.

L Y__J '

Gréfico 3

E claro que ndo temos uma idade maxima além da qual nenhum ser humano
sobreviveria. Entdo é importante lembrar que as fungdes sugeridas procuram aproximar a
mortalidade. N&o haveria jeito de saber a *“verdadeira” lei da mortalidade, mesmo
porque nem sabemos se existe uma “lei” que reja esse fendémeno.

No modelo de De Moivre foi assumido que a quantidade de pessoas que sobrevi-
vem pelo menos até a idade x decresce linearmente conforme x cresce, ou seja, que S(x)
é uma funcéo linear de x.
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Seguros de vida

As fungdes lineares apresentam uma taxa de variagdo constante.

oL variagdo na variavel dependente
Taxa de variagdo =

variagdo na variavel independente

Ou seja, tém taxa de crescimento constante, se forem crescentes, ou taxa de decres-
cimento constante, se forem decrescentes.

O que significa ter taxa de variagcdo constante?

Significa que variacdes iguais na variavel independente provocam variagdes iguais
na variavel dependente.

Vamos ver 0 que é isso numericamente (com tabelas) e graficamente.
Exemplol:

Consideremos a interdependéncia entre duas variaveis: quantidade de unidades vendi-
das de certa mercadoria e valor da venda.

Se 0 prec¢o unitério da mercadoria for R$4,00, a tabela 2 nos da alguns valores
para variavel independente (o niumero de unidades vendidas) e dependente (o va-
lor da venda).

Numero de unidades vendidas Valor da venda
e
4 16
s
8 32
S
15 60

Tabela 2

Vemos que cada vez que o numero de unidades vendidas aumenta em duas unida-
des, o valor da venda aumentara em 8 unidades. Da mesma forma, cada vez que
aumentarmos o numero de unidades vendidas em cinco unidades, o valor da venda
aumentard em 20 unidades.

Aumentos iguais no numero de unidades vendidas provocam aumentos iguais no
valor da venda. Logo, a taxa de variacdo é constante.

Unidade 8
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Construcdo do conhecimento matematico em ag¢éo: modelos
matematicos, fungdes lineares e exponenciais, juros e valor esperado

Graficamente, temos:

y
30
28
26
24
22
variagao ( 20
de 4 18
unidades | 1¢
14
12
10
variagao 8
de 4 6
unidades © 4
2
X
1 2 3 4 5 6 7
variagao de 1 unidade variagao de 1 unidade
Grafico 4

No gréafico 4 vemos que, ndo importa em que ponto do grafico dermos uma varia-
cdo de 1 unidade na variavel independente (preco unitario), a variacdo correspondente
na variavel dependente (valor da venda) sera 4. Por isso, podemos dizer que a taxa de

variagdo no valor da venda

variagdo, que é é constante.

variagdo no namero de unidades vendidas
L8 - .
Nesse exemplo, a taxa de variacéo é: 5 (significa que uma variagao de 2 unida-

des no numero de unidades vendidas acarreta uma variacdo de 8 reais no ganho) ou

20 . . - . , . .
—~ (significa que uma variagdo de 5 unidades no numero de unidades vendidas acar-

- : 4 s
reta uma variacdo de 20 reais no ganho) ou Kl (significa que uma variagdo de 1

unidade no namero de unidades vendidas acarreta uma variacdo de 4 reais no ganho),
que é igual a 4 reais/unidade.

Exemplo 2:
Digamos que vamos aplicar R$100,00 a taxa de 7% ao més.

Consideremos a interdependéncia entre duas variaveis, numero de meses e valor
dos juros, conforme a tabela 3.
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Seguros de vida

NUmero de meses Valor dos juros

Tabela 3

Se observarmos uma variacédo de 5 meses a partir do quinto més, a variagao corres-
pondente no valor dos juros sera: 96,72 — 40,26 = 56,46

Agora vamos observar uma variagdo de 5 meses, mas a partir do vigésimo més. A
variacdo correspondente no valor dos juros sera: 442,74 — 286,97 = 155,77

Nos dois casos, consideramos uma variagao de 5 meses. Mas a variagao correspon-
dente no valor dos juros ndo foi a mesma.

Por isso, a taxa de variacdo ndo é constante, e a funcdo néo é linear.

Vejamos isso graficamente:

Y

80

48 /

16

84
52 ’/
variagao 20
correspondente 88
no valos dos juros 56 /

24
92 //
60
28
variagao 26
P
correspondente 64 [~
no valos dos juros | 32 X

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32

variagao de 10 meses variagdo de 10 meses

Gréfico 5

No gréfico 5, consideramos uma variagdo de 10 meses em dois lugares diferentes
do gréafico: do més 2 ao més 12, e depois do més 14 ao més 24. Veja a diferenca na
variagdo correspondente que foi obtida no valor dos juros nos dois casos!

Unidade 8
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Construcédo do conhecimento matematico em acéo: modelos
matematicos, fungdes lineares e exponenciais, juros e valor esperado

Se féssemos calcular a taxa de variagdo nesse caso, veriamos que o resultado
dependeria do lugar do grafico que féssemos considerar: se colocassemos 10 no deno-
minador, qual numero caberia consequientemente no numerador? Dependeria do perio-
do considerado!

A taxa de variagcdo néo seria constante; portanto, a funcdo nao seria linear.

No caso do modelo de De Moivre, S(x) € uma funcdo linear e decrescente. Isso
significa que, para variagdes iguais de x, teremos variagdes iguais de S(x).

ﬁ Atividade 3

Considere que no modelo de De Moivre comegcamos com uma populacdo de
N = 100.000 recém-nascidos.

Quando x € 0, S(x) é igual a
Quando x € 86, S(x) € igual a
De 0 a 86, x variou 86 unidades.

Quando x variou de 0 a 86, S(x) variou de a ; portanto, ________ unidades.

A taxa de variacdo nessa funcgédo é de

(A taxa de variacgdo ¢ variagdo de S(x)

_ variagdo de x _
A interdependéncia entre as variaveis em uma funcao linear pode ser expressa pela

formula: y=ax+b, em que x € a variavel independente e y, a variavel dependente, e a é a

N variagao da variavel dependente
taxa de variagao (

variagdo da varidvel independente

ﬁ Atividade 4

Agora que vocé ja achou a taxa de variagdo do modelo de De Moivre na atividade
3, escreva a férmula que da S(x) em termos de x para esse modelo.

TP2 - Matematica nos Esportes e nos Seguros - Parte |



Seguros de vida

Unidade 8

@ Atividade 5

Um banco cobra a tarifa de R$3,00 para a manutencéo de contas correntes e mais
R$0,50 por taldo de cheque utilizado. Se chamarmos de x o nimero de tal6es utilizados
e R o total pago pelo correntista,

a) R seria uma funcéo linear de x?

b) Qual seria a taxa de variagdo dessa funcao?

c) Dé a expressdo de R em fungéo de x.

@ Atividade 6

Um livro raro tem valor atual de US$200,00. Esse valor duplicard a cada 20 anos. O
valor do livro cresce linearmente em fungéo do tempo? Para ajudar, complete a tabela 4:

Ano Valor (em US$)

2022

2062

Tabela 4
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Construcdo do conhecimento matematico em ag¢éo: modelos
matematicos, fungdes lineares e exponenciais, juros e valor esperado

Cada vez que a variavel “tempo” cresce em 20 anos, a variavel “valor do livro”
cresce quantidades iguais?

@ Atividade 7

Se, nas funcdes lineares, varia¢des iguais na variavel independente acarretam vari-
acOes iguais na variavel dependente, como ficaria o grafico de uma funcéo linear?

Experimente, no plano cartesiano da figura 2, colocar pontos da seguinte forma:
comegando na origem, a cada vez que vocé aumentar a 12 coordenada (coordenada
horizontal, ou distancia do ponto ao eixo vertical) do ponto em 1 unidade, aumente a 22
coordenada (coordenada vertical, ou “altura” do ponto com relagdo ao eixo horizontal)
em duas unidades. Agora coloque pontos entre esses pontos: a cada aumento de meia
unidade na 12 coordenada, aumente a 22 coordenada em 1 unidade; a cada aumento de
1/4 na 12, coordenada, aumente a 22 coordenada em 0,5 unidade.

Vocé vera, como talvez ja esperasse, que o grafico de uma funcao linear é uma reta.

Ay

=V

Figura 2

TP2 - Matematica nos Esportes e nos Seguros - Parte |



Seguros de vida

ﬁ Atividade 8

Os gréaficos abaixo mostram a variacdo da producdo de algumas empresas em

funcdo do tempo.

a) Em qual dos graficos a producdo cresce mais rapido (supondo-se a escala dos eixos a

mesma em todos os gréaficos)?

|) producao ")
tempo
|||) producao
‘//mmpo

produgao

tempo

b) Em qual dos graficos abaixo a producédo decresce mais rapido (supondo-se a escala

dos eixos a mesma em todos os gréaficos)?

|) producao i |)

tempo

N

produgao

tempo

N

c¢) Que critério vocé usou para responder as questdes acima?

Unidade 8
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Construcédo do conhecimento matematico em acéo: modelos
matematicos, fungdes lineares e exponenciais, juros e valor esperado

Vemos que a inclinagdo de uma reta em um grafico é importante. Intuitivamente
vocé ja deve ter visto que ela mostra qudo rapido uma varidvel cresce ou decresce em
funcdo de outra. Mas isso € justamente a taxa de variacdo — a velocidade de crescimento
ou decrescimento da variavel dependente conforme a varidvel independente cresce.

Entdo, na férmula da funcéo linear y= ax+b, o parametro “a” nos da, em termos
gréficos, a inclinacéo da reta. E o parametro “b”?

Como vocé pode confirmar, o parametro “b”, também chamado de coeficiente
linear, € o valor de y quando x € igual a zero. Entdo, em termos graficos temos que a reta
do gréfico intercepta o eixo vertical no ponto (0,b).

Relembrando, o que significa dizer que, no caso do modelo de De Moivre, a taxa

100000 pessoas
86 ano
Ou seja, nesse caso, conforme a varidvel “tempo” cresce, a variavel “nimero de pesso-
as” decresce. A funcdo, entdo, é decrescente. Sua taxa de variacdo € negativa, e seu

gréafico seria da seguinte forma:

de variagédo € de - ? Significa que, a 86 anos morrem 100.000 pessoas.

o

n° de pessoas
100.000
90.000

80.000
70.000
60.000

50.000

40.000

30.000

20.000

10.000
tempo (anos)

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Gréfico 6

Logo, taxa de variagdo negativa — funcéo esta decrescendo.

Ja se a taxa de variacdo fosse positiva, digamos 200 pessoas/ano, 0 numero de
pessoas estaria aumentando em 200 unidades a cada ano. A funcéo estaria crescendo, e
o grafico seria uma reta com inclinagdo positiva:

no. de pessoas

900
800

7001 /
600 /

500

400 /
300 /
200

10

tempp (anos)
2 4 6 8 10

Gréfico 7
Logo, taxa de variagdo positiva —p funcéo estd crescendo.

7
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Articulando
conhecimentos

Funcdes crescentes e funcdes decrescentes

Seguros de vida

Em uma funcéo crescente, conforme a varidvel independente cresce, a variavel depen-
dente também cresce (gréafico 8):

80

48
16

84
52

20

4 88

56
24

92
60

28
96

~

64

32

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 327%

>

Gréfico 8

Em uma funcdo decrescente, conforme a variavel independente cresce, a variavel
dependente decresce (gréafico 9):

80

72

64

56

48
40

AV
24

16

8

Y

™~

Gréfico 9
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Construcédo do conhecimento matematico em acéo: modelos
matematicos, fungdes lineares e exponenciais, juros e valor esperado

ﬁ Atividade 9

Cada equacéao abaixo exprime uma funcéo linear. Identifique, em cada uma, a taxa
de variacdo e diga se ela é crescente ou decrescente.

®y=%x
b)y =0,5x + 2
c)y=-3-25x
dy=5,3+6x
e)y=§
f)y =-10x - 65

ﬁ Atividade 10

Esboce gréficos para as funcdes lineares a seguir, prestando atencdo apenas a dois fatores:

i) se a funcdo é crescente ou decrescente (taxa de variacdo positiva e negativa, respecti-
vamente);

ii) se a reta do gréfico cortara o eixo vertical acima ou abaixo do eixo horizontal, ou na
origem (coeficiente linear positivo, negativo ou zero, respectivamente).

TP2 - Matematica nos Esportes e nos Seguros - Parte |



b)y=-3-8x

c)y =5,3 + 6x

d)y =10x - 65

e)y=-6,2+3,1x

Seguros de vida

Unidade 8
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Construcdo do conhecimento matematico em ag¢éo: modelos
matematicos, fungdes lineares e exponenciais, juros e valor esperado

@ Atividade 11

Relacione os gréficos da figura 3 com as equacfes abaixo:
ay=-3x

b)y =0,5 + 6x

c)y =18,3-0,1x

dy=0,2x - 15,2

e)y =x/5

fly =-6,2 - 3,1x

. y Y
) i)
e
X
ii) y iv) J
X
V) Y vi) Y
X
EESsEE===c
EEEEsEE==c

Figura 3
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Seguros de vida

O valor do dinheiro ao longo do tempo

Na secdo “Integrando a matematica ao mundo real: A expectativa de vida e a determina-
¢cdo de precos de seguros” mencionamos que, se um contratante de seguro demora
muitos anos para falecer, durante esse tempo o prémio pago por ele a seguradora rende
juros e a seguradora tem ganho.

O principio basico da matematica financeira € que o dinheiro tem seu valor no
tempo: uma certa quantia de dinheiro na médo hoje vale mais que a mesma quantia de
dinheiro no futuro.

Principio bésico da matemaética financeira: uma quantia de dinheiro disponivel
hoje vale mais que a mesma quantia a ser disponivel s6 no futuro.

Para saber quanto valerd no futuro uma quantia de dinheiro que vocé tem hoje, é
necessario que vocé saiba capitalizar, isto €, aplicar uma taxa de juros a um valor
presente por um certo periodo de tempo.

Da mesma forma, para saber a quanto seria equivalente, hoje, uma quantia que vocé
s0 vai receber no futuro, € necessario que vocé saiba descapitalizar, ou seja, trazer quanti-
as de dinheiro que vocé recebera ou pagard no futuro para o equivalente no presente.

Taxa de juros: € o indice que determina o rendimento de um capital num determina-
do periodo de tempo.

Pode ser apresentada de duas formas: percentual ou unitéria.
Exemplos de taxas percentuais: 12% ao més, 20 % ao semestre, 34% ao ano.
Agora as mesmas taxas, na forma unitaria: 0,12 ao més; 0,2 ao semestre; 0,34 ao

: oy . 12
ano. Ou seja, a forma unitéaria ja traz a divisdo por cem: 12% = 00 012,

Valor presente ou Capital inicial: E o valor do capital hoje, no presente.

Valor futuro ou Montante: E o capital inicial acrescido dos rendimentos obtidos
durante o periodo de incidéncia de juros.

Valor futuro = valor presente + rendimentos

Rendimentos: S0 a remuneracdo que se d& a um capital pelo tempo em que ele fica
aplicado. S&o os famosos juros.

Juros Simples

Quando o dinheiro é aplicado a juros simples, os juros incidem somente sobre a quanti-
dade inicial de dinheiro (capital inicial). Por exemplo, se temos 100 reais aplicados a taxa
de juros de 3% ao més, os 3% incidirdo, a cada més, apenas sobre os 100 reais iniciais.
E esses 100 reais “crescerdo” da seguinte forma (tabela 5):

Unidade 8
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Construcdo do conhecimento matematico em ag¢éo: modelos
matematicos, fungdes lineares e exponenciais, juros e valor esperado

Tempo (em meses) Valor (em reais)

1 100 + (3% de 100) = 103

3 106 + (3% de 100) = 109

Tabela 5

Na tabela 5 vemos que, sempre que o tempo aumenta em 1 més, o valor aumenta
em 3 reais.

Se calcularmos a taxa de variacdo, veremos que ela é constante:

variagao no valor

3 C
— = — =3 reais/més
variagao no tempo 1

O crescimento do valor do dinheiro no sistema de juros simples € linear!

Articulando conhecimentos:
juros simples e funcdes lineares

No sistema de juros simples, o valor em dinheiro cresce linearmente.

A taxa de variacdo de uma quantia no sistema de juros simples € a taxa de juros
aplicada ao capital inicial.

Por exemplo:

Um capital inicial de R$200,00, aplicado no sistema de juros simples com uma
taxa de 3% ao més, valerd, daqui a x meses: y=200+6x

Vocé pode verificar que, na férmula acima,
a) A taxa de variacdo € a taxa de juros (3%) aplicada ao capital inicial (R$200,00):

S X 200 =6
100

b) O coeficiente linear é o valor do capital inicial (R$200,00):

@ Atividade 12

Se cobrarmos juros simples de 2% ao més sobre R$250,00, quanto teremos
ap6s 5 meses?

TP2 - Matematica nos Esportes e nos Seguros - Parte |
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Crescimento exponencial

Considere os dados populacionais mostrados na tabela 6. Para observar como a popu-
lacdo estd crescendo, compute a variacdo da populagdo na terceira coluna.

Ano Populacéo Variacdo da populacdo (milhdes)

L0 s3400000 -
1991 56.604.000

oowe2 eo020
1993 63.600.250

S eraezo
1995 71.461.250

Tabela 6

Se a populacédo estivesse crescendo linearmente em fungdo do tempo, 0s numeros
da terceira coluna seriam iguais. No entanto, as populagcbes costumam crescer mais
depressa a medida que ficam maiores, pois ha mais individuos para se reproduzirem.

Se dividirmos a populacdo de cada ano pela populacdo do ano anterior vamos
notar que o fator de crescimento da populagdo se mantém praticamente constante.
Utilizando duas casas decimais, teremos (tabela 7):

Ano Populacéo Variacdo da populacdo (milhdes)

s s8400000 -
1991 56.604.000 1,06

o w2 020 106
1993 63.600.250 1,06

o wew eraez0 106
1995 71.461.250 1,06

Tabela 7

Sempre que se tem fator de crescimento constante, tem-se crescimento exponencial.

O fator de crescimento € o numero pelo qual temos que multiplicar o valor de
uma variavel dependente para obtermos a variagdo correspondente ao acréscimo de
uma unidade na variavel independente.

Por exemplo, na tabela 7, cada vez que a varidvel “Ano” aumenta 1 unidade, a
variavel “Populacdo” € multiplicada por 1,06 (cresce pelo fator 1,06).

No crescimento exponencial, o fator de crescimento é constante.

Unidade 8
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Juros compostos

Quando o dinheiro é aplicado a juros compostos, 0s juros obtidos a cada novo periodo
sdo incorporados ao capital, formando um novo montante que passara a participar da
geracdo de juros no periodo seguinte (conforme vimos na Unidade 4 do TP 1). Dessa
forma, os juros incidem ndo apenas sobre o capital inicial, mas também sobre os juros
que vao sendo acumulados. Por exemplo, se temos 100 reais aplicados a taxa de juros
de 3% ao més, esses 100 reais crescem da seguinte forma (tabela 8):

Tempo (em meses) Valor (em reais)

1 100 + (3% de 100) = 103

3 106,09 + (3% de 106,09) = 109,27
Tabela 8

Se dividirmos o valor de um més pelo valor do més anterior, vemos que o fator de
crescimento é de 1,03 (tabela 9):

Tempo (em meses) Valor (em reais)
1 100 (1,03)*
3 100 (1,03)

Tabela 9

Esse numero (1 + taxa) pelo qual devemos multiplicar um valor para obter o valor
do periodo seguinte é chamado fator de capitalizacéo.

Articulando conhecimentos:
Juros compostos e fungdes exponenciais

No sistema de juros compostos, o valor em dinheiro cresce exponencialmente. O
fator de crescimento da funcdo exponencial € o equivalente, no contexto dos juros
compostos, ao fator de capitalizacéo.

A operacdo de multiplicar uma quantia de dinheiro pelo fator de capitalizacéo
sucessivas vezes para saber seu valor em periodos futuros se chama capitalizar.

Do mesmo modo, para saber a quanto equivale hoje uma quantia de dinheiro
futura, devemos fazer a operagdo inversa, isto é, dividir pelo fator de capitalizacdo
sucessivas vezes. Essa operacdo se chama descapitalizar.

Na atividade 2 da situagao-problema desta unidade vocé teve que descapitalizar o
valor de R$1.997.000,00 por um periodo (um ano), considerando uma taxa de 10% ao
ano. O resultado foi:

TP2 - Matematica nos Esportes e nos Seguros - Parte |
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x- R$1-[997-10C(30j00 ~R$1.815.454,55

T+—
100

Unidade 8

Agora vamos ver como fariamos para descapitalizar por periodos maiores.

A que valor equivaleria hoje uma quantia de R$1.000,00 a ser recebida daqui a 4
meses, considerando a taxa de juros de 3% ao més?

Em outras palavras, que quantia de dinheiro x, ao render 3% ao més no sistema de
juros compostos por 4 meses, resultaria em R$1.000,00?

4
— X1+ =R$1.000,00
100

‘e R$1.000,00
4
3
T+——
7]

Veja que isso equivale a dividir R$1.000,00 pelo fator de capitalizacdo quatro
vezes, cada uma correspondendo a um periodo de um meés.

Y

- R$888,49

ﬁ Atividade 13

a) Se cobrarmos juros de 2% ao més sobre R$250,00 no sistema de juros compostos,
quanto teremos apos 5 meses?

b) Qual a diferenca entre esse valor e 0 que vocé encontrou na atividade 12, em que a

mesma taxa de juros foi aplicada ao mesmo capital pelos mesmos 5 meses, mas no
sistema de juros simples?

¢) Qual seria essa diferenca entre os dois sistemas, se 0 periodo de tempo de aplicacdo
for de 10 meses?



Secéo 2

Construcédo do conhecimento matematico em acéo: modelos
matematicos, fungdes lineares e exponenciais, juros e valor esperado

O grafico 10 mostra como o valor de R$250,00 aumenta, nos dois sistemas. A
linha verde mostra o sistema de juros compostos, e a linha azul mostra o sistema de juros
simples. Observe que, apesar de no inicio a diferenca ser pequena, esta cresce rapida-
mente conforme o tempo passa.
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900

800
700
600
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400
300
]

200

100
tempo (meses)
>

10 20 30 40 50
Gréfico 10

ﬁ Atividade 14

Estamos no més de julho e esperamos receber R$500,00 de 13° salario no més de
novembro. Considerando que a taxa de juros atual € de 3,3% ao més, a quanto essa
quantia equivaleria hoje?
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Valor esperado

Digamos que vocé va fazer o seguinte jogo de “cara ou coroa”:
= Vocé paga 1 real para jogar.

= O jogo é feito com duas moedas.

= Se as duas cairem em “cara”, vocé recebe 50 centavos (entdo sai perdendo 50 centa-
VOS, pois pagou 1 real para jogar).

= Se sair “uma cara e uma coroa”, vocé recebe 1 real (entdo ndo sai ganhando nem
perdendo).

= Se sairem “duas coroas”, vocé recebe 2 reais (sai ganhando 1 real).

O valor esperado é o valor que vocé espera ganhar, em média, ap6s um numero
bem grande de jogadas.

N&o é o valor que vocé espera ganhar em 1 jogada. Mais uma vez estamos usando
a idéia de um grande numero de repeticdes!

Vamos supor que vocé faca esse jogo 1.000 vezes. Vamos ver quanto vocé pode
esperar ganhar no total para estes 1.000 jogos, e depois computar a média ganha ou
perdida por jogo.

Vimos na Unidade 7 deste caderno que as probabilidades, quando jogamos duas
moedas, sao as seguintes:

= Probabilidade de obter “duas caras”: 1/4.
= Probabilidade de obter “uma cara e uma coroa”: 1/2.
= Probabilidade de obter “duas coroas”: 1/4.

O que significa isto?

Que esperamos obter “duas caras” 1/4 das vezes em que jogamos, “duas coroas”
em 1/4 das vezes, e “uma cara e uma coroa” em metade das jogadas.

Agora, vamos ao calculo do valor esperado.
1) Qual vai ser o custo de jogar 1.000 vezes? 1 mil reais, pois cada jogada custa 1 real.
2) Qual vai ser o ganho com as jogadas nas quais sai “duas caras”?

Esperamos obter “duas caras” em 1/4 das jogadas, isto €, em 250 jogadas. Em cada
uma, ganhariamos 50 centavos. Entdo, no total ganhariamos 125 reais.

3) Qual vai ser o ganho com as jogadas nas quais sai “1 cara e 1 coroa™?

Esperamos obter “uma cara e uma coroa” em 1/2 das jogadas, isto €, em 500
jogadas. Em cada uma, ganhariamos 1 real. Entdo, no total ganhariamos 500 reais.

4) Qual vai ser o ganho com as jogadas nas quais sai “duas coroas”?

Esperamos obter “duas coroas” em 1/4 das jogadas, isto €, em 250 jogadas. Em
cada uma, ganhariamos 2 reais. Entdo, no total ganhariamos 500 reais.

Unidade 8
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Construcédo do conhecimento matematico em acéo: modelos
matematicos, fungdes lineares e exponenciais, juros e valor esperado

No total:

Vocé pagou 1.000 reais para fazer o jogo 1.000 vezes, e recebeu 125, mais 500
mais 500 reais, isto &, 1.125 reais. Entdo o ganho total foi de 125 reais (tirando os 1.000
gue VOCé pagou para jogar).

. . . 125
O valor esperado é a média que vocé poderia esperar por jogo, ou seja, 7000 que
é igual a 0,125; ou 12,5 centavos por jogada.

Para saber mais — Generalizacdo do célculo de valor esperado

Vamos generalizar o raciocinio seguido no exemplo acima, para encontrar uma
formula para o valor esperado.

No exemplo acima, fizemos uma lista de todos os valores que vocé poderia
ganhar em uma jogada: v, v,, v,,..., v.. Depois fizemos uma lista da fracdo das vezes
que esperamos que o jogo produza os valores v, v,, v ..., v_. Vamos chama-los
agora de p,, p, P, ..., P, respect_lvamente (Por exemplo, p, foi 1/4 porque esperava-
mos obter o valor v, em 1/4 das jogadas).

Entdo calculamos o valor que vocé esperaria ganhar em x jogadas, da seguinte
forma:

VIPIXTVoPy XT... TV PpX

Para saber a média ganha por jogada (valor esperado), dividimos tudo pelo nume-
ro de jogadas, x:

ViP1xtVopox t..tv,p,x
X

No exemplo que fizemos, utilizamos x = 1.000, pois supusemos 1.000 jogadas.
Mas, pela férmula acima, vocé pode ver que podemos dividir o numerador e o
denominador da fragdo por x (ou seja, “cancelar” o x), ficando com:

valor esperado = v(p; tv,py +...+V, P,

E ai vemos que o valor esperado ndo depende de x, o numero de jogadas. Ele
serd sempre:

n
2Vibi SViPL TVapy TtV Py
i=1

em que cada v, € um valor que se espera ganhar ou perder, e p, € a probabilidade de
ganhar ou perder aquele valor.

ﬁ Atividade 15

Uma instituicdo vende bilhetes de rifas por R$5,00 cada um. H& 10 prémios no
valor de R$25,00 e um prémio maior no valor de R$100,00. Se forem vendidos 200
bilhetes e vocé comprar um deles, qual a sua expectativa em relagdo ao sorteio?

TP2 - Matematica nos Esportes e nos Seguros - Parte |



Seguros de vida

Para facilitar seus calculos, utilize a tabela 10.

Valores que vocé Probabilidade de ganho Produto:
pode ganhar valor x probabilidade
25 10/200

Valor esperado (soma):

Tabela 10

Subtraindo esse valor dos 5 reais que vocé tem que pagar pela rifa, na verdade sua
expectativa é de perdal

% Resumindo

< Em uma situacdo de incerteza, o valor esperado € o valor que ganhariamos ou
perderiamos, em média, se repetissemos aquela situacdo um grande numero de ve-
zes. E dado pelo somatério do produto dos valores que se pode ganhar ou perder por
suas probabilidades de ocorréncia respectivas.

= Em funcdes lineares, varia¢des iguais na variavel independente provocam variacoes
iguais na variavel dependente.

= Os graficos de funcges lineares sao retas.

= A equacdo das funcdes lineares sdo da forma y=ax+b, em que x € a varidvel
independente, y é a variavel dependente, a € a taxa de variagdo e b é o valor de y
quando x=0. Em termos gréficos, a é a inclinacdo da reta do gréafico e b é o local
onde a reta do gréfico corta o eixo vertical.

= No crescimento exponencial, o fator de crescimento € constante.

= No sistema de juros simples, o valor do dinheiro cresce linearmente. No sistema de
juros compostos, o valor do dinheiro cresce exponencialmente.

Unidade 8



Secao 3
Transposicao didatica

Objetivo
da secéo

Ao final desta secdo esperamos que VOCé possa:

= Formular atividades nas quais seus alunos reconhecam a interdependéncia linear entre
duas variaveis em situac@es significativas para eles;

= Proporcionar experiéncias concretas a seus alunos para que eles fortalecam suas intui-
cOes sobre probabilidade e valor esperado.

Para trabalhar com a situacdo-problema desta unidade, vocé precisou de varios con-
ceitos matematicos: probabilidade, valor esperado, juros compostos, funcdes lineares.

Na secdo 2 examinamos mais detalhadamente esses conceitos. E preciso que vocé
esteja bem por dentro deles.

Mas, e na sala de aula, como vocé pode trabalhar esses conceitos?

Crescimento linear

O crescimento linear € um tipo de interdependéncia entre varidveis que acontece em
varias situacdes da vida real. E importante vocé levar seus alunos a observar esse tipo de
relacdo entre varidveis, conceitualmente e graficamente.

Vocé pode pedir a seus alunos que usem varidveis para expressar a relacdo com
uma férmula. Eles conseguem fazer isso examinando as caracteristicas da situagao real
em que a funcéo ocorre. Sem precisar saber o que € “taxa de variagdo”, “tangente”, ou
outras formalidades. Esses conceitos sdo apropriados para que vocé, professor, saiba

mais a fundo as caracteristicas da funcéo linear.

Para seus alunos, procure situagdes em que haja crescimento linear e que fagam
parte do dia-a-dia deles.

Peca para eles construirem tabelas com alguns valores da varidvel em questéo;
peca também para eles construirem graficos com esses valores.

Para chamar a atencdo dos alunos para as caracteristicas do grafico da funcéo
linear que exploramos na se¢@o 2, mude a equacéo, ou a situagcao-problema, em apenas
um dos parametros. Por exemplo, se a equacéo for y = ax+b, mude apenas o “a” ou
apenas 0 “b”, peca para eles construirem gréaficos e ver o que acontece. E importante
que os alunos descubram esses padrdes por si préprios. 1sso vai ter muito mais significa-
do e sera muito mais gratificante para eles do que se vocé simplesmente der-lhes os fatos
e pedir-lhes para aprenderem ou memorizarem.

As atividades a seguir séo um exemplo de como vocé pode trabalhar funcdes
lineares com seus alunos.
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ﬁ Atividade 16

1. Uma turma da 62 série foi para a biblioteca e cada aluno pegou 3 livros. Encontre uma
equacao que relacione o numero de alunos (x) com o numero de livros (y):

2. Um parque de diversdes cobra 5 reais na entrada mais 1 real por brinquedo que vocé

usar. Encontre uma equacéo que relacione o numero de brinquedos que vocé usar (x)
com o gasto que voce tera (y):

3. Vocé brincou com seu colega menor de medir o tamanho de suas passadas. Vocés
viram que cada passada sua equivale a trés passadas dele. Encontre uma equacédo que

relacione o numero de passadas de seu colega (x) com o ndmero correspondente de
passadas suas (y):

Unidade 8
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@ Atividade 17

Sua escola e uma igreja de sua cidade resolveram fazer suas festas juninas logo na
mesma noite! Para decidir em qual delas vocé e seus colegas vao, vocés resolveram
analisar o preco da entrada e das barraquinhas de pescaria, porque vocés pretendem
pescar varias vezes.

O preco da entrada da festa da igreja € 3 reais, e 0 da pescaria é 1 real.

JA 0 preco da entrada da festa da escola é 1 real, e o da pescaria € 1 real e 50
centavos.

1. Quanto vocé vai gastar na festa da igreja se vocé for a pescaria 3 vezes? E na festa
da escola?

2. E se vocé for a pescaria cinco vezes, quanto vocé gastaria em cada festa?

3. Preencha as tabelas 11 e 12:

Ne° de idas a pescaria 0

Tabela 11

Ne° de idas a pescaria 0

Tabela 12
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4. Encontre duas equagfes: uma que relacione o gasto de cada crianga com 0 numero

de vezes que ela usou a barraca da pescaria na festa da igreja, e outra que faga a mesma
coisa para a festa da escola.

5. Cologue em um plano cartesiano os dados de suas tabelas. No eixo horizontal,
coloque o numero de vezes que vocé podera pescar, e no eixo vertical, o gasto corres-
pondente. Faca um grafico para a festa da igreja e outro para a festa da escola.

Unidade 8
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6. Faca novos graficos da festa da igreja supondo que o preco da entrada passe de 3
reais para:

a) 2 reais

b) 1 real

c) 5 reais
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Faca todos os graficos em um mesmo sistema de coordenadas! O que vocé observou?
Qual foi a diferenca entre os gréaficos?

7. Faca novos graficos da festa da igreja supondo que o preco da pescaria passe de 1
real para:

a) 2 reais

b) 3 reais

c) 5 reais

Unidade 8
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Faca todos os graficos em um mesmo sistema de coordenadas! O que vocé obser-
vou? Qual foi a diferenca entre os gréaficos?

8. Até quantas idas a pescaria compensa ir a festa da escola, e a partir de quantas idas a
pescaria compensa ir a festa da igreja?

Professor,

Esta pergunta 8 pode ser respondida por meio de um sistema de equagdes, mas 0S
alunos que ainda ndo tém esse conhecimento podem buscar suas proprias estratégias
para responder a essa pergunta. Um meio de ajuda-los é pedir que eles coloquem o0s
dois graficos, o da festa da igreja e o da festa da escola, e ver com quantas idas a
pescaria gastariamos o mesmo nas duas festas (ponto onde os dois gréaficos se inter-
ceptam). Outro modo que eles podem encontrar de responder a essa pergunta €
simplesmente experimentando com diferentes niumeros de idas & pescaria e vendo
qual foi o gasto correspondente.

Crescimento exponencial

Para que os alunos apreciem melhor o crescimento linear, € importante que eles contras-
tem esse tipo de interdependéncia entre variaveis com outros que ndo sao lineares. O
crescimento exponencial € um exemplo. Juros simples e compostos proporcionam um
contexto no qual vocé pode explorar crescimento linear (juros simples) e crescimento
exponencial (juros compostos).
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Valor esperado

O que seus alunos podem aprender sobre valor esperado?

Que o valor esperado é o valor que se obtém, em média, ap6s um grande nimero
de repeticOes de uma situacao.

N&o é adequado, de 52 a 82 séries, preocupar-se com a féormula para o valor
esperado.

Mas para aprender que o valor esperado € o valor que se obtém, em média, apos
um grande numero de repeticdes de uma situacdo, problemas que usam o conceito de
valor esperado podem ser feitos com seus alunos experimentalmente.

Assim como na Unidade 7 deste Caderno usamos modelos de situagbes concretas
para calcular probabilidades experimentais, que aproximam as probabilidades teoricas,
podemos calcular o valor esperado experimentalmente usando um grande namero de
repeticdes de um experimento. Esse valor ird aproximar o valor esperado teorico, que é
calculado como fizemos na segéo 2.

A atividade 18 é um exemplo de atividade que pode ser feita com seus alunos
experimentalmente.

O célculo do valor tedrico nesta atividade esta acima do nivel de 52 a 82 séries. Mas
a atividade é boa para os alunos aprenderem que, em problemas que envolvem probabi-
lidades, e, em particular, em problemas que procuram descobrir qual € o valor esperado,
eles podem obter resultados experimentalmente, se encontrarem um modo de “imitar” a
situac@o-problema por meio de um modelo.

E a atividade feita experimentalmente serve também para eles aprenderem que o
valor esperado é o valor que se pode esperar ap6s um grande nimero de repeticdes.

ﬁ Atividade 18

Suponha que um chocolate venha com figurinhas dentro. H& 6 tipos de figurinhas,
e queremos colecionar todas elas. Quantos chocolates vocé acha que teremos que com-
prar, para que saiam todos os tipos de figurinhas? Vocé ndo pode ir a loja e comprar um
monte de chocolates de uma vez s6. E muito caro!

Vamos usar um dado, papel e lapis, para imitar essa situagdo. Assim, nao teremos
gue gastar todo nosso dinheiro comprando chocolates.

Sao 6 figurinhas diferentes. Entdo podemos fingir que cada nimero do dado € uma
figurinha (0 dado tem 6 numeros, ndo tem?). Vamos jogar o dado varias vezes e ver
guantas jogadas sdo necessarias para conseguir todos 0s ndmeros.

E claro que, como isso depende de sorte, o resultado vai variar. Entdo vamos
repetir a jogada muitas vezes — 20 vezes — e ver qual foi a média dos resultados.

Vamos dar um exemplo do que vamos fazer. Vamos rolar o dado e ir anotando,
com marquinhas em uma lista, os resultados. Por exemplo, se rolarmos o dado uma vez
e conseguirmos o numero 4, fazemos uma marquinha em uma tabela como a tabela 13.

Unidade 8
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Vamos repetindo o processo até que todos os numeros tenham sido obtidos. Ai
somamos o total de marquinhas para ver quantas jogadas foram necessarias.

Tabela 13

Secéo 3

Quando tiver repetido o processo 20 vezes, ache a média dos valores e coloque-a
na ultima linha da tabela. O ndmero de chocolates que uma pessoa tem que comprar,
em média, para conseguir as 6 figurinhas é obtido somando-se todos os valores e dividin-
do-se pelo numero de repeticbes — nesse caso, vinte.

@ Resumindo

Nesta secdo vocé viu que € importante que os alunos facam experimentacées
para construir os conceitos estudados nesta unidade. Experimentando diferentes valo-
res para a entrada na festa e para o preco da pescaria e observando o efeito que isso
tem no gréafico da funcéo, eles constréem em acdo o papel dos parametros de uma
funcéo linear.
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Vocé viu também um exemplo de simulacdo: um problema envolvendo figuri-
nhas e a compra de chocolates foi simulado por langcamentos de um dado. Com a
simulacdo podemos resolver uma série de problemas experimentalmente, sem preci-
sar realizar um experimento de dificil execu¢do, mas substituindo-o por outro experi-
mento facil de realizar em sala de aula.

Glossario de termos relacionados a seguros

Apdlice: Documento-chave, cuja emissdo € o ultimo passo do estabelecimento do segu-
ro. A emissao da apolice significa que a seguradora aceitou a cobertura de risco proposta
pelo segurado.

Indenizacdo: Valor pago pela seguradora ao segurado ou beneficiario — em dinheiro,
restituicdo em espécie ou reembolso de despesas — quando o risco coberto pela apoli-
ce é efetivado.

Prémio: E a remuneracio paga pelo segurado para que o segurador assuma a responsa-
bilidade dos seus riscos. E a fonte de receitas necessaria a cobertura dos riscos da carteira
de seguros da companhia. O valor do prémio é calculado matematicamente, de acordo
com a probabilidade de ocorréncia de determinado sinistro, e pode ser pago a vista ou
em parcelas. Além do prémio, o segurado ainda pode ter outros gastos, como o paga-
mento de impostos e o custo da emissao da apoélice.

Previdéncia Privada: Sistema composto por empresas do setor privado que tem como
objetivo oferecer planos de seguro assemelhados aos da Previdéncia Social.

Seguridade Social: Sistema nacional de politicas publicas de protegdo contra a explora-
¢do, a doenca, o abandono e a impossibilidade do trabalho. E composta pela Previdén-
cia Social, a Saude e a Assisténcia Social.

Seguro: Contrato em que o segurador se obriga a pagar ao segurado, mediante o recebi-
mento de um prémio, a indenizagdo de um prejuizo. Existem seguros com cobertura de
acidentes pessoais, de viagem, de veiculos, residenciais e outros.

Sinistro: Evento que concretiza o0 risco previsto no contrato de seguro e que gera a
indenizacéo.

Unidade 8



Leituras sugeridas

TINOCO, L.A.A. (coord.) Construindo o conceito de fungao no 1. grau. Rio de Janeiro:
UFRJ/Instituto de Matematica/Projeto Fundéo,1998.

Este livro € uma producdo da equipe do Projeto Fundao. S&o apresentadas ativida-
des com gréficos e articulagdes com geometria. H& comentarios sobre a aplicacao
dessas atividades em sala de aula.

Na apresentacdo, sdo comentadas idéias gerais que nortearam a obra, como o
histérico das funcdes, o que pensam alunos e professores sobre o ensino de funcdes; as
idéias basicas , as formas de representacdo e os niveis de compreensdo do conceito de
funcdo. S&o discutidos no livro os varios aspectos do conceito de funcédo e as represen-
tacOes analitica, gréfica e verbal.
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Texto de referéncia

Modelagem matematica

Ana Lucia Braz Dias

Professor, na secdo 2 desta unidade vocé teve uma breve introdugcdo ao pro-
cesso de modelagem. E provavel também que vocé ja tenha ouvido falar sobre
esse tema em outras ocasides, pois, além de a modelagem matematica ser usada na
resolucdo de problemas das mais diversas areas, a recriacdo da modelagem na sala
de aula como metodologia de ensino é amplamente estudada em educacdo mate-
matica. Alguns professores ja a incorporam a suas praticas. Neste texto vamos
explorar um pouco mais o assunto.

Como os professores vém usando a modelagem em sala de aula?

Além de propor atividades nas quais os alunos realizem, eles préprios, a modela-
gem de problemas, alguns professores vém propondo as seguintes atividades aos
alunos:

a) analisar diferentes categorias de modelos, em termos das suas caracteristicas
matematicas e das suas utilizacdes;

b) tomar consciéncia das caracteristicas do processo de modelagem, em geral, e
com base em exemplos concretos;

c) aplicar modelos conhecidos a situagdes novas;
d) modificar modelos previamente estabelecidos;

e) estudar as propriedades matematicas de certos modelos (ou seja, tratar a matema-
tica envolvida no modelo como objeto de estudo);

f) analisar a qualidade e justificar o uso de um modelo como forma de representar
certa situacdo do mundo real.

Um exemplo de estudo de modelos ja existentes

A discusséo a seguir foi adaptada do artigo: Matemadtica e Realidade: uma relagao
didactica essencial, de Jodo Pedro da Ponte.

A forma como o autor aborda a modelagem pode ser classificada como a
colocada no item (a) acima: a andlise de diferentes categorias de modelos, em
termos das suas caracteristicas matematicas e das suas utilizagdes. Ele se propde a
considerar o tema “processos de crescimento”, e estudar a natureza dos modelos a
ele associados. Ele procura mostrar como um certo numero de”modelos-chave”
descreve uma grande variedade de processos e situacoes.
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Modelos de Crescimento

Crescimento Linear

Um problema que pode ser descrito por este modelo é o enchimento de uma piscina.
Como uma piscina demora muito tempo para ser enchida, ao invés de ter que ficar de
olho na altura da agua a espera do momento de fechar a torneira, podemos usar o
modelo linear para calcular quanto tempo vai ser necessario para encher a piscina.

As variaveis de interesse nesse problema sdo: o volume da piscina (v) e a quanti-
dade de agua que a torneira despeja por unidade de tempo (t).

Com um modelo linear, essas duas varidveis se relacionam obedecendo a equacéo:
y=vxt

Crescimento Quadratico
Este modelo pode ser aplicado ao célculo do calor libertado pela passagem de uma
corrente elétrica em um condutor.

Nesse modelo, a varidvel dependente varia cada vez mais depressa, segundo a lei
y=axt?

Crescimento Exponencial

Este tipo de crescimento ocorre, como ja vimos, nas aplicagées financeiras a juros com-
postos. Mas ocorre também em muitas outras situagées, como no crescimento de popu-
lacBes. A equacgdo que exprime essa relacéo é:

y:eat

Crescimento Logistico

Neste caso o crescimento é parecido com o exponencial, mas é condicionado por um
valor que corresponde ao maximo da capacidade, e que para simplificar podemos fazer
igual a 1 (ou seja, pode-se imaginar que 1 representa 100% da capacidade).

Este modelo pode ser usado para simular o crescimento de uma populacdo em um
meio com capacidade limitada por razbes de espago ou recursos de sobrevivéncia. Se
considerarmos y como o numero de individuos existentes no momento n, a populagéo
crescera de acordo com a seguinte lei:

Yo =Y, @y, —ay,?

Modelo Binomial

Este modelo serve para representar o que ocorre em algumas situacfes aleatérias que
podem ser interpretadas como situacdes de crescimento. Por exemplo, na producédo de
uma peca de algum produto podem ocorrer, em um lote, pecas defeituosas. Uma peca
pode ser defeituosa ou nao (dois resultados possiveis).

Se os defeitos ocorrem com probabilidade p, a probabilidade de uma peca néo ser
defeituosa € 7-p (j& que apenas esses dois resultados sdo possiveis). E o nUmero de pecas
defeituosas em um lote cresce de acordo com uma lei probabilistica.

A probabilidade de termos k pecas defeituosas em um lote de n pecas seré:

(ijkﬂ— p)t K

Unidade 8



Crescimento Logistico-Probabilistico

Finalmente, podemos combinar aspectos de alguns modelos em outro novo modelo. Por
exemplo, podemos imaginar uma populacdo que cresce de acordo com o modelo logis-
tico, mas, na qual, de vez em quando, e com probabilidade p, ocorre um desastre que
vitima metade do namero de individuos existentes. Teremos assim:y =y _ ay —ay ?,
se ndo ocorrer o desastre y =y /2, em que y_€ 0 nimero de individuos existentes no
momento n.

Uma aula envolvendo esses modelos pode estudar as caracteristicas de cada um
deles, usé-los para fazer previsfes e aplica-los a diferentes situacdes.

Uma observacao sobre Resolucao
de Situacoes-Problema e Modelagem

A resolucéo de situacdes-problema tem semelhancas com o processo de modelagem
matematica. Ambos envolvem a organizacgdo e interpretacdo de dados, a identifica-
cdo ou criacdo de conceitos matematicos que traduzam aspectos do mundo real, e a
volta ao mundo real para a validacdo dos resultados.

Mas ha também diferencas sutis: na modelagem geralmente séo utilizados certos
modelos matematicos ja conhecidos. Correndo o risco de sermos injustos na compa-
racdo, é como se, enquanto muitos alunos tentam resolver problemas rotineiros ou
tradicionais procurando palavras-chave que indiquem processos de resolucdo ade-
quados, a modelagem parece sempre determinar “qual € o modelo”, dentre os mode-
los mateméticos mais conhecidos, que descreve de forma mais ou menos adequada
uma situacao.

Outra diferenca fundamental é que a modelagem tem fins preditivos — objetiva
possibilitar predicdes do comportamento do fenémeno modelado. E o caso, por
exemplo, do estudo por modelagem matematica de uma epidemia. Ao final, ele
deve prever as expectativas de seu desdobramento, nimero de pessoas e &reas a
serem atingidas.

A modelagem pode ter também um carater generativo — pode permitir imaginar
novas propriedades ou aspectos de fendmenos anteriormente desconhecidos.

Por exemplo, quando Kepler propds seu modelo para os movimentos dos pla-
netas com base na Lei da Gravitacdo de Newton, as descricfes desses movimentos
ficaram tdo precisas que permitiram a descoberta de novos planetas. Com aquele
modelo, tornou-se possivel observar a 6rbita de um planeta especifico e calcular a
influéncia da forga gravitacional de todos os outros planetas conhecidos sobre aque-
le planeta considerado. As predicBes com base nesses célculos, ou seja, com base
no modelo, foram comparadas com as observacdes. Como havia discrepancias entre
as predi¢c6es do modelo (usando para o calculo apenas os planetas conhecidos) e 0s
dados reais observados, chegou-se a conclusdo de que deveria haver outros plane-
tas, de determinada massa e em determinada 6rbita, para estarem causando aquela
movimentacdo observada na realidade. Os planetas Urano, Netuno e Plutdo foram
descobertos dessa maneira.
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Seguros de vida

As dificuldades mais comuns

Os obstaculos e dificuldades que podem surgir na realizacdo pedagdgica de experiéncias
de modelagem ndo sdo poucos. Mas, também, sdo muitos os ganhos que se podem ter
ao se realizarem atividades de modelagem com os alunos.

Uma dificuldade bem comum é que, geralmente, a modelagem e a resolucdo de
problemas tornam as aulas mais exigentes e menos previsiveis do que as propostas tradi-
cionais. Alguns alunos preferem tarefas rotineiras, que possam ser desempenhadas ape-
nas seguindo um conjunto de regras.

Alguns professores tém receio também de ndo saberem conduzir a modelagem,
por ndo estarem eles mesmos muito por dentro dos assuntos especificos do problema a
ser modelado (por exemplo, problemas de biologia, engenharia, fisica). Muitos profes-
sores ndo se sentem a vontade para tratar problemas relacionados com areas que eles
proprios ndo estudaram, o que € natural. Mas, geralmente, esse problema pode ser
vencido com a escolha de um problema simples e um esfor¢o do professor em pesqui-
sar e coletar informacdes sobre aquele problema, da mesma forma que esperamos que
nossos alunos fagam.

Outra dificuldade inicial dos professores estd em nao disporem de suficientes exem-
plos de atividades de modelagem. No entanto, o niumero de publicacdes sobre o uso de
modelagem na sala de aula estd aumentando, e depois de um certo tempo e quantidade
de leitura fica bem mais facil para o professor extrair, ele préprio, problemas de sua
realidade, ou criar outros.

Atividades

1) Explique para um leitor leigo no assunto (vocé pode imaginar seus alunos como
leitores) o que € um modelo.

2) Explique os dois aspectos que um modelo pode ter: preditivo e generativo.
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Solucéao das atividades

Atividade 1

a) A seguradora espera ter que pagar R$100.000,00 a 10 pessoas, ou R$1.000.000,00,
e espera receber R$300,00 de 9.990 pessoas, ou seja, R$2.997.000,00. Seu ganho total
esperado é, entdo, R$2.997.000,00 - R$1.000.000,00 = R$1.997.000,00

b) Como a seguradora tem 10.000 segurados na faixa etaria de 40 a 50 anos, o ganho
R$1.997.00 0,00
10.000

médio por segurado sera =R$199,70

Atividade 2

O valor x procurado, mais 10% daquele valor x (que seriam os juros ganhos ao
final do ano), tera que ser igual a R$1.997.000,00. Ou seja,

X+1—O x=R$1.997.000,00
100

10

— x[1+—1ooj=R$1.997.OOO,OO —  x-R$1:997.000,00

10
T+—
(++505)

=R$1.815.454,55

Atividade 3
Quando x € 0, S(x) é igual a 100.000, pois ninguém tinha morrido ainda.

Quando x € 86, S(x) é igual a 0, pois estamos supondo que ninguém chegara a
idade de 86 anos (De Moivre sup0s iss0).

De 0 a 86, x variou 86 unidades.

Quando x variou de 0 a 86, S(x) variou de 100.000 a O, portanto, -100.000
unidades.

variagao de S(x) - 100.000

A taxa de variacdo nesta funcéo € T —
variacao de x 86

Atividade 4
A férmula de funcdes lineares é do tipo y = ax+b.

No nosso caso, ao invés de y, chamamos nossa variavel dependente de S(x), entdo
a férmula sera: S(x) = ax+b.

Falta achar o “a” e 0 “b”.

Podemos achar “a” e “b” fazendo um sistema de equacdes, colocando os dois
pontos que sabemos fazer parte de nossa reta:



Solugdo das atividades

e quando x € 0, o valor de S(x) sera 100.000;
e quando x é 86, o valor de S(x) seré 0.

Substituindo essas informag8es na formula S(x) = ax+b, nosso sistema de equacdes
~ [100.000 =0+b
fica:

0=86a+b
. - 100.000
Resolvendo o sistema encontramos: a = v e b = 100.000.
o - . - 100.000 i
O “a” é a taxa de variagdo que encontramos na atividade 3: e O “b

também pode ser achado olhando-se a altura na qual o grafico toca o eixo vertical. No
gréfico 2 vemos que esse valor ¢ 100.000.

Atividade 5
a) Sim.

b) Uma variacdo de 1 taldo na varidvel x ocasiona uma variacdo de R$0,50 no total
pago, R. Entdo a taxa de variagdo é 0,50

¢) R = 0,50x + 3,00

=0,50.

Atividade 6

O valor do livro néo cresce linearmente em fung¢éo do tempo:

Ano Valor (em US$)

2062 1600

Cada vez que a variavel “tempo” cresce 20 anos, a variavel “valor do livro” ndo
cresce quantidades iguais:

e De 2002 a 2022, o valor do livro aumentou 200 unidades.
e De 2022 a 2042, o valor do livro aumentou 400 unidades.

e De 2042 a 2062, o valor do livro aumentou 800 unidades.

Atividade 7

Esta fica a seu encargo.
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Seguros de vida

Atividade 8
a) ii, b)ii

Unidade 8

Atividade 9

Observe que a taxa de variacdo € sempre o coeficiente do termo que tem a variavel
dependente!

a) y-= %x —p taxa de variacdo: 1/3 (positiva = funcdo é crescente)
b)y=0,5x+2 =—» taxa de variagdo: 0,5 (positiva ==» funcdo é crescente)
c)y=-3-25x =—» taxa de variacdo: -25 (negativa =—» funcdo é decrescente)
dy=5,3+6x = taxa de variacdo: 6 (positiva = funcdo é crescente)

e y-= % —p taxa de variacdo: 1/2 (positiva = funcéo € crescente)

f)y =-10x - 65 = taxa de variacdo: -10 (negativa = funcdo é decrescente) @

Atividade 10

Taxa de variagao 1/10 (positiva) — funcdo é crescente

Esboco do gréfico:




Solugdo das atividades

Esboco do grafico:

c)y=5,3+6x

Esboco do grafico:

y

/

4

d)y = 10x - 65

Esboco do grafico:

Y

e
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e)y=-6,2+ 3,1x

Esboco do gréfico:

y

e

/

fly = 4x

Esboco do gréfico:

Atividade 11

a) i, b) vi, ¢ i, d) v, e) iii, f) iv

Atividade 12
250+5(250x0,02) = 275 reais
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Solugdo das atividades

Atividade 13
a) 250 (1+0,02)° = 276,02
b) 276,02 — 275 = R$1,02
c) juros simples: 250+10(250x0,02) = 300 reais

juros compostos: 250 (1+0,02)° = 304,75 reais
diferenca: R$4,75

Atividade 14
De julho a novembro temos 4 meses.
O valor presente é _ o0 439,1053 = R$439,11.
(1+0,033)%
Atividade 15
Valores que vocé pode Probabilidade de ganho Produto:
ganhar valor x probabilidade
25 10/200 250/200
valor esperado (soma): 1,75

Esse valor é o que vocé espera ganhar. Mas vocé paga R$5,00 pela rifa. Entdo, na
verdade a expectativa é de perder R$3,25 (ou seja, 5-1,75).

Atividade 16

1. y=3x
2. y=5+x
3. y=3x

Atividade 17

O preco da entrada da festa da igreja € 3 reais, e 0 da pescaria é 1 real.

Ja 0 da entrada da festa da escola € 1 real, e o da pescaria é 1 real e 50 centavos.
1. Na festa da igreja: R$6,00. Na festa da escola: R$5,50.

2. Na festa da igreja: R$8,00. Na festa da escola: R$8,50.
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3.
Ne de idas a pescaria

Ne de idas a pescaria

4.
y= gasto de cada crianga

x = numero de vezes que ela usou a barraca da pescaria
festa da igreja: y=3+x

festa da escola: y=1+1,50x

5.
FESTA DA IGREJA

R$ 10.00
R$ 9.00 e
R$ 8.00 e
R$ 7.00 e
R$ 6.00 o
R$ 5.00 e
R$ 4.00 e
R$ 3.00 @
R$ 2.00
R$ 1.00
R$ 0.00 .

0 1 2 3 4 5 6

Gasto

Idas a pescaria

FESTA DA ESCOLA

R$ 11.00

R$ 10.00 @
R$ 9.00
R$ 8.00
R$ 7.00 (o3
R$ 6.00
R$ 5.00
R$ 4.00 (o3
R$ 3.00
R$ 2.00
R$ 1.00
R$ 0.00 ?

Gasto

3 4 5 6

o
=
N

Idas a pescaria
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6. FESTA DA IGREJA

R$ 12.00
R$ 11.00
R$ 10.00
R$ 9.00
R$ 8.00
R$ 7.00
R$ 6.00
R$ 5.00
R$ 4.00
R$ 3.00
R$ 2.00
R$ 1.00
R$ 0.00

Solugdo das atividades

—@— ENTRADA: 3 REAIS
L ENTRADA: 2 REAIS
o ENTRADA: 1 REAL
o ENTRADA: 5 REAIS

Gasto

0 1 2 3 4 5 6

Idas a pescaria

Qual foi a diferenca entre os graficos? Eles tocam o eixo vertical em pontos
diferentes.

7.
FESTA DA IGREJA

R$ 36.00
R$ 33.00 o

@ R$ 30.00
R$ 27.00 o
R$ 24.00
R$ 21.00
R$ 18.00
R$ 15.00
R$ 12.00
R$ 9.00
R$ 6.00
R$ 3.00
R$ 0.00

PESCARIA: 1 REAL

PESCARIA: 2 REAIS

PESCARIA: 3 REAIS

Gasto

PESCARIA: 5 REAIS

0 1 2 3 4 5 6

Idas a pescaria

Quial foi a diferenca entre os graficos? Eles tém inclinacdes diferentes.

8. Até trés idas a pescaria compensa ir a festa da escola. Com quatro idas a pescaria o
gasto serd 0 mesmo nas duas festas. A partir de cinco idas a pescaria compensa ir a festa
da igreja.
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Socializando o seu







Socializando o seu conhecimento
e experiéncias de sala de aula — unidade 6

Esse momento final tem por objetivo: 1) rever e sintetizar por escrito as principais idéias
tratadas na unidade; 2) refletir sobre os desafios propostos na transposicdo didatica,
registrando-as por escrito; e 3) elaborar uma producéo escrita a ser entregue ao Formador
na préxima oficina, contendo producdes dos seus alunos.

Para tanto, trés tarefas devem ser preparadas para serem levadas a oficina e sociali-
zadas entre os colegas:

Tarefa 1

Uma sintese por escrito dos principais conceitos matematicos trabalhados na unidade.
Esse documento serd para seu uso pessoal durante a oficina.

Tarefa 2

Uma listagem contendo: a) o ponto mais interessante, e b) duas das maiores dificuldades
na realizacdo do trabalho da proposta de transposi¢do com seus alunos. Esse documento
serd um apoio seu para discussao da transposicdo didatica na oficina. Essa lista é de seu
uso pessoal para servir de apoio na socializacdo das experiéncias realizadas.

Tarefa 3
Essa tarefa € composta por trés producdes:

a) Aplique a pelo menos uma turma de alunos a atividade 11. Nessa atividade prevé-se a
realizacdo de acdes que foram iniciadas em atividades anteriores. N&o esqueca de reali-
za-las inicialmente. Vocé pode fazer as adaptagBes que julgar necessérias para 0 bom
éxito da atividade atendendo as necessidades do grupo.

b) Para criar uma memoria de sua producéo, para seu uso futuro, a comecar pela oficina:
organize, registre e catalogue em uma pasta (ou similar) as produc¢des mais significativas
de alguns de seus alunos.

c) Procure escrever com suas préprias palavras aproximadamente dez linhas sobre a
importancia desta atividade para a aprendizagem matematica de seus alunos; comente
fatos ocorridos em sala de aula e outros observados na producédo dos alunos. Esse mate-
rial deve ser entregue ao seu Formador ao final da oficina.






Socializando o seu conhecimento
e experiéncias de sala de aula — unidade 8

Este momento final tem por objetivo: 1) rever e sintetizar por escrito as principais idéias
tratadas na unidade; 2) refletir sobre os desafios propostos na transposicdo didatica,
registrando-as por escrito, e 3) elaborar uma producéo escrita a ser entregue ao Formador
na préxima oficina, contendo producdes dos seus alunos.

Para tanto, trés tarefas devem ser preparadas para serem levadas a oficina e sociali-
zadas entre os colegas:

Tarefa 1

Uma sintese por escrito dos principais conceitos matematicos trabalhados na unidade.
Esse documento serd destinado a seu uso pessoal durante a oficina.

Tarefa 2

Uma listagem contendo: a) o ponto mais interessante, e b) duas das maiores dificuldades
na realizacdo do trabalho da proposta de transposi¢do com seus alunos. Esse documento
serd um apoio seu para discussao da transposicdo didatica na oficina. Essa lista é de seu
uso pessoal para servir de apoio na socializacdo das experiéncias realizadas.

Tarefa 3
Esta tarefa € composta por trés producdes:

a) Aplique aos alunos a atividade 17. Vocé pode fazer as adaptacdes que julgar necessa-
rias para o bom éxito da atividade atendendo as necessidades do grupo.

b) Organize, registre e catalogue em uma pasta (ou similar) as produc¢des mais significati-
vas de alguns de seus alunos.

c) Escreva aproximadamente 10 linhas sobre a importéncia dessa atividade para a apren-
dizagem matematica de seus alunos; comente fatos ocorridos em sala de aula e outros
observados na producgédo dos alunos. Esse material deve ser entregue ao seu Formador
ao final da secéo coletiva.
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Sessao Coletiva 3
Unidade 5

Agora é o momento de discutir suas duvidas e dificuldades com os seus outros colegas.

Vamos discutir algumas questdes relevantes desse TP.

Parte A

ﬁ Atividade 1

Na internet descobrimos um problema aberto bem interessante:

A pele que recobre nosso corpo desempenha fungdes muito importantes. Ela tem
participagdo ativa na manutencao da temperatura corporal, na eliminacédo de substancias
toxicas geradas pelo proprio metabolismo do corpo e na protecdo contra agressées do
meio exterior. Em determinadas situagfes € importante saber quanto vale a superficie
corporal de um individuo. (Adaptado de Aguiar e outros, Célculo para Ciéncias Médicas
e Bioldgicas, Séo Paulo, Ed. Harbra,1988.).

Como vocé pode medir aproximadamente a sua superficie corporal?

Divida em grupos de trés ou quatro elementos e discuta algumas das solucdes
possiveis. Crie uma estratégia para a resolucdo do problema e anote abaixo o resultado
da discussdo. Em seguida, calcule a superficie corporal de um dos colegas do grupo.



Sessdo Coletiva

ﬁ Atividade 2

Veja algumas maneiras que foram apresentadas na internet para resolver o problema da
Atividade 1:

Solucgéo 1

Separamos o corpo em varios cilindros, e resolvemos o problema através da aproxima-
cdo das areas de cada membro, somando-as. Dividimos o corpo em: cabeca, pescoco,
tronco, bracos, pernas, quadris, pés e maos. Sabemos que a area da pele varia com a
altura e o peso da pessoa, por isso, analisando o peso e a altura de cada um, constata-
mos que nossos calculos estdo aproximados da realidade.

Solucgéo 2

Inicialmente,supondo que a pele esteja achatada, a dividimos num namero maximo de
retangulos possiveis. Os retangulos que foram divididos sdo:rosto, orelha, nariz, pesco-
¢o, braco, méo, perna, pé e tronco. Com o auxilio de uma fita métrica, coletamos as
medidas necessarias para podermos calcular as areas dos retdngulos pré-definidos.
Supondo-se que a pessoa possui 1,70cm de altura e pese 57kg aproximadamente, com
medidas (unidade cm):

= Rosto: 27 x 29

* Orelha: 6 x 3,5

= Nariz: (Triangulo retangulo) 5x 5x 2,5
= Pescogo: 15 x 7

= Brago: 57 x 11

= Méao: 18 x 8,5

= Perna: 95 x 22

= Pé: (paralelepipedo) 25 x 8 x 9

= Tronco: 69 x 42

Com os subsidios adquiridos até o momento, podemos alcancar nosso objetivo, 0
de calcular, aproximadamente, a superficie do corpo de um individuo. Somando todas
as medidas de areas encontradas e multiplicando-as por 2, temos que AREA DA SUPER-
FICIE DESTE INDIVIDUO E 1,42165 metros quadrados.

Solucéo 3

Considerando que a pele € o limite do corpo, e calculando-se o volume deslocado
pelo corpo (um método seria entrar numa banheira graduada e medir o deslocamen-
to de agua que seria igual ao volume), tomar a massa corporal e calcular a densidade
corporal (d=m/v), tomar uma esfera com a mesma densidade, verificar o seu volume.
Relacionando volume da esfera, area superficial da esfera com volume do corpo
consegue-se calcular a area da superficie do corpo. Favor mandar consideracdes
sobre o exposto.

1) Alguma das solucdes acima assemelha-se com a do seu grupo? Se sim, em que?
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2) Das solugdes apresentadas, seu grupo discorda de alguma das metodologias? Justifi-
que a resposta.

O célculo da superficie corporal é utilizado por médicos nefrologistas e cirurgides
plasticos no seu trabalho.

Eles usam a férmula abaixo para fazer o calculo:
SC (m?) = 0,007184 x [ALTURA (cm)]725 x [PESO (kg)*4?5

Ou é usada a tabela abaixo:

3) Em relacéo a tabela acima, o resultado feito pelo seu grupo foi aproximado?



Sessdo Coletiva

@ Atividade 3

Vamos discutir algumas questdes relativas a proporcionalidade.

1. Depois de fazer a unidade 5 do TP2, o que vocé sugere como exemplos de grandezas
diretamente, inversamente ou ndo proporcionais?

2. Os conceitos de razéo e proporcédo foram apresentados numa forma ndo muito comum
de introduzir este tema. O objetivo foi fazer uma anélise de proporcionalidade a partir das
razdes, representacdes graficas e tabelas. Vocé acha esta metodologia aplicavel?

3. Os pontos num plano cartesiano, quando ligados, formam uma reta. Isso significa que
as grandezas sdo diretamente proporcionais? Toda curva é inversamente proporcional?
Veja os exemplos do TP e discuta.

4. Sobre a questao levantada na atividade 16, apresente sua resposta.

E importante compreender que proporcionalidade entre dimensdo e area ndo é
linear, ou seja, se uma “dobra” ndo € verdade que a outra sera dobrada, por exemplo,
vejamos as situacdes a seguir:

X 1 2 4 8 X
No exemplo acima o fator de proporcionalidade é uma razéo 1/2, entdo podemos
escrever que a funcdo que a representa € y = 4x.

X 1 2 4 8 X
Desse segundo exemplo, podemos retirar a seguinte expressao y = x?, e a relacgéo,

portanto, ndo é linear e, sim, quadrética.

Que tal usar este exemplo para introduzir conceitos de fun¢des quadraticas? Per-
guntas do tipo: qual é a &rea méxima; qual seria o custo do piso da sala da dona
Maricota; podem ser feitas.
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ﬁ Atividade 4

Relato dos grupos

E hora de ouvir e conhecer o que 0s outros grupos desenvolveram sobre o assunto. Cada
relator deve fazer a apresentacdo das duvidas e encaminhamentos de solugcfes dadas
pelos integrantes do seu grupo. Procure relacionar as duvidas e solugdes similares entre
0S grupos.

Parte B

Discussao da transposicao didatica

Na situacdo-problema apresentada na unidade 5 os temas matematicos foram traba-
Ihados como recursos para a sua resolucdo. Varios outros temas poderiam ser trabalha-
dos e aprofundados.

Divida novamente em grupos de quatro integrantes.

ﬁ Atividade 5

a) Pegue um jornal, revista ou matéria da TV que tenha achado interessante e formule
uma situacdo-problema. Faca apenas o levantamento de algumas perguntas, ndo precisa
ser muito detalhado.

b) Utilizando o conceito de mapa conceitual: faca 0 mapa conceitual da situagao-proble-
ma que seu grupo levantou.

ﬁ Atividade 6

Com todos os grupos reunidos.

a) Cada grupo apresentara a pergunta principal da situacdo-problema e devera escrever o
mapa conceitual em uma folha de papel cartaz.

A medida em que cada grupo for apresentando registre 0 novo mapa sobre o anterior.
Procure fazer as ligacoes.

b) Depois que todos 0s grupos apresentaram, veja quantos temas puderam ser trabalha-
dos em rede. Discuta sobre os pontos positivos e negativos dessa forma de trabalhar os
temas matematicos.
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c) A partir do mapa final, sugerimos que seja montado um mapa conceitual para cada
série. Porém, procure trabalhar com uma visdo néo linear, ou seja, perguntas como: sera
que é preciso falar em nimeros decimais s6 depois que estudar fragdes? E possivel falar
sobre o Teorema de Pitdgoras apenas na sétima ou oitava série?

Parte C

ﬁ Atividade 7

Ja é sabido que a prética de esportes faz bem ao corpo e a alma! Quem pratica esportes
pode ter uma vida mais saudavel. Porém, qual é o melhor esporte para vocé? Se vocé é
uma pessoa comunicativa, gosta de conversar, vocé deve procurar atividades que envol-
vem grupos, ou seja, deve procurar 0s esportes coletivos: volei, futebol, handebol etc.

Vamos fazer agora um levantamento de qual esporte tem mais a ver com vocé, que
estd em maior sintonia com o seu temperamento. Marque a alternativa que vocé pensa
relacionar melhor ao seu gosto pessoal.

1. Quando penso no meu final de semana, prefiro:
( ) I Planejar as atividades com dias de antecedéncia.

( ) I Deixar para definir a programacdo na noite de sexta-feira, pois até a Gltima hora
podem surgir idéias interessantes.

() Imaginar apenas programas que me estimulem intelectualmente.

( ) W Programar viagens em grupo para lugares tranquilos, com o objetivo de conviver
com pessoas e manter contato com a natureza.

2. Se eu fosse um lider entre meus colegas de trabalho, procuraria:

( ) I Estimulé-los a desenvolver o potencial individual e colocar todo o seu conheci-
mento a servigo do grupo.

( ) Ler obras de auto-ajuda sobre os principios da lideranca para colocé-los em
prética.

() @ Resolver todas as crises e conflitos que surgissem.

() Montar estratégias para melhorar o rendimento da equipe.
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3. Sempre que participo de jogos ou de atividades esportivas:
( ) [ Uso estratégias que ja testei anteriormente para chegar a vitéria.
() Gosto de variar a estratégia a cada partida.

( ) @ Acho que a diversdo € mais importante do que a vitdria.

()

B Utilizo mais a emocéo e a inspiracao.

4. Meus amigos costumam dizer que:
() Sou esperto e inteligente.

( ) @ Sou capaz de me divertir em qualquer situagao.
() @ Sou seguro e independente.

()

[l Sou simpético e bem-humorado.

5. Em atividades que exigem planejamento, como uma reforma em casa ou a implanta-

¢ao de uma nova tarefa no trabalho, procuro:

() I 'ncentivar as pessoas a apresentar suas idéias, pois varias cabegas pensam melhor

do que uma.

() @ Analisar a situagdo em seu conjunto antes de tomar uma deciséo.

( ) B Resolver os problemas de uma vez.

() Ser metddico e observar cada detalhe.

6. Meus amigos mais intimos me consideram:
() @ Ym bom ouvinte para os problemas alheios.
() @ Firme em minhas opinides.

() Curioso.

( ) M Flexivel.

Faca a contagem dos pontos:

&)
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Veja a cor predominante em suas respostas:

B Vocé é aberto ao convivio social e sua personalidade é afeita aos esportes coletivos,
como futebol, volei e basquete. Nas academias procure as aulas de danca de saléo,
dance mix e capoeira.

B Vocé ¢ o tipo organizado e se adapta a atividades repetitivas, como os exercicios na
esteira e na bicicleta ergométrica. O importante para vocé é avaliar o seu progresso.

B Repetir atividades para vocé é entediante. Seu temperamento,mais para o inquieto,
combina com as novas modalidades da academia, como aerocapoeira.

Para vocé o exercicio deve envolver criatividade e raciocinio. Entre os esportes, 0s
recomendados sdo o ténis e o iatismo, que envolvem taticas mais apuradas e atencao.

Pesquisa retirada:http://www2.uol.com.Br/veja/idade/testes/esporte.html

Agora que vocé sabe qual esporte é mais adequado ao seu temperamento, procure
No seu grupo se existe algum outro professor que se assemalha a vocé no tipo de esporte.
Que tal montar um time? Ou uma equipe para reunir algum dia e fazer uma caminhada?

Entdo, vamos continuar nossos estudos. Na proxima unidade vocé vai continuar
estudando sobre esportes e conhecer outros conhecimentos matematicos a partir de uma
nova situagdo-problema. Bom estudo!
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Sessao Coletiva 4
Unidade 7

Parte A
Exploracao dos conceitos desenvolvidos pela
situacao-problema da unidade

@ Atividade 1

O grafico 1 fornece os percentuais por faixa etaria das vitimas de acidentes de
transito, de acordo com dados divulgados pelo DENATRAN — Departamento Nacio-
nal de Transito:

Vitimas de acidentes de transito distribuidas por faixa etaria
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Oa4 5al4 15a24 25a34 35a59 60 a mais
Gréfico 1

a) Estes dados sdo suficientes para dizermos que faixa etaria da populacéo brasileira corre
mais risco de ser vitimada por acidentes de transito?

b) A tabela 1 mostra o numero de pessoas (total de brasileiros) em cada faixa etaria
mostrada no grafico 1 do DENATRAN. Estes numeros foram resultados do Censo 2000
do IBGE.

Faixa etaria Populacéo brasileira
S oA 16386289
5al4 33.929.942
S sazm sam2e
25 a 34 26.876.600
~ smas 08864
60 a mais 14.538.988

Tabela 1
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Use os dados da tabela 1 para construir, no gréafico 2, colunas referentes ao percen-
tual de brasileiros em cada faixa etaria. Uma coluna, a referente a faixa de idade de 0 a 4
anos, ja foi feita.

Distribuicao das vitimas de acidentes de transito e do total de
brasileiros por faixa etaria
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4.00%

2.00% *<I
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[1vitimas de acidentes de
transito

mais

Gréfico 2

Apo6s terminado, o grafico 2 vai permitir visualizar, lado a lado, o percentual de
brasileiros e o percentual de vitimas de acidentes de transito por faixa etéria.

c) Revisite a questdo “a”: Os dados do grafico 1 eram suficientes para determinar que
faixa etéaria da populacé@o brasileira corre mais risco de ser vitimada por acidentes de
transito?

d) Olhando o gréafico 2, aponte qual faixa etéria tem maior risco de acidentes de transito.
E qual a que tem menor risco? Como o grafico permite determinar isto?

e) Expliqgue como a informagéo veiculada pelo gréfico 2 foi usada para visualizar o risco
de acidente de cada faixa etéria.
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Parte B
Transposicéo Didatica

@ Atividade 2

Lancar uma moeda 3 vezes equivale a lancar 3 moedas?
A turma sera dividida em trés grupos.

Procedimento para o grupo 1
Este grupo sera encarregado do experimento “lancar trés moedas iguais simultaneamente”.

a) Lancar trés moedas iguais a0 mesmo tempo, varias vezes, durante 10 minutos. Para
cada vez que forem langadas as moedas, registrar se o resultado foi: O cara, 1 cara, 2
caras ou 3 caras. (O grupo pode se dividir em duplas, nas quais uma pessoa lanca as
moedas e a outra anota o resultado). A tabela 2 pode ser usada para “ticar” (marcar) que
resultado saiu a cada jogada.

b) Calcular a frequéncia relativa de cada resultado, anotando-os na tabela 2:

Frequiéncia absoluta (“ticar”)

Tabela 2

Procedimento para o grupo 2
Este grupo seré encarregado do experimento “lancar trés moedas distintas simultaneamente”.

a) Lancar trés moedas distintas ao mesmo tempo, varias vezes, durante 10 minutos. Para
cada vez que forem lancadas as moedas, registrar o resultado. (O grupo pode se dividir
em duplas, nas quais uma pessoa lanca as moedas e a outra anota o resultado). A tabela
3 pode ser usada para “ticar” (marcar) que resultado saiu a cada jogada.

b) Calcular a frequiéncia relativa de cada resultado, anotando-os na tabela 3 (cara = c,

coroa = k):

Frequiéncia absoluta (“ticar”)

Tabela 3

Procedimento para o grupo 3

Encarregado do experimento “lancar uma moeda trés vezes”.

a) Lancar uma moeda trés vezes e anotar o resultado. Repetir este experimento varias
vezes, durante 10 minutos. (O grupo pode se dividir em duplas, nas quais uma pessoa
lanca as moedas e a outra anota o resultado). O diagrama 1 pode ser usado para “ticar”
(marcar) que resultado saiu a cada jogada.
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freqiiéncia:
(“ticagem”):

Diagrama 1

Tabela 4

b) Calcular a freqiéncia relativa de cada resultado, anotando-os na tabela 4.
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Discussao

a) Como se comparam os resultados dos trés grupos? Séo parecidos?
b) Os quatro resultados do grupo 1 tém a mesma probabilidade?

c) Os oito resultados do grupo 2 tém a mesma probabilidade?

d) Os oito resultados do grupo 3 tém a mesma probabilidade?

e) A frequiéncia relativa de cada resultado do grupo 2 foram parecidas com as obtidas
pelo grupo 3?

f) Como expressar os resultados destes grupos de forma a compara-los melhor aos resulta-
dos do grupo 1?

g) Expressem os resultados dos grupos 2 e 3 em termos do numero de caras (O cara, 1
cara, 2 caras ou 3 caras). Calculem as frequiéncias relativas de cada um destes resultados,
com base nos registros dos experimentos. As frequéncias relativas obtidas se assemelham
as obtidas pelo grupo 1?

ﬁ Atividade 3

Prepare o material que seu grupo recebeu para que ele possa ser usado para fazer
dois experimentos, de forma que:

: . - .5
a) um tenha, entre seus possiveis resultados, um cuja probabilidade seja e e

Lo . - .11
b) o outro tenha, entre seus possiveis resultados, um cuja probabilidade seja 0

O texto de referéncia pode ajuda-lo a ter idéias de como usar 0s materiais.

ﬁ Atividade 4

Parte 1 — (8 minutos)

Sua dupla devera lancar uma moeda e ir anotando os resultados. N&o se esquecam de
anotar quantas vezes a moeda foi langada e quantas vezes saiu cara, quantas vezes saiu
coroa. Faremos isto durante 8 minutos.

Parte 2 — (17 minutos)
Combinacgédo dos resultados:

a) Sintetizem os resultados obtidos pela turma, fornecendo seus dados para que sejam
anotados em uma tabela como a tabela 5:
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Tabela 5

b) Fagcam o gréfico cartesiano da variacdo da frequéncia relativa de caras a cada novo
acumulo (tomada de resultados de mais um grupo). Coloque no eixo horizontal o total
acumulado de jogadas.

A freqiiéncia relativa de caras

1
0.95
0.9
0.85
0.8
0.75
0.7
0.65
0.6
0.55
0.5
0.45
0.4
0.35
0.3
0.25
0.2
0.15
0.1

0.05 total de lancamentos acumulad

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

c¢) Discuta com a turma o que o gréfico e a tabela mostram.
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Parte C
Introducédo a proxima unidade
Na vida, as incertezas muitas vezes vém relacionadas a ganhos e perdas.

Né&o basta apenas sabermos calcular probabilidades, mas calcular se podemos es-
perar ganhos ou perdas ao corrermos riscos, ja que muitas pessoas e empresas (segurado-
ras, bancos, investidores, organizadores de bingos e vendedores de rifas) ligam ao risco
um fator monetario.

Muitas vezes aceitamos correr o risco de pequenas perdas na esperanca de ter
grandes ganhos.

Como na loteria: quem joga na loteria aceita perder o valor das apostas, na espe-
ranca de ter um grande ganho um dia. SO que esse grande ganho tem probabilidade
muito pequena de acontecer.

N&o s6 nas loterias e jogos isso ocorre:

= Nos planos de saude pagamos uma quantia todo més. Ao final do més, poderemos ter
perdido essa quantia se ndo tivermos precisado utilizar nenhum servico médico. Ou
poderemos ter ganho a diferenca entre o que pagamos e 0 preco dos servigcos que
utilizamos.

= Os seguros de automovel usam a idéia de risco para cobrar mensalmente a cobertura
de gastos com acidentes que nem sabemos se irdo ocorrer.

Em situacBes como estas, € importante o conceito de valor esperado.

Por exemplo, em uma loteria qual seria o valor que podemos esperar ganhar ou
perder? O prémio € muito grande, mas s6 temos uma pequena probabilidade de ganhar
esse prémio. Ja os gastos com as apostas podem ser pequenos, mas sdo gastos certos: E
um dinheiro que é perdido com certeza. Combinando eventuais ganhos e gastos, pode-
mos esperar, ao fazermos muitas jogadas, ganhar ou perder? Qual seria o valor esperado
de ganho ou de perda?

Na préoxima unidade vamos examinar uma dessas situacdes, 0s seguros de vida.

Na atividade a seguir vamos introduzir a idéia de valor esperado, para que vocé ja
esteja melhor preparado para a leitura da préxima unidade.

ﬁ Atividade 5

A roleta tem 37 casas. Entdo a probabilidade de a bolinha cair em cada casa é de

Considere o seguinte jogo: O jogador aposta 10 reais nos nimeros de 1 a 12. Ele
ganha 20 reais se a bolinha cair em um desses niumeros (e ainda fica com os 10 reais que
apostou). Se a bolinha ndo cair em um nimero de 1 a 12 ele perde os 10 reais, que vao
para a banca.
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a) Esse jogo € favoravel ao jogador ou a banca?
b) Qual o valor que o jogador pode esperar ganhar ou perder ao final de muitas apostas?
Para compreender esse conceito, vamos simular esse jogo.

a) Seu grupo acionara a roleta 25 vezes, anotando quantas vezes o jogador ganhou.
Lembre-se que ele ganha se sair um numero de 1 a 12.

b) Repasse o resultado de seu grupo para o Formador. Ele o combinard com o dos outros
grupos para saber quantas vezes o jogador ganhou nas 100 jogadas.

¢) Em média, quanto ele ganhou ou perdeu por jogada?
d) Que probabilidade o jogador tem de ganhar 20 reais em uma jogada?
e) Que probabilidade o jogador tem de perder 10 reais em uma jogada?

f) Se ele jogar muitas vezes, qual é o percentual que devemos esperar de jogadas ganhas?
E qual o percentual que devemos esperar de jogadas perdidas?

g) Complete:

Em aproximadamente — % do total de jogadas ele ganhard 20 reais, e em
aproximadamente — 9% do total de jogadas ele perdera 10 reais. Entdo, em
média ele perdera —— reais.
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@ Atividade 6

Quantas vezes sera que precisariamos, em média, lancar um dado para conseguir-
mos todos os numeros, de 1 a 6?

E claro que, como isso depende da sorte, o resultado vai variar. Entdo vamos
experimentar varias vezes — 5 vezes no seu grupo. Depois vamos agrupar os resultados
de todos os grupos e ver qual foi a média dos resultados. Esse valor ser& o numero de
vezes que esperamos ter que lancar um dado para obter todos 0s niumeros.

Seu grupo devera lancar o dado e ir anotando, com marquinhas na tabela recebi-
da, os resultados. Por exemplo, se vocés rolarem o dado uma vez e conseguirem O
numero 4, facam uma marquinha na coluna do nimero 4, na tabela. Repitam o proces-
so até que todos os numeros, de 1 a 6, tenham sido obtidos. Ai some o total de marqui-
nhas para ver quantas jogadas foram necessarias.

Quando tiver repetido o processo 5 vezes, calcule a média dos resultados de
seu grupo.

Repasse a média de seu grupo para o Formador. Ela sera agrupada as médias dos
outros grupos para o calculo da média da turma toda.

NUmero 1 NUmero 2 NUmero 3 NUmero 4 Numero 5 Numero 6 'Total
jogadas
Repeticdo 2
Repeticdo 4
Média soma dos
valores da
coluna
dividida

por 5






	Página 1
	Página 2

